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Capítulo 1

1 - Estética y Matemática
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Una conversación en un tranvía (mayo de 2016)

I Juliette Kennedy: . . .Está bien, pero de dónde exactamente
surge la lógica interna de esas clases de estructuras? ¿Cómo
están entrelazadas con la lógica? - Esas clases nos son dadas
semánticamente y sin embargo ¡surge de ellas una lógica! ¿De
dónde? ¿Cómo exactamente? Y si la lógica es implícita, ¿qué la
enmarca? ¿Dónde se proyecta?

I AV: Pero Juliette, ¿por qué la pregunta a ese nivel de
profundidad? ¿Por qué abandonar un área segura? ¿Por qué la
insistencia?

I JK: Bueno, quisiera saber cuál es nuestro punto base como
lógicos, como matemáticos. Ir más allá de las discusiones
originales ontológicas. . .
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Utrecht, Nueva York, Bogotá, Helsinki, París ...

Conference admission is free and open
to the public, but registration is rec-
ommended. For more information and
to register, please visit

http://www.i-n-f-i-n-i-t-y.org/

Sponsors: Institute Français de
Finland; University of Helsinki;
Matematiikan Rahasto of the Finnish
Academy of Science and Letters;
Institute Henri Poincaré; European
Research Council; Magnus Ehrnrooth
Foundation.

On the Infinite:
An Interdisciplinary Symposium

Lectures by and conversations among
mathematicians, artists, art historians,
philosophers, and architects, accompa-
nied by an exhibition of the work of the
sculptor Fred Sandback.

Institute Henri Poincaré
11, rue Pierre et Marie Curie
Paris 75005
October 18–21, 2017

Infinity: the break in the horizon,
the ‘what cannot be counted’, bound-
less, bottomless, eternal, illimitable
and absolute. The infinite encloses
physical space; the infinite holds
time within itself. Set theorists
have developed a vast mathematical
theory of the infinite, while at the
same time the concept of infinity has
permeated other areas of culture. In
this four-day interdisciplinary sym-
posium we juxtapose lectures by set
theorists and other mathematicians
with those by art historians, artists
and philosophers, in an attempt to
create a dialogue across cultures.

Invited participants: Yves André,
mathematics, Paris VI, Andrew
Arana philosophy, IHPST Paris, Joan
Bagaria mathematics, Barcelona,
Emily Brady philosophy, Edinburgh,
Maria Clara Cortés art and art
history, Universidad Nacional de
Colombia, Briony Fer art history,
UCL, Sebastian Gandon philosophy,
Clermont-Ferrand, Wilfrid Hodges
mathematics, QML emeritus, Hanna
Johansson art history, Helsinki, Men-
achem Magidor mathematics, Hebrew
University, Maryanthe Malliaris
mathematics, University of Chicago,
Philip Ording mathematics, Sarah
Lawrence College, Juhani Pallas-
maa architecture, Helsinki, SMITH
artist, Paris, John Steel mathematics,
Berkeley, Valdimir Tasic mathemat-
ics, University of New Brunswick,
Jean-Philippe Uzan CNRS, Institut
d’Astrophysique de Paris, Andres
Villaveces mathematics, Bogotá,
Philip Welch mathematics, Bristol,
Hugh Woodin mathematics and phi-
losophy, Harvard

Exhibition: Fred Sandback at the
Institute Henri Poincaré in the Am-
phitheatre Hermite, IHP

Organizers: Michael Harris, Columbia
University, Juliette Kennedy, Uni-
versity of Helsinki, Boban Velickovic,
Paris Diderot University
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Sintaxis / Semántica

¿Estética?
¡Pendularidades
sorprendentes!
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Lenguaje y contenido - un problema sin fin (MAT

CONTemp)

I Modelos internos de lógicas extendidas (Kennedy, Magidor,
Väänänen) - ¿extraer significado (robusto) del lenguaje?

I Clases elementales abstractas y el Teorema de Presentación -
¿extraer lenguaje del significado (robusto)?
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¿Estética y Lógica? ¿Estética y Matemática?

¡Atrapar!

Jan Zwicky en Plato as Artist le sigue la pista al diálogo Menón con
particular atención a la interacción entre lo Estético, la Moralidad y
la Fenomenología. Su atención al problema de capturar como lo
discute Platón/Sócrates en ese diálogo, en respuesta a la pregunta ¿Se
puede enseñar la virtud? apunta a los puentes que estamos
discutiendo hoy, entre la estética y la lógica.
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Menón: ¿Se puede enseñar la virtud (o cualquier

otra cosa)?

¿O se puede contar? ¿Definir? En ese caso, ¿dónde? ¿Cómo?

Del diccionario (OED):

El origen de la palabra estética es αιστηε α-
αἰσθητικ-ός / αἰσθητά, las cosas perceptibles por
los sentidos, de la raíz αἰσθε- ‘sentir, aprehender
mediante los sentidos’.

Agarrar
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Primer movimiento pendular: Significado surgido de

lenguaje.

“Mirar” lógico y “actuar”
geométrico
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Podemos “hacer preguntas” a las estructuras:

I ¿Se puede ver la torre detrás de uno en un cuadro renacentista?
I ¿Se puede resolver su sonata en do mayor si empieza en re

menor y es período clásico?
I ¿Se puede devolver el tiempo a ayer en física? ¿Y en ese caso,

cómo?
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Así

comparamos - aumentamos - disminuimos -
estiramos - recortamos - ...
nuestras estructuras.

La teoría de modelos es la teoría matemática que estudia en plena
generalidad estas posibilidades - está naturalmente anclada en la
lógica, en la posibilidad de hacer preguntas a una estructura, en el
lenguaje implícito que sostiene.

La teoría de modelos provee los ladrillos básicos, los
“colores primarios” de las estructuras
y luego revuelve todo eso, ayudando a producir
todos los “colores posibles”, todas las estructuras
posibles, y . . .
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Aún así, sorprendentemente

en años recientes - después de que la Teoría de Modelos hubiera
afilado su propio anclaje (mirar) lógico hasta el punto de proveer
una clasificación de todas teorías (de primer orden) posibles y líneas
divisorias asintóticas (el llamado Main Gap), se embarcó en un
“segundo zarpar”, hacia el lado de la “acción”, de la geometría,
¡aparentemente apartándose de la lógica!
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¿De verdad?

“Tenemos en mente principalmente a aquellos interesados
en teoría de modelos algebraically-minded (llevada, conducida
por el álgebra), es decir, en modelos genéricos, la clase de los
modelos existencialmente cerrados y universales-homogéneos
en lugar de las clases elementales. . . ”

Saharon Shelah, 1975.
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Lógicas distintas - Significado diferente - KABUKI

Emerge libertad de formalismo en la obra de Kennedy, Magidor,
Väänänen. . .
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De muchas lógicas, muchos modelos “internos”

I L0 = ∅

I Lα+1 = Def1(Lα)
I Lδ =

⋃
α<δ Lα,

I L =
⋃
α∈ORD Lα. El modelo de Gödel L

tiene
I “Estructura interna”

muy controlada
I HC: 2ℵ0 = ℵ1,
I GCH: 2ℵα = ℵα+1 ∀α
I Y mucho más

Sin embargo, L es un universo de conjuntos bastante “estrecho” y
extremo: le hacen falta construcciones que sería deseable tener. Así,
L tiene estructura muy fuerte pero le faltan objetos.
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De muchas lógicas, muchos modelos “internos”

I L: Iterar la operación Def , definibilidad en primer orden
I HOD: Iterar Def 2, definibilidad en primer orden

I (Kennedy, Magidor, Väänänen): Iterar la definibilidad en varias
lógicas, para “someter a examen” las lógicas y obtener nuevos
modelos internos.
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Robusticidad - ¿El turno de la semántica?

L C∗ HOD
Primer Orden Lógicas con cuant. cof. Segundo Orden

Emerge una independencia de la lógica muy sorprendente, una
especie de “geometrización interna” de la lógica muy decisiva. Pero
la base era lógica. ?!?!?

El significado robusto parece entonces sobrepasar, dar la vuelta al
lenguaje. ¿Qué pasó con nuestras herramientas afiladas, nuestras
fórmulas y teorías? ¿Es acaso la lógica una ilusión de la geometría?

(Para los lógicos: bajo una clase propia de Woodins, KMV demuestran que los
cardinales regulares son medibles en C(aa), la “versión de L” que se obtiene
mediante el uso de definibilidad en la lógica estacionaria L(aa) y la teoría de C(aa)

es invariante bajo forcing conjuntístico.)
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¿Un segundo zarpar para la t. de modelos? De λόγος a

ἁρμόττον

De vuelta a la estética: un concepto mejor adaptado (Patočka) a la
estética que la “belleza” (τὸ καλὸς),

τὸ ἁρμόττον.

Raíz: la misma mejor conocida como ἁρμονία, armonía, que
significa belleza en el sentido de “cuadrar bien”, “encajar”.
Esta categoría inicialmente parecería muy distinta de la definida por
τὸ λόγος, la frase, la fórmula, el discurso - la descripción que
normalmente asociamos a la lógica.



1 - Estética y Matemática 2 - Categoricidad en Matemática - Perfección en Arte 3 - Simplicidad - El “Problema” 24 de Hilbert 4 - Infinito en Arte y Matemática

¿Un segundo zarpar para la t. de modelos? De λόγος a

ἁρμόττον

De vuelta a la estética: un concepto mejor adaptado (Patočka) a la
estética que la “belleza” (τὸ καλὸς),

τὸ ἁρμόττον.
Raíz: la misma mejor conocida como ἁρμονία, armonía, que
significa belleza en el sentido de “cuadrar bien”, “encajar”.

Esta categoría inicialmente parecería muy distinta de la definida por
τὸ λόγος, la frase, la fórmula, el discurso - la descripción que
normalmente asociamos a la lógica.



1 - Estética y Matemática 2 - Categoricidad en Matemática - Perfección en Arte 3 - Simplicidad - El “Problema” 24 de Hilbert 4 - Infinito en Arte y Matemática

¿Un segundo zarpar para la t. de modelos? De λόγος a

ἁρμόττον

De vuelta a la estética: un concepto mejor adaptado (Patočka) a la
estética que la “belleza” (τὸ καλὸς),

τὸ ἁρμόττον.
Raíz: la misma mejor conocida como ἁρμονία, armonía, que
significa belleza en el sentido de “cuadrar bien”, “encajar”.
Esta categoría inicialmente parecería muy distinta de la definida por
τὸ λόγος, la frase, la fórmula, el discurso - la descripción que
normalmente asociamos a la lógica.



1 - Estética y Matemática 2 - Categoricidad en Matemática - Perfección en Arte 3 - Simplicidad - El “Problema” 24 de Hilbert 4 - Infinito en Arte y Matemática

Esculpir estructuras y lenguaje: las Clases

“Elementales” Abstractas
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¿Cómo “cuadrar”, “encajar”? (ἁρμόττον)

¿Qué diferencia hay entre describir, decir
explícitamente, axiomaticar y

mirar cómo distintas
variantes de una estructura “cuadran” entre sí,
cómo se “reflejan” propiedades de lo grande en lo
pequeño
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Cambio de foco: de fórmulas a encajes

ϕ, T , . . . ≺K
fórmulas, teorías encajes, inmersiones, . . .
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Un mundo de puros fenómenos...

. . . . . . sin descripciones precisas, aparentemente, pero con una
noción fuerte de cómo cuadran las piezas entre sí—ἁρμόττον
En teoría de modelos contemporáneo eso se llama “extensión
fuerte”, M ≺K N .
La idea (cruda) es que todas las configuraciones/problemas de M que
tengan “solución” en N también tienen alguna solución en M.
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El Teorema de Presentación - ¿El retorno de la

sintaxis?

Pero aquí de nuevo el lenguaje, la lógica, reaparece:
Dado cualquier sistema coherente, cerrado y bien controlado de
modelos (clase elemental abstracta) (K,≺K) en L,

existe un lenguaje más grande L′ ⊃ L en el cual se puede escribir una

fórmula (¡regreso de la lógica!) infinitaria ψK que axiomatiza toda la

clase K. En dialecto matemático,

K = PC(L, ψK)

Así, ≺K a pesar de estar originalmente dada como puro contenido,
¡resulta controlada por un lenguaje!
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¿Fenómenos puros sin logos? Tal vez no. . .

I El segundo zarpar. . .
I ¿Anclaje dónde?
I ¿Rol para una estética generalizada?
I OJO: hay dos niveles de lenguaje, el nuestro (básico, limitado)

y el de L′, mucho más fuerte, que no vemos. . .
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Externo / Interno

Nos devolvemos a la pregunta de Kennedy:

¿Cuál es nuestra base como lógicos? ¿De

dónde proviene la (increíble) libertad de

formalismo de la práctica matemática?

τὸ ἁρμόττον
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El “wonderful mélange” de Serre / mezclar

You see, I work in several apparently different topics, but in fact they are all related
to each other. I do not feel that I am really changing. For instance, in number
theory, group theory, or algebraic geometry, I use ideas from topology, such as
cohomology, sheaves, and obstructions. From that point of view, I especially
enjoyed working on l-adic representations and modular forms: one needs number
theory, algebraic geometry, Lie groups (both real and l-adic), q-expansions
(combinatorics style) - a wonderful mélange.

Jean-Pierre Serre,
An Interview With Jean-Pierre Serre - C. T. Chong, Y. K. Leong
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Rota - Fenomenología de la Belleza Matemática

Gian-Carlo Rota: la belleza en matemática, cuando se confronta con
las herramientas de la fenomenología, es un concepto escurridizo.
Los matemáticos discuten la belleza de teoremas, de demostraciones,
incluso de construcciones, pero le “escurren el bulto” a verdaderas
discusiones sobre el rol de la belleza en matemática. La belleza
matemática, cuando se compara con categorías como la verdad
matemática, la demostración matemática, incluso el poder
matemático, es un tema difícil de sacar de mesas de café de los
institutos de matemática.
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¿Rota mismo escurre el bulto?

Rota mismo parecería rehuir el problema cuando al final de su
famoso artículo Phenomenology of Mathematical Beauty termina
recomendando que se reemplace “belleza” por “iluminación”
(enlightenment) en el caso de la matemática. Deja a su posteridad la
difícil tarea de llevar las ideas de la fenomenología a la belleza
matemática. . .
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¿Forma a partir del caos?

Shelah: “a mathematician works so as to bring out the hidden form
out of seemingly shapeless situations”.
Entresacar la forma oculta.
Compara encontrar teoremas con buscar oro en ríos de barro o con
Miguel Ángel sacando la forma de una roca amorfa.
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Transparencia y forma - Irma Laukkanen

Irma Laukkanen - Maisema Sisätilassa - Paisaje
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Shelah arma “taxonomías” matemáticas

Una “taxonomía” de clases de estructuras matemáticas.
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La misma taxonomía - “Mapa del universo”

La
“jerarquía de estabilidad”.
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El Main Gap (teoría de modelos)

Dada una teoría contable T ,
solo hay “dos tipos” de
función “espectro” (conteo
de modelos posibles): o
muy acotada, o muy
exponencial.

I(T ,ℵα) < iω1(|ω + α|)
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El abismo

Doris Salcedo - Shibboleth (2007, Tate Modern - ahora queda la
cicatriz)
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Amalgamas

Matti Kujasalo - s.t. 1997
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2-d AP

A

B C

?
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Amalgamas en matemáticas...

Los amalgamas bidimensionales han estado presentes desde hace
mucho tiempo:

I Teoría de grupos, de cuerpos, topología (van Kampen, etc.)

I Pushouts en categorías
I En lógica, ¡en teoría de modelos son cruciales! (Eliminación de

cuantificadores, construcción de límites de estructuras, etc.)
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Otro tipo de amalgamas

¿Teoría de modelos del análisis o del álgebra?

PO

AEC (álgebra) POC (análisis)

?Hyttinen-Hirvonen, Shelah-Usvyatsov, V.-Zambrano
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Imágenes... ¿imágenes?

La analogía pictórica ha sido central tradicionalmente al discutir la
estética de la matemática.
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Incluso para la abstracción
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Sin embargo...

La mayoría de los matemáticos está de acuerdo con que la discusión
seria sobre la belleza de los mélanges, las mezclas como las que
discutimos – es distinta de la belleza pictórica.

I ¿Musical? ¿Más allá de la percepción musical? ¿Similar a la
estructura musical?

I ¿Narrativa?
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De nuevo G-C Rota...

Al final de su famoso artículo, Rota propone reemplazar la
fenomenología de la belleza matemática por la fenomenología de la
iluminación (enlightenment) matemática.

I ¿Por qué este retroceso súbito? ¿Miedo a caja de Pandora?
I La fenomenología de la música tiene un constante vaivén entre

la superficialidad y la profundidad (Dahlhaus, Lewin).

I ¿Una fenomenología de la superficialidad y la profundidad en
matemática?
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Capítulo 2

2 - Categoricidad en Matemática - Perfección en
Arte



1 - Estética y Matemática 2 - Categoricidad en Matemática - Perfección en Arte 3 - Simplicidad - El “Problema” 24 de Hilbert 4 - Infinito en Arte y Matemática



1 - Estética y Matemática 2 - Categoricidad en Matemática - Perfección en Arte 3 - Simplicidad - El “Problema” 24 de Hilbert 4 - Infinito en Arte y Matemática



1 - Estética y Matemática 2 - Categoricidad en Matemática - Perfección en Arte 3 - Simplicidad - El “Problema” 24 de Hilbert 4 - Infinito en Arte y Matemática

Enmarcar el descreer

I El misterio de la representación mediante lenguaje.
I Larga (e ilustre) línea: Platón, Aristóteles, Ibn Rushd

(Averroes), Leibniz, Kant, Schopenhauer, etc.
I Daré una descripción de la Categoricidad y de una noción

asociada: la Analiticidad/Holomorfía.
I Exploraré su “aspecto dinámico”
I Propondré un rol para la Categoricidad en el siglo XXI
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Enmarcar el descreer... pero fallar
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Categoricidad (relativa a cardinal)

Dados L un lenguaje de primer orden, T una L-teoría y λ un
cardinal infinito, T es categórica en λ si para todo M1,M2 |= T , M1 y
M2 son isomorfos.
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Morley, Shelah, etc.

Si una teoría es categórica en algún cardinal no contable λ entonces
también es categórica en todos los cardinales no contables.
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Novalis, el minero intelectual:

La afinidad de la geometría y la mecánica con los proble-
mas más elevados del espíritu humano surge brillando de la
lucha sectaria atomística y dinámica. El pintar las palabras y
los signos provee innumerables posibilidades. Uno podría con-
siderar una perspectiva y proyección múltiple tabular de ideas,
enarbolando la promesa de ganancia infinita.

Novalis, Allgemeine Brouillon
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Funciones Analíticas/Holomorfas

“Suaves”, definidas sobre un subconjunto del plano, diferenciables
(complejamente) en todo punto de su dominio.
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Si f : U → C es holomorfa, entonces sus valores en el interior del

círculo γ están determinados por los valores en la frontera:

f (a) =
1
2πi

∮
γ

f (z)
z− a

dz
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Teorema de identidad

Dadas funciones f y g holomorfas en un conjunto abierto conexo D,
si f = g en un subconjunto abierto no vacío de D, entonces f = g en
D.



1 - Estética y Matemática 2 - Categoricidad en Matemática - Perfección en Arte 3 - Simplicidad - El “Problema” 24 de Hilbert 4 - Infinito en Arte y Matemática

Continuación Analítica

(Gráfica de Yamashita Makoto)
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Senderos que se bifurcan - demostrar categoricidad
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Topoi como lugares (incluso) para la categoricidad

I Un lugar, muy abstracto
I Geometría Algebraica francesa (Weil, Cartan, Leray,

Grothendieck)
I Muchos fenómenos más allá de la categoricidad
I Clases Elementales Abstractas Cuasiminimales -

pseudoexponenciales, funciones analíticas, invariantes
modulares (funciones j): el corazón de la Teoría de Números
Analítica.

I Música (Mazzola), Física (Isham, Doering, etc.).
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Obstrucciones,
Poincaré, cohomología, haces, dinámica.
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¡Gracias por su atención!
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Capítulo 3

3 - Simplicidad - El “Problema” 24 de Hilbert
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El “Problema 24” de Hilbert
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El “Problema 24” de Hilbert

Encontrar un criterio para saber si una demostración es la más
sencilla posible.
¿En qué sentido?
Este es otro problema común al arte y a la matemática - aunque
expresado de maneras distintas.
Criterios de sencillez...
Veremos (mediante ejemplos) que a veces es necesario lo contrario:
lo complejo, para lograr la simplificación.
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Más que un solo camino, tenemos espirales

matemáticas

Tenemos en realidad un vaivén pendular entre simplicidad y
complejidad que usa la una para llegar a su opuesta:

I De pregunta simple a

I Definición, construcción o
demostración complejas... a

I Simplificación de la
demostración (o capturar mejor
la definición, o...) por autores
posteriores, o

I Generalización, nuevas
complejidades y

I Nuevas preguntas simples . . .
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The motion

Ilustraré esto con UN ejemplo matemático muy
famoso de los años 30. Hay ejemplos acaso más
contundentes (años 1990, 2013) pero me limito a
este.
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Óscar Muñoz: volverse aire (¡empecemos!)
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Una visión no ortodoxa

La visión más usual del rol del teorema de Gödel dice básicamente
que este asestó un golpe mortal al programa de Hilbert.
Normalmente se ve el teorema de Completitud (anterior al de
Incompletitud) como un paso “anterior”, “menos complejo” que el
teorema de Incompletitud.

Sin embargo (siguiendo ideas de Väänänen), una manera distinta de
verlo es la siguiente: el teorema de Incompletitud es esencialmente
anterior al teorema de Completitud.
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Completitud: ¿terapéutica?

El teorema de Completitud en cierto sentido “subsana” problemas
que señala el teorema de Incompletitud. El camino entonces es más
bien

HILBert −→ INCompl. Gödel −→ COMPL. Gödel
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Cronología

Ahora bien, cabe aclarar que no fue así la aparición cronológica de
los teoremas de Gödel: el teorema de Completitud apareció un año
antes del de Incompletitud. Sin embargo, un año en la mente activa
de un matemático suele tener un revuelto enorme de cosas, y es
bastante difícil sostener que Gödel haya empezado a pensar en
Incompletitud solo después de lograr Completitud. Es mucho más
sensato afirmar que probablemente estaba pensando más o menos
simultáneamente en ambas, ensayando una u otra posible solución
que nunca vio la luz, y simplemente escribió Completitud primero e
Incompletitud después. . .
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Tres teoremas

Teorema (Indefinibilidad de la definibilidad - Tarski)
La relación D(m, n) que dice que m es número de Gödel de una
fórmula que define a n no es una relación definible en la aritmética.

Teorema (Indefinibilidad de la verdad - Tarski)
El conjunto de los números de Gödel de las sentencias verdaderas no es
aritmético.

Teorema (Teorema de Incompletitud de Gödel)
Si un sistema axiomático aritmético A es válido y recursivo, entonces
existe una sentencia ϕAgödel verdadera pero no A-teorema.
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Un contexto sorprendente: la revolución romántica

Isaiah Berlin: la revolución romántica consistió en el primer ataque
a los tres principios, “tres piernas sobre las cuales descansaba toda la
tradición occidental”:

I toda pregunta real debe poder ser respondida (y si no tenemos
respuesta la razón es probablemente nuestra ignorancia) o si
algo no se puede responder, no es una pregunta,

I todo concepto real se puede transmitir, se puede enseñar
(contrariamente a creencias de otras culturas según las cuales
hay conceptos que no pueden ser transmitidos, o enseñados, a
menos que uno sea un “iluminado”, bendito o “escogido”)

I que todas las respuestas deben ser compatibles las unas con las
otras
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¿Más allá? (Serra: “Tilted Arc”)

Simple, pero bloquea(ba) (según algunos...)



1 - Estética y Matemática 2 - Categoricidad en Matemática - Perfección en Arte 3 - Simplicidad - El “Problema” 24 de Hilbert 4 - Infinito en Arte y Matemática

Sentencias de Gödel - Epiménides

Lo clave en los tres teoremas anteriores es la construcción (idea de
Gödel) de una sentencia de Gödel ϕA

gödel que no puede estar ni en A
ni por fuera de Verd = {pϕq|N |= ϕ} ⊂ N.

La sentencia de Gödel es una generalización supremamente
sofisticada de la “paradoja del mentiroso”, y aprovecha el poder
enorme de codificación de la estructura (N,+, ·, 0, 1, <) (la
estructura inductiva de las fórmulas se puede reflejar en la estructura
inductiva de los naturales.
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Ruptura dicotómica
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El rol de completitud

Aunque históricamente es anterior al de Incompletitud, el Teorema
de Completitud de Gödel es casi contemporáneo, y se puede leer
como una “solución” al problema que plantea el Teorema de
Incompletitud1.

Teorema (Teorema de Completitud de Gödel - versión 1)
Dada una teoría T y una sentencia ϕ del lenguaje de T , ϕ es un
T -teorema si y solo si ϕ vale en todos los modelos de T .

T ` ϕ ⇐⇒ T |= ϕ.

1Ojo: esta no es la visión más usual de estos teoremas - nuestro nuevo libro de
Lógica Matemática con Jouko Väänänen sigue este camino.
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Muchos mundos posibles

Una posible lectura de los dos teoremas es la siguiente: insistir en
evaluar las sentencias en “un solo mundo” es necesariamente
restrictivo. Aunque la teoría PA se puede ver como un instrumento
para analizar el modelo estándar (N,+, ·, 0, 1, <), si uno pretende
tener una equivalencia entre la sintaxis y la semántica está obligado a
mirar todos los modelos posibles de la aritmética, en una especie de
reivindicación tardía de las ideas de Leibniz.

Solo mirando simultáneamente muchos mundos se
atrapa la teoría - restringirse a un ÚNICO mundo
necesariamente da incompletitud.
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Muchos mundos posibles

Paisaje, Irma Laukkanen
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Muchos modelos no estándar

Infinitos (¡clase propia!) modelos no estándar
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Matemática estructural

La explosión de modelos tuvo lugar en la primera mitad del siglo
XX, en muchos dominios de la matemática, de manera natural:
I Análisis funcional - espacios de funciones, inmersiones
I Teoría de Galois - cuerpos, anillos, grupos, etc.
I Dominios universales de Weil
I Espacios de probabilidad
I . . .
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Semántica liberada

En conclusión, esta primera ruptura, generada (tal vez
simultáneamente) entre los teoremas de Incompletitud y de
Completitud, completa un proceso que venía desde la Teodicea de
Leibniz, pero solo se hizo concreto en el primer tercio del siglo XX:
la liberación de la semántica de un solo modelo a muchos modelos.
Esta es simultáneamente una ruptura (del “modelo único”) y una
reparación terapéutica del fenómeno de Incompletitud (inherente a
la teoría de conjuntos y a la aritmética, por su alto poder de
codificación).
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Caja de Prueba (Sandbox)

Algunas disciplinas han generado lo que se podría llamar “cajas de
prueba de simplicidad”: condiciones especiales bajo las cuales una
“respuesta” más simple se puede someter a examen (en ausencia de
una demostración) y luego transferir (con suerte) a situaciones sin
las condiciones especiales. En este caso, la primera “demostración”
puede parecer mucho más simple que demostraciones posteriores
(aparentemente dando la vuelta a la dirección unidireccional), pero
es también solo una demostración bajo condiciones “enrarecidas”.
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Cajas de prueba (Sandboxes) para Simplicidad
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Fin de Cap. 3

(Detalle - Los regalos perfectos - M.C. Cortés)
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Project Topoi
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Capítulo 4

4 - Infinito en Arte y Matemática
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Inicio en Proust

Car ce que nous croyons notre amour, notre jalousie, n’est pas unemême
passion, continue, indivisible. Ils se composent d’une infinité d’amours suc-
cessifs, de jalousies différentes et qui sont éphémères, mais par leur multitude
ininterrompue donnent l’impression de la continuité, l’illusion de l’unité.
La vie de l’amour de Swann, la fidélité de sa jalousie, étaient faites de la
mort, de l’infidélité, d’innombrables désirs, d’innombrables doutes...

Proust - Un amour de Swann
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¿Imposible de controlar?

I Proust, al describir la lujuria, los celos, la sensación de pérdida,
de Swann ... usa metáforas del infinito.

I Ola incontenible de lujuria, de celos, de amor no reciprocado...
I El infinito irrumpe en la vida humana tan fuera de control

como la descripción proustiana del amor y los celos en Swann.
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Emerge, no suavemente / erupción

El infinito se abre camino - a
pesar de nosotros
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De-FINI-r el In-FINI-to?

Una tarea natural, tal vez ingenua: definir el infinito.
La entrada del diccionario Glossa para finito es

I borde, frontera, y por lo tanto
territorio, tierra, país
encerrado dentro de fronteras

I un límite
I un fin, un propósito, un

objetivo
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¿Negación o énfasis?

Definición Infinito
Énfasis en Límites Negación de Límites
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Otra manera de empezar

Definición de Infinito?
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Otra manera de empezar

Definición of Infinito - Mejor: examinar, auscultar el infinito.
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No es coincidencia: está al inicio de la matemática,

de la filosofía y de la estética.

Así, Jan Patočka:
... los griegos ... no sólo fueron los primeros en descubrir el formato del

inquirir deductivo sistemático. También fueron los primeros que no tomar
el mundo como algo dado...

fueron los primeros que se preguntaron explícitamente por el todo que lo
incluye todo, también a nosotros, y confrontan por consiguiente lamaravilla
sencilla de todas las maravillas: que todo esto es y que el ser de esta totalidad
no es algo obvio como las particularidades de la vida...
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Thaumazein / Horror / Admiración

... Nuestra relación con esa maravilla solo se puede comparar con aque-
llas relaciones en que pasamos de un modo acostumbrado a otro modo, dis-
tinto, de vida; a la transición de un sueño al descubrimiento que todo había
sido distinto, a sospechas de repente levantadas por algo que hasta ahora no
nos había preocupado: una extrañeza, una maravilla, un terror, el thauma,
thaumazein, del cual, nos dice Platón, surge la sabiduría.

J. Patočka - Introd. a la Fenomenología de Husserl
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Una pregunta difícil

¿Quién eres?
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(Vidas en peligro)

Primera respuesta: Éxodo 3:14 (a Moisés):

... אהיה אשר אהיה

O sea, SUM qui SUM, o...
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Indefinabilidad

Autorreferencia Primordial
“No puedo ser definido/nombrado - como nombrarías a tu
hermano Aarón”

Reflejo en sí mismo



1 - Estética y Matemática 2 - Categoricidad en Matemática - Perfección en Arte 3 - Simplicidad - El “Problema” 24 de Hilbert 4 - Infinito en Arte y Matemática

Indefinabilidad

Autorreferencia Primordial
“No puedo ser definido/nombrado - como nombrarías a tu
hermano Aarón”
Reflejo en sí mismo



1 - Estética y Matemática 2 - Categoricidad en Matemática - Perfección en Arte 3 - Simplicidad - El “Problema” 24 de Hilbert 4 - Infinito en Arte y Matemática

Reflejar
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Reflejar - Orozco
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Reflejar - Orozco
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Reflexión

La Reflexión es el corazón del trabajo actual en matemática del
infinito, como veremos después.
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Otra respuesta (a la misma pregunta)

... él venció a un ... monstruo que mató a sus huéspedes y los devoró
crudos... a él el viajero dijo estas famosas líneas:

“mi nombre es outis. Mi padre y mi madre me llaman outis, al igual
que todos mis compañeros”

... el anfitrión gigante bebió, cayó dormido pronto después de emitir
su promesa– o su amenaza. Entonces los hombre, unidos por una causa
común, extrajeron el ojo de su captor con una estaca ardiente... el anfitrión
antes indomable pidió ayuda gritando. Sus vecinos, alarmados, pregun-
taron quién...

Outis, en boca del cíclope se convierte en oú tis, “no persona”, NADIE

D. Heller-Roazen - No One’s Ways - An Essay on Infinity Naming
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La negación como generadora de infinitud

¡Aquí no es tanto la auto-referencia como la negación!
Lo no-humano, lo no-acotado, lo no-restringido — infinito.
Odiseo salva su vida convirtiendo No-Persona en la negación de la
especificación. Es una forma muy radical.
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Punto clave - ¬ y �

El punto clave en este capítulo del curso es que podemos leer la
historia de muchos aspectos del infinito, la historia de su
emergencia/incepción, como un desarrollo de aquellas dos
respuestas diferentes a la misma pregunta.
La reflexión (auto-referencia) y la negación de la especificación.
La lógica matemática de los últimos 125 años ha sido capaz de
sacarle mucho jugo a estas dos respuestas.
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Un diagrama básico de reflexión
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Un diagrama básico de reflexión
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Un diagrama básico de reflexión
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¿Definición inicial?

Esta puede ser vista como nuestra primera definición del infinito
(¿actual? ¿potencial?)
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Cantor

Desde el final del siglo XIX la matemática no solo ha tomado este
como el primer paso posible para adentrarse en el infinito: junto
con otros axiomas de la teoría de conjuntos ha constuido una teoría
de no solo uno sino MUCHOS infinitos distintos.

Cantor, hace 150 años: el infinito de la recta real debe ser

estrictamente mayor que el primer infinito (del conteo, de los

naturales):

|N| = ℵ0 < 2ℵ0 = |R|
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La “catedral” de los grandes cardinales
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La “catedral” de los grandes cardinales
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Los infinitos matemáticos / gradación de la reflexión

Grados de reflexión
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Nos devolvemos / Perspectiva
/ Puntos de vista
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Florensky - perspectiva generalizada

Pavel Florensky

I Florensky estudió matemáticas en Moscú en la década de 1910,
y luego se convirtió en místico religioso... ¡en la URSS!

I El infinito, Cantor y la representación del mundo.
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Perspectiva Invertida - Íconos

I DE una descripción de la perspectiva invertida en íconos

I A una manera completamente LIBRE de entender la
perspectiva - ¡a partir de cualquier biyección entre el espacio
tridimensional y el plano!
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Perspectiva(s) libre(s)

La existencia de biyecciones y proyecciones entre el espacio tridimensional y el
plano hace posible la representación del mundo a través de la perspectiva.
I Perspectiva en Grecia y en Renacimiento (muchos siglos)

I Perspectiva en íconos rusos
I Perspectiva Libre

¿Pérdida de la forma?
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Otras perspectivas: Regina Silveira
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Otras perspectivas: David Hockney
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Anamorfismo: Holbein
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La crítica de Poincaré

Depuis longtemps la notion d’infini avait été introduite en mathéma-
tiques; mais cet infini était ce que les philosophes appellent un devenir.
L’infini mathématique n’était qu’une quantité susceptible de croître au delà
de toute limite; c’était une quantité variable dont on ne pouvait pas dire
qu’elle avait dépassé toutes les limites, mais seulement qu’elles les dépasserait.
...

Cantor a entrepris d’introduire en mathématiques un infini actuel,
c’est-à-dire une quantité qui n’est pas seulement susceptible de dépasser toutes
les limites, mais qui est regardée comme les ayant déjà dépassées.

H. Poincaré, Les mathématiques et la logique.
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La crítica de Poincaré

Poincaré sigue su diatriba contra Cantor y su influencia:
telle autrefois l’hydre de Lerne avec ses fameuses têtes qui repoussaient

toujours. Hercule s’en est tiré parce que son hydre n’avait que neuf têtes...
mais ici il y en a trop...

La crítica de Poincaré no se limita a la matemática sino que abarca
uno de los grandes debates filosóficos - Leibniz vs Kant. Dice
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Aún más

... pour Couturat... ces travaux ont définitivement tranché le débat,
depuis si longtemps pendant entre Leibnitz et Kant. Ils ont montré qu’il n’y
a pas de jugement synthétique a priori ... que l’intuition ne joue aucun rôle...
on voit bien que c’est le centenaire de la mort de Kant...
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Sin embargo...

Grandes cardinales: formas fuertes de simetría del universo.
Recientemente: topología algebraica, categorías...
(Nota: la lógica infinita de Maimon/Kant)
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¡Gracias a todos por su atención!
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