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Resumen

Se estudia la nocién de conjunto externamente definible en el con-
texto de las teorias NIP y también el concepto de definicion honesta,
y con esto dar una demostraciéon alterna del teorema de expansién de
Shelah. También se utiliza esta nocién acompafiada con la de férmula
acotada para establecer una condicién necesaria para que un par sea
dependiente. Por dltimo se mostraran algunos ejemplos trabajados in-
dependiente por varios autores como son los pares densos, pares déciles,
etc., donde la dependencia del par resulta ser corolario de las proposi-
ciones expuestas. Esto es un trabajo realizado por Artem Chernikov y
Pierre Simon.

1. Introduccion.

La propiedad de independencia (IP) fue introducida por Shelah por pri-
mera vez en 1971 en el articulo [She71] y en los dltimos afios el estudio de
las teorias que no tienen la propiedad de independencia, llamadas depen-
dientes o simplemente NIP, se ha convertido en un gran tépico en teoria de
modelos. Tal como Shelah lo expresa en [She09] en respuesta a la pregunta
del porqué estudiar esta linea de division entre las teorias estables y las de-
pendientes: "...there are some results on it indicating it is not unreasonable
to hope there is a rich theory on it to be discovered”.

Entre los muchos estudios relativos en teorias dependientes, nos enfo-
caremos en uno en particular: los pares dependientes. Para esto, si estamos
en un lenguaje base L, la idea sera expandirlo al lenguaje Lp, obtenido a
partir de L afadiendole un nuevo predicado unario P(z). Si M es una L-
estructuray A ¢ M, entonces vamos a identificar el par (M, A) como la Lp-
extension de M colocando P(a) < a € A y denotaremos Tp := Th(M, A). El
objetivo es dar una condicién para que la teoria Tp sea dependiente cuando
T lo sea. El tal caso diremos que (M, A) es un par dependiente.

En los ultimos afios este problema ha sido trabajado por varia gente. Por
ejemplo, Casanovas y Ziegler en [CZ01] estudian los pares en un contexto
estable, y tienen una condicién necesaria para que un par sea estable. Por
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otro lado, Baldwin y Benedick en [BB0O] trabajaron la estrutura extendida
nombrando una sucesion de indiscernibles; en particular, alli ellos conjetu-
ran que si T es NIP entonces Tp también tiene que ser NIP. Cabe anotar
que el resultado principal de Chernikov y Simon aca mostrado, responde
en gran parte a esta conjetura la cual resulta ser cierta adicionando una
condicién general de acotacion. Otros trabajos como [BDOO08] de Alexander
Berenstein, Alf Dolich, y Alf Onshuus, [GH09] de Ayhan Giinaydin y Phi-
lipp Hieronymi, entre otros, establecen la dependencia de pares especificos.
El resultado presentado aqui generaliza la dependencia de todos estos pa-
res al suponer hipétesis mas débiles que minimalidad y control de clausura
algebraica.

Los resultados presentados aqui estan basados principalmente en el ar-
ticulo de Chernikov y Simon [CS10], pero con demostraciones y explicacio-
nes un poco mas extensas para lograr una buena comprensién a nivel de
una primera lectura. Este documento esta dividido en cuatro partes. La
primera (segunda seccién) repasa nociones basicas de teorias NIP. En la
tercera seccién junto con la nocién de conjunto externamene definible se
introduce el concepto de definicién honesta la cual es central para el resul-
tado principal. Se ilustrara con un ejemplo, y con una modificacién de este,
el comportamiento de tener o no definiciones honestas. Como aplicacién de
esta seccién se darda una demostracion alterna, y tambien mas sencilla de
las conocidas, del teorema de expansién de Shelah. En la cuarta seccion se
introducen los conceptos de formula acotada y de estructura inducida, los
cuales son el gje vital del teorema principal. Y por tltimo el seccién quinta,
se presentaran algunos ejemplos de pares que resultan ser casos particula-
res del criterio presentado aqui.

2. Teorias NIP.

Definicién 2.1. Para una férmula ¢(z,y), se define el nimero de alterna-
cion de p(z,y), notado alt ¢, como el nimero maximal n tal que existe un
elemento ¢ y una sucesién indiscernible (a;);<,, donde se satisface ¢(a;,c)
< 1 es par.

Esto se puede entender como el nimero de cambios en el valor de ver-
dad de una férmula. En el siguiente ejemplo se ilustra un poco mejor esta
nocion.

Ejemplo 1. Si tomamos la formula p(z,y) = x = y veamos que alt p = 3.
Sin perdida de generalidad siempre podemos tomar un elemento ¢ y una
sucesion indiscernible a;,as y as tal que # (a1 = ¢), = (a2 =¢) y # (a3 = ¢); sin
embargo, no podemos extender esta sucesién a un cuarto elemento a4, pues-
to que si lo hicieramos tendriamos £ (a4 = ¢), asi as = a4 y como los (a;);<4
son indiscernibles entonces todos los cuatro elementos serian iguales, lo
cual es una contradiccién. De la misma manera podemos generalizar este
hecho para o(z;y1,...,yn) =(z=y1) V-V (z =y,) y decir que alt p = 2n + 1.
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Definicion 2.2. Sea T una teoria y o(x,y) una férmula. Se dice que ¢(z,y)
tiene la propiedad de independencia (IP) si existe una sucesién de indiscer-
nibles (a;)ic; en algin modelo M de T'y b € M tal que M E p(a;,b) < i es
par. Se dice entonces que p(x,y) es una formula dependiente (NIP) si ¢(z,y)
no tiene la propiedad de independencia.

De este modo, podemos caracterizar que una formula ¢(x,y) es depen-
diente si y sélo si alt(p) es finito. Asi decimos que una teoria 7' es NIP si
toda férmula en ella es NIP.

Definicién 2.3. Un tipo p(x) se dice establemente sumergido si cualquier
subconjunto definible de p(z) es definible con parametros de p(€)

Una consecuencia inmediata es si p(z) es un tipo estable entonces p(z)
es establemente sumergido. De la misma manera podemos tener una pro-
piedad analoga cambiando estable por dependiente.

Definicién 2.4. Una férmula p(x,y) es NIP sobre el tipo parcial p(z) si no
existe una sucesién indiscernible (a;);<., de realizaciones de p ni una tupla
c tal que ¢(a;,c) se satisface si y sélo si i es par (es decir, alt(y) es finito).

3. Conjuntos externamente definibles.

La siguiente lema es fundamental para el futuro desarrollo del tema.
Para esto nos damos dos lenguajes L ¢ L', y trabajamos dentro de un modelo
monstruo € el cual es una L’'-estructura. En particular, L’ puede ser Lp.

Lema 3.1. Sea p(z) un L'-tipo, ¢(x,y) € L una férmula NIP sobre p(x), y
c € €. Entonces para cada A < p(€) existe una formula 0(x) € L(p(€)) tal que

(D) 6(x)nA=p(x,c)nA
(2) 0(x) 7 p(x,c)

(3) ¢o(xz,c) N 0(x) no contiene ningun L-tipo global A-invariante consistente
con p(x).
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Demeostracién. Sean p(x) un L'-tipo, ¢(z,y) € L una férmula NIP sobre p(x),
ceCy Acp(€). Tomemos ¢(x) € S, (€) un tipo A-invariante y consistente
con {¢(z,y)} Up(z).

Supéngase que podemos escoger inductivamente a;,b; € p(€) y ¢; € ¢, para
1 <w tal que:

(@ q¢i(r) = q(z) [aazb.;
M) a; Eqi(z) u{p(z,c)}
() b; = qi(x) u{-p(z,c)}

Definamos la sucesiéon (d;);<, donde d; = a; si i es par y d; = b; en otro
caso. Obsérvese que, por construccion, (d;);«. es una sucesiéon de Morley de
q sobre A y ademads, como los d; son realizaciones del L'-tipo p(z), se tiene
que (d;)i<, un es L-indiscernible. Por otro lado,

E ¢(d;,c) siy sélo si i es par

Lo cual contradice el hecho de que ¢(z,y) € L sea una férmula NIP so-
bre p(x), entonces la construccién dada anteriormente debe parar (es decir,
falla) en un paso finito ig. Y ademas como el paso (a) dado anteriormen-
te lo podemos garantizar por hipétesis, entonces necesariamente tenemos
que g;, () -P® o(z,c), y por compacidad existe 1,(z) € g;,(z) (y en con-
secuencia v,(x) € L(p(¢€))) tal que v, (z) P ¢(z,c). De esta manera, el
conjunto {1,(z)} es un cubrimiento del espacio compacto de L-tipos globa-
les invariantes sobre A y consistentes con {¢(x,y)} Up(x); en particular, de
todos los tipos realizados. Entonces sea (1;) <, un subcubrimiento finito, y
tomando 0(z) = V;., ¢;(x) finaliza la prueba. 0

Corolario 3.2 (Inmersion estable débil). Sean ¢(z,y) una formula NIP, el
par (M, A) y c € M, entonces existe (M',A") > (M, A)y 0(z) € L(A") tal que
p(Ae)=0(A) y 0(x) > p(z,c).
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Demeostracion. Nétese que ¢(z,y) sigue siendo NIP en cualquier expansién
de la estructura, en particular en la Lp-estructura (M, A). Entonces apli-
cando el lema 3.1 con L' = Lp y p(z) = {P(x)} se tiene el resultado. O

Definicion 3.1. Sea M un modelo, un conjunto externamente definible de
M es un subconjunto X de M* para algin k tal que existe una férmula
o(x,y) y d e € con p(MF,d) = X. Esta férmula ¢(z,d) se denomina una
definicién de X.

Cabe notar que en el ambito estable, como todos los tipos son definibles,
entonces cualquier conjunto externamente definible coincide con algin con-
junto M-definible.

Definicién 3.2. Sea X ¢ M* un conjunto externamente definible. Entonces
una definicion honesta de X es una definicién p(z,d) de X, con d € € tal que:

para todo ¢ (x) € L(M) con X c (M) tenemos € = (Vz)(p(x,d) - (x))

Para ilustrar esta nocién vamos a considerar el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2. Consideremos la estructura M = (R,+,x) y su extensién no
estandar R. Sea A un segmento inicial de R, tal que exista un « > 0 con
a<b-aparatodoaec Ayb¢ A Definamos el 1-tipo p € S(R) por (p+ x >
a) < (a € A). Sea (a;);«, una sucesién coheredera de p sobre R; es decir, si
q € S(®) es una extension coheredera de p (finitamente satisfactible en R)
entonces a; F ¢ |rq.,. Tomemos el conjunto X = {(z,y) e M? |z e A,y ¢ A}, si
(m1,mso) € M? entonces

my €A < ag>m
m2¢A©a0<m2

asi definiendo p(z,y;t) := (r <t Ay > t) se tiene que p(M,M;ag) = X =
{(z,y) e M? | 2z € A,y ¢ A}. De esta manera ¢ es una definiciéon de X, pero
veamos que no es una definicion honesta. Para esto tomemos la formula
Y(x,y) = (y -z > a), entonces si tomamos (mq,m2) € X entonces ag > my
y ag < ma, asi my € Ay mso ¢ A entonces por el supuesto « < ms —my y de
esta manera X ¢ ¢(M, M). Por otro lado, si tomamos elementos r, s en la
moénada de ag con r < ag < s tal que s - r < , claramente tenemos:

RE @(r,s:00) A=p(r, 5)
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y en consecuencia ¢ no es una definicion honesta.

Por el contrario, si tomamos en la misma sucesién coheredera (a;);<,, la
formula ¢(z,y;ag,a1) := x < ag Ay > a1, gracias a que en particular estos ele-
mentos ag,a; son distintos entonces por medio de sus ménadas correspon-
dientes siempre los podemos separar una distancia «, y asi (M, M;ap,a;) =
X={(z,y) e M? |z e A,y ¢ A}y RE (Vz,y)(¢(2,y;a0,a1) - ¥(2,y)). Enton-
ces ¢ es una definicién honesta de X.

La siguiente proposicion nos ilustra que en un contexto dependiente, la
nocién de honestidad no esta para nada alejada de la definiblilidad ordina-
ria.

Proposicion 3.3. Sea T NIP. Entonces todo conjunto externamente defini-
ble X c M" tiene una definicion honesta.

Demeostracién. Sean M < N y ¢ € L(N) una definicién de X, identificando a
N como la Lp-extension de M (es decir, P(m) < m € M). Por el Corolario 3.2
existe un par (N',M’) > (N, M) |N|*-saturado en Lp y 6(z) € L(M') tal que
0(z) »M o(x), es decir, (N, M') £ (V& € P)(0(z) - ¢(x)). Ahora si ¢(z) €
L(M) con X = (M) c (M) tenemos que (N, M) = (Vz € P)(¢(z) - ¢¥(z)),
pero como (N’ M') > (N, M) entonces (N',M") = (Vz € P)(p(x) - ¥(x)).
Combinando tenemos que (N, M) £ (Vz € P)(0(x) — ¢(x)), y a raiz de
que M' & Ty 6(z),¢(x) € L(M') tenemos finalmente M’ = (Vz)(f(z) —
(). 0

Proposicién 3.4. (T es NIP) Sea X ¢ M* un conjunto externamente defini-
bley f una funcién M-definible. Entonces f(X) es un conjunto externamente
definible.

Demostracién. Sea X ¢ M* un conjunto definido externamente por ¢(z, d),
por la proposicién anterior, como 7" es NIP, esta definicién debe ser hones-
ta. El objetivo serd mostrar que 6(y,d) := (3z)(p(z,d) A f(x) = y) es una
definicién de f(X). En primer lugar como o(M* d) = X entonces f(X) c
0(M,d). Para demostrar la otra contenencia vamos a tomar un elemento
a e M*\ f(X)y vamos a definir la férmula v (z) = (f(x) # a), entonces de
la manera como esta definida la formula tenemos X < ¢(M). Pero como la
definicién de X también es honesta:

Cr (Vo) (p(z,d) - ¢(x))

o lo que es equivalente

CE (Vo) (~p(z,d) v ip(z))
entonces
CE (Vo) (-p(z,d) v f(z) #a)

es decir
¢E -b(a,d)

y asia ¢ 0(M,d). De esta manera se concluye que (M, d) c f(X). O
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A continuacion se realizara una aplicacién de esta nocién de conjuntos
externamente definibles, para dar una demostracién del importante teore-
ma de expasién de Shelah. Este resultado fue publicado en principio por
Shelah en [She04] (prueba no tan larga pero definitavente oscura). Des-
pués Anand Pillay en [Pil07] di6 dos pruebas a este resultado; la primera
usando herederos libres de cuantificadoes de tipos libres de cuantificadores,
y la segunda usando coherederos libres de cuantificadores de tipos libres de
cuantificadores.

Corolario 3.5 (Teorema de expansiéon de Shelah). Sea M = T, T NIP y
denotemos a M*>" como la expansion de M donde afiadimos un predicado
para cada subconjunto externamente definible de M*, para todo k. Entonces
M5" tiene eliminacion de cuantificadores en este lenguaje y es NIP.

Demostracién. Usando la proposicién anterior, tomando f como una pro-
yeccién, se concluye que M " tiene eliminacién de cuantificadores. Por otro
lado, como T es NIP, entonces toda férmula libre de cuantificadores es de-
pendiente en la estructura M°". Asi M°" es dependiente. O

4. Pares dependientes.

De ahora en adelante se asumira que 7" es NIP. Y vamos a considerar un
par (M,A)con M eT.

Definicién 4.1. Decimos que A es un conjunto pequerio si existe un par
(N, B) elementalmente equivalente a (M, A) tal que para todo subconjunto
finito b de N se tiene que todo L-tipo sobre Bb es realizado en N.

Definicion 4.2. Sea ¢(z,a) alguna féormula de Lp (M), entonces una defi-
nicion honesta de ¢(x,a) sobre A es una férmula 0(z,c) € Lp, con c € P(C),
tal que 0(A,c¢) = p(A,c) yE (Vz e P)(0(x,c) - o(x,a)).

La siguiente es una observacién que conecta la definicion anterior de
honestidad relativa a una férmula en el par con el concepto dado en la sec-
cién anterior acerca de la definicién honesta de un conjunto externamente
definible.

Nota. Sea M esunmodelode T,y p(z,c) € L(P(¢)) es una formula dada con
X = p(M,c). Sif(x,c) € Lp (c € P(€)) es una definicién honesta de ¢(z,c)
sobre M en el par (¢, M) entonces 6(x,c) es efectivamente una definicién
honesta de X en el sentido de la definicién 3.1. Para esto, como 6 es defini-
cién de ¢ entonces (M, c) = ¢(M,c) = X. Ahora, si tomamos ¢(x) € L(M)
con X =6(M,c) (M) entonces como M =P(C):

ME0(x,c) - p(x,c)

pero también
M E ¢(z,c) > P(z)
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combinando
M E0(z,c) » p(x)

De esta manera como M =T y M < € entonces
CEf(z,c) > v(2)

Reformulando la definicién 2.4 acerca de la dependencia de una férmu-
la, decimos que una férmula p(z,y) € Lp es NIP sobre P(z) si no existe
una sucesion Lp-indiscernible (ai);<,, de puntos de P ni una tupla c tal que
¢(a;,c) < i es par.

El siguiente hecho ya habia sido expresado en la demostracién de la
proposicién 3.4.

Lema 4.1. Sea ¢(zy,c) € Lp con una definicién honesta v(xy,d) € Lp sobre
A. Entonces 0(x,d) = (3y € P)vy(zy, d) es una definicion honesta de p(x,c) =
(Jy € P)y(ay, c) sobre A.

Demeostracion. En primer lugar veamos que es definicién, para esto si a ¢
0(A,d) entonces:

E6(a,d) <k (Jy € P)y(ay,d)

<k (Jy e P)Y(ay,d)
<k p(a,d)

De esto se concluye 0( A, d) = p(A,d). Por otro lado, por hipétesis:

F (Vo e P)(Vy e P)(v(zy,d) » ¢(zy,c))
=k (Vz e P)((3y e P)y(zy,d) > (Jy € P)yY(zy,¢))
== (Vz e P)(0(x,d) - p(z,¢))

De esta manera 6(z,d) es una definicién honesta de ¢(x,c) sobre A. O

Lema 4.2. (1) Si N > M son ambos saturados, con |N| > |M|, y a,b e M en-
tonces tpy (a) = tpy,(b) < tpy,(a) = tpy, (b) en el sentido del par (N, M).

(2) Sean ¢(x,y) € Lp, (M, A) un par saturado, (a;)i<, € M una sucesién
Lp-indiscernible, y 6(x,dy) una definicién honesta para p(x,aq) sobre A
(donde dy estd en la parte P del modelo monstruo). Entonces se puede
encontrar una sucesion Lp-indiscernible (d;);«, € P tal que 6(x,d;) es
una definicion honesta para p(x,a;) sobre A.

Demeostracién. (1) La implicacién (<) es inmediata. Ahora, para la im-
plicaciéon (=) vamos a tomar el par (N, M) como una Lp-estructura,
donde P’(z) es un nuevo predicado interpretado de la manera usual
(P'(m) < m € M). Sea o € Auty (M) tal que o(a) = b. Por la satura-
cién de N este automorfismo se puede extender a ¢’ € Auty(N), con
o'(M) = M. Pero esto quiere decir que o’ € Auty, (N), puesto que deja
invariante a M (al predicado P’) y por hipétesis a las L-férmulas.
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(2) Sea (N, B) > (M, A) un par saturado. Consideremos la teoria del par de
pares Th((N,B),(M,A)) en el lenguaje Lp p, con P(N) = B, P(M) =
Ay P'(N) = M. Sea (a;)i<, € M* una sucesiéon Lp-indiscernible, por
el apartado (1) esta sucesién es Lp pr-indiscernible. Por otro lado, si
0(z,dp) es una definicién honesta de p(z,ap) sobre A se puede expresar
en la férmula

(3do e P)(((Vx e PnPO(,dp) = o(z,do))A((VYz € P)O(2,do) — p(x,00)))

Por la saturaciéon de (N, B) sobre (M, A) y la Lp pr-indiscernibilidad
de (a;)i<w, podemos encontrar d; tal que la anterior férmula se cum-
pla para (a;,d;). Usando Ramsey, para cada conjunto finito A c Lp,
podemos encontrar una subsucesién infinita (a;,d;);cs, con I € w, que
es A-indiscernible. Como por hipétesis los (a;) son Lp-indiscernibles
entonces podemos escoger I = w. De esta manera, por compacidad toda
la sucesion (d;);<., es Lp-indiscernible y por construccién cumplen que
cada 6(x,d;) es una definicién honesta para ¢(x,a;) sobre A.

a

A continuacién vamos a introducir la nocién de estrucura inducida, la
cual sera importante para el teorema principal. Para esto vamos a tomar
una L-estrucuta M y A un subconjunto infinito de M, entonces la estructura
inducida sobre A tiene un simbolo de relacion para cada relacion @-definible
@(M) n A™ sobre A. Su lenguaje es:

Ling ={Ry | ¢ = ¢(21,...,2,) una L-férmula}

El conjunto A con su L;,q-estructura se nota A;,q. En particular, si M = ¢, A
es subconjunto pequeno de € y 2 un conjunto de férmulas, se denota igual-
mente Aj,q) como la estructura con dominio A y una relacion adicional
para cada conjunto de la forma A" n¢(Z), donde ¢(Z) € Q.

Lema 4.3. Sea (M,A) = Tp un par saturado y supongamos que Ai,q(Lp)
es NIP. Sean (a;)i<w, € M*“ una sucesién Lp-indiscernible, (ba;)icw € AY ¥
A((z:)i<n; (Yi)i<n) € Lp tal que:

» A((27)i<n; (ai)i<n) € Lp tiene una definicién honesta sobre A por una
Lp-formula.

u |:A(bgio,‘..,bgin;agio,...,agin)para todo io,...7in < w.

Entonces existen iy, ... ,i, € w con i; = j( méd 2) y (bi,;)j=1( msd 2),<n € P tal
que
F A(bi07"'7bin;ai07"'7ain)

Demostracién. Supongamos por simplicidad que n es par. Definamos la f6r-
mula

A,((3321’)2i<n; (yi)i<n) = 31‘1, Z3,...,Tp-1 € PA((£7)z<n7 (yz)7<n)
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Como A((x;)i<n; (a;)i<n) € Lp tiene una definicién honesta sobre A por una
Lp-férmula, entonces por el lema 4.1 la férmula A’((z2;)2i<n; (@i )i<n) tam-
bién tiene una definicién honesta sobre A por una Lp-férmula, llamemosla
0((x2i)2i<n,d) con d € P(&). Como Aj,q(1,) es NIP, entonces alt(f) es finito,
digamos N.

Escojamos ig, %2, . . . ,in-2, i, € w (nUmeros pares) tal que i;,2—i; > N y con-
sideremos la sucesion (a;);<n €CON G; = Qi Qig+iQipGig4i - - - Gi,_o Qi _o+iln. Hsta
sucesion es Lp-indiscernible. Por el lema 4.2(2) podemos encontrar una su-
cesion Lp-indiscernible (d;);<n, con d; € P, tal que 0((x2;)2i<n,d;) es una de-
finicién honesta para A’((x2;)2i<n, a;). Por hipétesis para todo i, ...,4, <w
tenemos

= A(bgio, ey bgi" 3A250 5 -+ -y agin)

en particular para los g, %2, ..., %2, %, € w escogidos
9y ) ) )
= A(bzio, 1721‘2 sy b2z’n_27 b2in§ 2405 A5 5+« + 3 B24,, o, a2in)

pero como esos ig,is,...,i,_2,i, € w escogidos también son pares entonces
por hipétesis

= A(bio,bh c ,binfz,bin;aio,aiz, - ,ain%,ain)
asi por definicién de A’
E A,(big s bi2 ey bin,g R bin; Qi y Aoy e vy Aoy ain)
E A'(biy,biy .-, bi,_,,bi,;d;)  paratodo pari< N

EO(big,biy -y bi, o, bi,5d5) para todo par i < N
Pero como dentro del predicado P tenemos alt(6) = N y ademas los
big,biy .-, bi,_,,b;, € P2, entonces lo anterior debe tenerse para algin nu-
mero impar ' < N, es decir:

= a(biw biy -y bi, i, dir)

asi por la honestidad de la definicién de A’ tenemos que:

!

B A (bigs big -5 Diy_yy biy s Qi Qg it Wiy Qi i - - - Qi iyt G
entonces de la manera como definimos A’ existen (b;,;+i)2j<n € P2 tal que:
= A(bio, bi0+i’7 ceey bin_z ) bin_2+i’a bin_Q ) bin+i’7 bi,,, 3 Qi Qg7 v - Qg o ain_z-#i’an)

tal como se queria. O

A continuacién se introducira la nociéon de férmula acotada, la cual sera
un concepto primordial para la formulaciéon de teorema principal.
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Definicion 4.3. Decimos que una Lp-formula es acotada si es de la forma

(QOyO € P) ce (Qnyn € P)‘,D(l’,y(), cee ;yn)

donde @Q; € {3,V} y p(z,7) es una L-férmula. Al conjunto de todas las formu-
las acotadas lo denotamos como L4, Y decimos que 7p es acotada si toda

férmula es (médulo equivalencia) una férmula acotada.

En teorias estables existe un resultado que brinda una condicién para
que en un par (M, A) £ Tp toda formula sea acotada. Esta utiliza la pro-
piedad del cubrimiento finito descrita a continuacién. Para esto, si M = T
entonces se dice que una férmula ¢(z,y) tiene la propiedad del cubrimien-
to finito (f.c.p) en M si para todo nimero natural %k existe un conjunto de
{¢(x,m;) €i €T} lacual es k-consistente pero inconsistente en M. M se dice
que tiene la f.p.c si alguna férmula tiene la f.p.c en M.

Hecho 4.4. Sea A un subconjunto pequerio de M. Si M es estable y no tiene
la propiedad del cubrimiento finito sobre A entonces en el par (M, A) toda
Lp-formula es acotada; es decir, Tp es acotada.

Ahora estamos preparados para presentar el teorema principal de este
documento.

Teorema 4.5. Sea T NIP y Tp NIP sobre P. Entonces toda férmula acotada
es NIP.

Demostracién. Como las férmulas NIP se preservan bajo operaciones boo-
leanas, la prueba se hara introduciendo cuantificadores existenciales aco-
tados. Razonando por contradiccién vamos a suponer que ¢ (zz,y) € L% es
NIP y que en cambio ¢(z,y) := (32 € P)y(zz,y) tiene la IP. Entonces existe
un par saturado (M, A) £ Tp que atestigua la IP para ¢; es decir, existe una
sucesién Lp-indiscernible (a;)i<, € M¥ y ¢ € M tal que = p(a;,c) siy sélo si
i=0( mod 2). Asi podemos garantizar la existencia de los elementos by; € A
tal que la sucesion (a2;bo;) es Lp-indiscernible y se satisface = ¢ (aq;ba;, ).

Como Tp es NIP sobre P entonces tenemos dos cosas: primero la estruc-
tura Ainq(zp) es NIP; y segundo, por un resultado anterior toda Lp-férmula
tiene una definiciéon honesta sobre A. Ahora, para una formula §(xy) € Lp
se considera la Lp-férmula As((x;)i<n; (vi)i<n) que exprese que la sucesién
(% )i<n sea é-indiscernible (es decir, que todos los elementos de la sucesién
(x;y;) tengan el mismo ¢-tipo). Resumiendo tenemos que:

u (M, A) ETp.
L] Aind(Lp) es NIP.
. As((%)i<n; (yi)i<n) € Lp tiene una definicion honesta sobre A.

= Existe una sucesién Lp-indiscernible (a;);<, € M“ y elementos by; € A
tal que E Ag((agi)an, (bZi)2i<n) para toda ¢ € Lp.
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Entonces por el lema 4.3 obtenemos i,,...,i, € w con i; = j( méd2) y
(sz )jzl( méd 2),<n € P tal que = Ats((aik)k<n; (bik)k<n) (es decir, (aikbik)/Kn
son ¢-indiscernibles).

Como para todo i < w

E (32 e P)Y(azir12,¢)

Entonces
= (a;, bi,,c) < k es par

De esta manera tomando n y ¢ arbitrariamente "grande" se contradice la
dependencia de la férmula ¢ (zz,y). O

Corolario 4.6. Sean T NIP, A;,q(1) NIP y Tp acotada. Entonces Tp es NIP.

Demostracion. Como A, 4 Lbady €8 interpretable en A, 41y ¥ Aina(z) es NIP
entonces A;, 10y es NIP, entonces toda L%-férmula es NIP sobre P; pero

como Tp es acotada entonces Tp es NIP sobre P. Asi aplicando el teorema
anterior tenemos que 7Tp es NIP. t

Corolario 4.7. Sean T NIP, (M, N) un par de modelos de T con N < M. Si
Tp es acotada, entonces Tp es NIP.

Demostracion. Por el corolario 3.5 (Teorema de expansion de Shelah) enton-
ces Ninq(r) es dependiente, asi usando el anterior corolario 7p es NIP. [

5. Ejemplos.

En esta parte se nombraran ejemplos de algunos pares donde se puede
aplicar el teorema de la seccién anterior para que el par sea dependiente.

5.1. Pares densos generalizados.

Uno de los teoremas principales en [BDOO8], el cual es usado después
para demostrar que la teoria de pares adorables es dependiente, es el si-
guiente:

Hecho 5.1. [BDOO08, Teorema 2.7] Sea T una teoria dependiente en el len-
guaje Ly asi acl satisface la propiedad de intercambio sobre los modelos de
T. Sea M =T y supongase que A € M es inocuo y acl(A) = A. Entonces la
teoria del par (M, A) es dependiente.

Este resultado es una generalizacion del corolario 4.6 ya que la hipéte-
sis de que acl sea una pregeometria y A sea inocuo implica que todas las
férmulas son acotadas. Particularmente la nocién de conjunto inocuo dice
exactamente que el Lp-tipo de una tupla a estd determinado por su L-tipo
incluyendo la informacién de que Vb € acl(a) se tenga be P 6 b ¢ P, cosa que
puede ser expresada por férmulas acotadas.
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5.2. Campo real con puntos racionales de una curva
eliptica.

El desarrollo de esta teoria fue hecho por Ayhan Giinaydin y Philipp
Hieronymi en [GHO09], y basicamente es el estudio de la expansién del cam-
po real por el conjunto de una curva eliptica de la forma y? = 2% + ax +b, pero
tomando sélo sus puntos racionales. Mas exactamente:

C={(z,y) eQ*|y*=2®+ax+b, 4a®+270*40, a,beQ}

Donde la condicién del discriminante distinto de cero, 4a® + 27b* # 0, nos
garantiza una curva sin picos y sin intersecciones. Entonces vamos a tomar
el predicado P nombrando a C. Ellos es este articulo demuestran particu-
larmente los siguientes resultados:

Hecho 5.2. (1) Th(R,C) es acotada (consecuencia de [GH09, Teorema 1.1]).
(2) Aina(Lp) es NIP (consecuencia de [GHO09, Proposicién 3.10]).

De esta manera por el colorario 4.6 se concluye que el par (R,C) es de-
pendiente.

5.3. Pares dociles.

Para ilustrar estos pares vamos a establecer una teoria 7' o-minimal
que extiende la teoria de los campos real cerrados. Decimos que el par de
modelos de T (N, M) es décil si M < N y Va € N, el cual pertenece a la
envolvente convexa de M (es decir el minimo convexo que contiene a M),
existe st(a) € M tal que |a - st(a)| < b, Yb € M. En el articulo [vdDL95]
se muestra que Th(NV, M) es acotada asi por el corolario 4.7 tenemos que
Th(N, M) es dependiente.

5.4. Nombrando una sucesion indiscernible.

En [BB0O0] se prueba lo siguiente.

Hecho 5.3. Asumamos T NIP. Sea I c M, con M £ T, una sucesion indis-
cernible indexada por un orden linal completo y denso, pequesio en M (es
decir, todo tipo p € S(I) es realizado en M). Entonces

(1) Th(M,I) es acotada.
(2) (M,I)=(H,J) siysélosi EM(I)=EM(J).
(3) La estrucura Lp-inducida sobre P es solamente el orden lineal.

El siguiente hecho, el cual es consecuencia directa del corolario 4.6, res-
ponde entonces a la conjetura 9.1 hecha en [BB0O].

Corolario 5.4. Sea (M,I) un par como el descrito arriba, obtenido a partir
de nombrar una sucesion indiscernible completa, densa y pequefia. Entonces
Tp es NIP.
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