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Capitulo 1

Introduccion

Debido a la incompletitud de la teoria de conjuntos ZFC es necesario buscar
nuevos axiomas adicionales a ZFC que permitan decidir los problemas mas
importantes en matematicas. Por ejemplo la hipdtesis del continuo (CH) es
indecidible en ZFC; hay modelos tanto de CH(L) y de la negacién de CH. Un
primer intento sin éxito (como los ordenes parciales que fuerzan CH o su ne-
gacion son pequenos, por la proposicién 10.15 en [11] forzar con estos ordenes
parciales no afectan a los cardinales grandes, en el presente trabajo probamos
la versién de tal proposicién para cardinales desdoblables) para poder decidir
CH fue suponer la existencia de cardinales grandes (este camino fue propuesto
por Godel en 1946), conjuntos infinitos con propiedades de regularidad (como
existencia de medidas totales, arboles de Konig, propiedades combinatorias
etc.). Los cardinales desdoblables !, introducidos por Andrés Villaveces en
su tesis de doctorado, estan en esta categoria. El interés de tales cardinales
radica en su relacion estrecha con la existencia de cadenas en una estructura
modelo-tedrica. Més precisamente, si k es desdoblable entonces la estructura
(Ew,,e,a), <), con A C £k, de todas las extensiones elementales no triviales de
(Vi, €, A) ordenado por la relacién <, tiene <-cadenas de cualquier altura
(de aqui derivan su nombre estos cardinales). Para cardinales débilmente
compactos por un teorema de Keisler (en [12]) £, ¢ ) # 0. En este sentido
los cardinales desdoblables generalizan los cardinales débilmente compactos;
de hecho todo desdoblable es débilmente compacto. También los cardinales
desdoblables relativizan a L, es decir todavia no son cardinales muy grandes
en este sentido (a partir de 0 no relativizan por ejemplo los Ramsey y los

len inglés unfoldable cardinals como aparece en [17].
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medibles no pueden existir en L). Todo cardinal de Ramsey es ya un cardinal
desdoblable. Si V' = Ly k es un cardinal desdoblable, entonces para todo n y
m, k es 117 indescriptible [17]. A nivel de consistencia es suficiente un cardi-
nal sutil para obtener un modelo de ZFC con un cardinal desdoblable. Acerca
de GCH en cardinales desdoblables Villaveces y Hamkins han obtenido var-
ios resultados de consistencia relativa. Por ejemplo, es suficiente tener un
modelo de un cardinal inefable para conseguir otro modelo con un cardinal
desdoblable que satisfaga GCH [17]. Para que falle GCH en cardinales des-
doblables basta con un cardinal sutil [17]. En [6] Hamkins consigue este
mismo resultado médulo la existencia misma de un cardinal desdoblable (el
problema era interesante, pues por ejemplo para violar GCH en cardinales
medibles se requiere una hip6tesis més fuerte que la de medible ver [1]).

Los cardinales fuertemente desdoblables y desdoblables largos?, introduci-
dos también en [17] son versiones ligeramente mas fuertes en propiedades que
los cardinales desdoblables. Los cardinales fuertemente desdoblables tienen
extensiones elementales anchas, lo cual permite un cédlculo correcto de la ver-
dad hasta niveles realtivamente altos. Si V = L los cardinales desdoblables
coinciden con los cardinales fuertemente desdoblables. Asi las dos nociones
son equiconsistentes son equiconsistentes. Los desdoblables largos permiten
de una vez <-cadenas de tipo ON, estos son consistentes médulo un cardinal
inefable. Segin Welch en [18] los desdoblables largos estédn al principio de
la jerarquia de modelos internos y relacionados con los axiomas de determi-
nacion.

En el presente trabajo mostramos que hay diferencias a nivel de propiedades
posibles entre las versiones de cardinales desdoblables no fuertemente des-
doblables y fuertemente desdoblables, ademas de algunos resultados inmedi-
atos acerca de reflexién y un principio combinatorio (la versién del principio
de Jensen ¢ para cardinales fuertemente desdoblables). M4és especificamente,
el resultado principal es el siguiente: dado x cardinal desdoblable, es posible
agregar C' un club en k completamente contenido en el conjunto de cardinales
no débilmente compactos sin destruir la desdoblabilidad de x (por ejemplo
si k es el primer desdoblable en L entonces no se preserva la desdoblabilidad
al agregar GCH en los cardinales desdoblables).

El plan que seguimos fue el siguiente: primero revisamos cuidadosamente
la bibliografia que existia hasta ese momento acerca de los cardinales des-
doblables. Luego precisé qué resultados podrian aplicarse a los cardinales

2en inglés strongly unfoldable y long unfoldable como aparece en [17] respectivamente.
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desdoblables (preguntas clasicas), por ejemplo si se sabe que todo cardinal
r desdoblable también es un cardinal débilmente compacto, seria el k-ésimo
débilmente compacto?. La respuesta es afirmativa para cardinales fuerte-
mente desdoblables. Aun mas, hay un conjunto estacionario de débilmente
compactos debajo de un cardinal fuertemente desdoblable. Por otro lado,
dado que la definicién de los cardinales desdoblables estd en términos de
inmersiones elementales (tipico de los cardinales grandes a partir de los car-
dinales medibles), era natural esperar que algunos resultados para cardinales
grandes podrian “verificarse” en el caso de los cardinales desdoblables (o
fuertemente desdoblables).

Foreman [3], Hamkins [6], Leshem y Villaveces [16] obtuvieron resultados
con respecto a la falla de GCH en cardinales desdoblables, pero el que mas me
llamoé la atencién fue un resultado de Hamkins. Villaveces habia mostrado
que si un cardinal desdoblable x se preservaba mediante Add(k,1) (forcing
que agrega un subconjunto a k), entonces se preservaba mediante Add(k, )
para § > k. El resultado de Hamkins consiste en mostrar la indestructibilidad
de desdoblabilidad bajo el forcing Add(k, 1). Para lograr la indestructibilidad
usa una preparacion previa [5]. Esta preparacién resulta ser un caso partic-
ular de una preparacion méas general (la preparacion loteria) para obtener
resultados de indestructibilidad bajo ciertos forcings para cardinales grandes
como fuertemente compactos y supercompactos (Laver [15] consigue uno de
los primeros resultados en esta direcciéon para cardinales supercompactos).
El mérito de Hamkins es haber sistematizado en [5] un procedimiento que se
habia usado varias veces en resultados de Laver y Silver de los anos 60. Esto
me condujo a su vez a estudiar tal método. En [5] el resultado que més me
llamo la atencion fue el siguiente:

Teorema 1.1 (Hamkins) Sea k cardinal fuertemente compacto, entonces
existe una extension mediante forcing en donde se satisface la existencia de
un club C' en k completamente contenido en S, donde

S={a<k:a noesmedible }.

Es decir el conjunto de medibles bajo un fuertemente compacto es pequeno
(no estacionario) en algiin modelo. ;Por qué me llamé tanto la atencién?
Primero porque ya tenia el resultado analogo contrario para cardinales fuerte-
mente desdoblables (cambiando fuertemente compactos por desdoblable fuertes
y medibles por débilmente compactos obtenemos que el conjunto de débilmente
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compactos debajo un cardinal fuertemente desdoblable es grande (estacionario)).
. Qué tal si cambidbamos compacidad fuerte por desdoblabilidad no fuerte y
medibilidad por compacidad débil?

Otra razon que nos indujo a pensar en la posibilidad del resultado de
la tesis es la siguiente: las primeras definiciones en términos de inmersiones
elementales conducen a cardinales por lo menos medibles (fuertes, fuerte-
mente compactos, huge, supercompactos por mencionar algunos), es mas
todos tienen una definiciéon en términos de ultrafiltros sobre determinados
conjuntos; sin embargo, ninguno de ellos relativiza a L. FEn los ultimos
anos han aparecido versiones de grandes cardinales que se asemejan a estos
grandes cardinales pero que si relativizan a L, y en este sentido no son muy
grandes. Entre ellos estan los indescriptibles introducidos por Hauser en [8],
los desdoblables, los desdoblables fuertes y los débilmente compactos que ya
existian antes (por ejemplo los débilmente compactos vendrian a ser débiles
de medibles, los indescriptibles y desdoblables versiones débiles de hiperme-
dibles o fuertes). Entonces es natural pensar en versiones de resultados para
estos ultimos cardinales no tan grandes entre los grandes cardinales. Uno de
ellos es éste.

En 1.1 es fundamental el hecho de que el concepto de f-supercompacidad
se pueda caracterizar en términos de medidas sobre un cierto conjunto Py (0).
Esto facilita el trabajo para preservar esta nocion via forcing. Para la 6-
desdoblabilidad no se tiene algo por el estilo atin. Esto hace que este trabajo
sea un aporte original con respecto a [5], pues las técnicas difieren esencial-
mente en este punto.

x medible k débil. compacto
k fuerte. desdoblable | k fuerte
k desdoblable k hipermedible

Los resultados secundarios son aplicaciones inmediatas de la propiedad de
los cardinales desdoblables a conjuntos que son grandes, como conjuntos no
acotados, estacionarios, clubs etc, bajo un cardinal desdoblable. El resultado
combinatorio es {, para k cardinal fuertemente desdoblable. Esta es la
generalizacién del principio combinatorio ¢ (diamante o principio de Jensen).
Es un resultado que se ha verificado en este caso por su importancia en
la teoria de conjuntos. < por si solo es relevante por varias razones: en
primer lugar implica la existencia de arboles de Suslin, ademaés tiene muchas
aplicaciones a la topologia, algebra y es una forma més fuerte de CH. Ain no
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se ha podido verificar (o refutar) {, para s cardinal débilmente compacto,
pero si para medibles. En este sentido tener <}, para cardinales fuertemente
desdoblables es un pequeno aporte en la direccion del gran problema abierto
sobre <, en débilmente compactos.

x medible Ok
k fuerte. desdoblable | ..
k débil. compacto ?

Para cerrar, mostramos una versiéon del teorema de Silver de preservacion
de cardinales desdoblables bajo forcings pequenos. Este resultado junto con
el lema de Gap forcing nos garantiza que en el modelo final no se ha agregado
ningun débilmente compacto.



Capitulo 2

Preliminares

2.1 Definiciones Basicas

En este capitulo consideramos las definiciones basicas que usamos a lo largo
de todo este trabajo y algunos resultados basicos. Algunos de estos resul-
tados bésicos son del folklore matemético (resultados relativamente sencillos
usados por otros autores sin probar) demostrados aqui por claridad del tra-
bajo. Especificamente los resultados sobresalientes son los lemas 2.50 y 2.51.
Mediante ZF~ denotamos “suficiente teoria de conjuntos” (axiomas de ZF),
la que necesitemos para probar todas los resultados de esta teoria.

Definicién 2.1 Sea x un cardinal, y sea C C k. C es un club en k si
es cerrado (para toda sucesion creciente contenida en C' no cofinal en k el
supremo sigue estando en C') y no acotado en k.

Definicién 2.2 Sea k un cardinal y S C k, S es estacitonario en k si para
todo club C de k, SNC # (.

2.1.1 El principio de Jensen

El siguiente es un principio combinatorio debido a Jensen, més conocido
como diamante ().

Definicién 2.3 () Hay una sucesion de conjuntos S, C a, o < wy tales
que para cualquier X C wy el conjunto

{a<w : XNa=25,}

6
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es estacionario en ws.

En general para cada k cardinal regular, tenemos versiones del mismo
principio:

Definicién 2.4 () Hay una sucesion de conjuntos S, C «, a < K tales
que para cualquier X C K el conjunto

{a<k: XNa=5,}
es estacionario en K.
Definicién 2.5 SCH, la hipdtesis de cardinales singulares es la afirmacion
Vi singular (k") = gt 4 2679,

La hipétesis generalizada del continuo (GCH) es la afirmacion

No es dificil ver que GCH implica SCH.

Definicién 2.6 Sea B submodelo de A, B es subestructura elemental
de A (A < B) si y sdlo si para toda toda formula ¢(xq,...,2,) y todo
ai...,a, € B

B = play, ... a,] siy solo si AE pla, ..., a,).

El siguiente criterio para subestructuras elementales en un momento dado
nos sera de mucha utilidad pues tan solo exige conocer la verdad en el modelo
grande:

Teorema 2.7 (Test de Tarski-Vaught) A < B si y sdlo si A C B y para
toda formula o(x,xq,...,x,) y ai,...a, € A si existe b € B tal que

B = ¢lb,aq, ... an)

entonces existe a € A tal que

B = ¢la,aq,. .. ay).



CAPITULO 2. PRELIMINARES 8

Adicionalmente contamos con el siguiente teorema que nos garantiza,
dada una estructura, la existencia de muchas subestructuras elementales
pequenas de dicha estructura:

Teorema 2.8 [Liwenheim-Skolem-Tarski Descendente] Sea B un modelo,
sea H C B. Entonces existe A tal que

e HC A
e A< B

° ’A‘:’H’—Fw.

El siguiente es un concepto modelo-tedrico que es fundamental en todo
el trabajo debido a que los cardinales desdoblables se definen en términos
de inmersiones elementales. Vale la pena anotar que esto es muy tipico los
cardinales grandes.

Definicién 2.9 Sean (M,...) y (N,...) estructuras para un vocabulario L.
Una funcion inyectiva j : M — N es una inmersion elemental de M
en N siy solo si satisface el esquema elemental : para cualquier formula
o(xy,...,xy) de L yay,...,a, €M

M E play,...,a,] siy sdlo si N = ¢lj(ar),...,j5(a)].

o(M) es el minimo ordinal o que no esta en M si M es un conjunto transi-
tivo. Si j es no trivial el primer a € o(M) tal que j(a) # « se denota como
cp(j) (punto critico de j).

En nuestro caso el vocabulario £ casi siempre se reduce al simbolo de perte-
nencia € o a lenguajes de tipo {€, P!, P? ...}, P’ predicados monddicos.
2.2 Pequenos grandes cardinales

Empecemos por los baby:

Definicién 2.10 Sea k > w un cardinal reqular, k es inaccesible si V) <
k(2N < k).
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Definicién 2.11 Un cardinal k es débilmente compacto si y solo si tiene

la propiedad de extension de Keisler : para todo R C V. hay un conjunto
transitivo M #V,, y un S C M tal que (Vi, €, R) < (M, €,5).

Definiciéon 2.12 Sea k un cardinal inaccesible, k es 0-desdoblable si para
todo A C k eziste M y A" C M tales que (V,, €, A) < (M, €, A") yo(M) > 6.
Es 0-fuertemente desdoblable si ademds Vy U {0} C M y k es des-
doblable si para todo 0 € On, k es 0-desdoblable. Andlogamente para la
version fuerte, k es fuertemente desdoblable si para todo 6 € On, K es
0-fuertemente desdoblable.

Observemos que si |A| < k entonces A € V,; de donde A = A'.
El siguiente es un resultado de Villaveces que permite expresar desdobla-
bilidad en términos de inmersiones elementales (ver Teorema 4.1 en [17])

Teorema 2.13 Sea k inaccesible, 0 > k. Entonces Kk es 0-desdoblable si y
solo si

VM (M transitivo, M = ZF~,|M| =k € M = 35, N[Ntransitivo,0 € N,
j:M = N,ep(j) =k, |5(r)] = 0]).
De aqui la siguiente definicién

Definicién 2.14 Sea k cardinal desdoblable, 8 € On fijo, M conjunto transi-
tiwo de tamano k tal que M = ZF~, k€ M, j: M — N es una inmersion
(k,0)—desdoblable si j : M — N es una inmersion elemental con cp(j) = K

yj(k) > 0.

Por la caracterizacion de Keisler de compacidad débil concluimos que
todo cardinal desdoblable es un cardinal débilmente compacto. Por encima
de los cardinales desdoblables se encuentran los cardinales de Ramsey.

Definicién 2.15 « es un cardinal de Ramsey si y sélo si para toda funcion
f k]S — 2 hay un H € [k]® homogéneo para f: |f"[H]|"| < 1 para todo
n €N ([z]<¥ = U,en|z]™). Esto lo abreviamos como

Kk — (K)5%.

Sin embargo los cardinales de Ramsey no relativizan a L.
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Teorema 2.16 (Villaveces) Todo cardinal de Ramsey es cardinal desdoblable.

Definiciéon 2.17 Sea k cardinal desdoblable, M es un modelo bueno si y

solo si M es un modelo transitivo de ZF~ de tamano k con k € M y M<" C
M.

Usando el teorema 2.8 mostramos enseguida que para cada M’ modelo
transitivo de ZF~ de tamano k con k € M’ es posible encontrar un M
bueno tal que M’ < M. Esto nos permite trabajar solo con modelos buenos
M ya que si j : M — N es una inmersion desdoblable entonces j | M’ :
M’ — j(M') es también inmersién elemental. Comprobemos entonces que
para cada M’ modelo transitivo de ZF~ de tamano x con k € M’ es posible
encontrar un M bueno de forma que M’ < M Para asegurar la clausura
bajo sucesiones de longitud menor que s de la extension elemental hacemos
lo siguiente, definimos la siguiente w-sucesion de extensiones elementales por
induccion:

MO — M/
M,,1 = una extensién elemental de M,, U M ~"de cardinal k (teo. 2.8)
M = M,
new

entonces M’ < M y ademas M <" C M ya que si (4)a<x € M para algin
wp < A < K, para algin n € w la mayorfa de la sucesion (z,)a<) estd
contenida en M, (pues la sucesién es grande), de donde (x4)a<r € Myyq C
M. Observamos igualmente que para todo A < k, K¥* = Kk ya que K es
inaccesible (si k* > & para algiin A < &, sea a = sup{f < k : f* < &},
entonces @ < k y (a™)* > K, pero M = 2% < k por ser k inaccesible, esto
implica que A < a < ot < &, de donde (at)* < (a™)*" = 2" <k por ser
x inaccesible. Contradiciendo la eleccién de «).

Definicién 2.18 Un cardinal k inaccesible es medible si existe una clase
transitiva M y una inmersion elemental no trivial j : V- — M con cp(j) = k.

2.3 Ultraproductos y semillas

En esta parte se propone revisar algunas resultados acerca de ultraproductos.
Maés concretamente la construccion de la inmersién natural asociada a un
ultrafiltro.
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Sea k un cardinal. Sea M un modelo interno de ZF~ con k € M y
(M,e,U) = “U es un ultrafiltro” y U es w;-completo. Definimos la siguiente
relacion de equivalencia sobre funciones "M N M

frugsiysolosi{z€r: f(x)=g(x)} €U,
y sea
fl={9: k=M : f~pgy g derango de von Neumann minimo }
Considere ahora M/ ~, definimos
[f1Eu]g] sty solosi {x € k: f(x) € g(x)} €U.
La ultrapotencia es
Ult(M,U) = (M/ ~y, Ey).

El resultado fundamental de Los relaciona el ultraproducto con el ultrafiltro
a nivel de seméntica

Teorema 2.19 Para cualquier formula o(vy,...,v,) de Ley fi, ..., fo fun-
clones
Ult(M,U) = ol[fil, .-, [fal] siysolo si{x € k:p[fi(x),...,fulx)]} €U

Si U es wi-completo entonces hay un conjunto transitivo My y un iso-
morfismo
my  U(M,U) — (My, €).

Finalmente para cualquier z € M, f, : K — {z}, la funcién que toma siempre
el valor z. Definiendo jy(x) = [f.]u entonces el teorema 2.19 se resume como

jut M = My = Ult(M,U).

Definicién 2.20 Sea v un ultrafiltro o-completo no principal. Sty : M — N
es una inmersion elemental y a € j(D) para algun conjunto D € M, a es
una semilla via j para p cuando A € p si y sélo si AC D ya € j(A). En
este caso decimos que la semilla germina p via 7. Un elemento a genera
b via j (a ~; b) siy solo si b= j(f)(a) para alguna funcion f € M. La
semilla a genera todo N cuando a ~» b para todo b € N.
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Teorema 2.21 (Hamkins [7]) Sea j : M — N una inmersion elemental
de modelos transitivos M y N de ZF'. Entonces j es una M -ultrapotencia si
y solo si alguna semilla a genera todo N. FEs decir

N ={j(f)(a): f €M}

Definicién 2.22 (Seed hull en [7]) Sea j : M — N inmersion elemental
y S C N, definimos el casco de semillas de S via j como

Xs={i(f)(s): fe M ysel[S]™}
Lema 2.23 [Lema del casco de semilla] Xg < N.
DEMOSTRACION: (basta verificar el test de Tarski-Vaught, ver [7]).

Lema 2.24 (Lema de la semilla vieja) Siun conjunto de semillas S gen-
era toda una inmersion j, entonces también genera todo cualquier levan-
tamiento de j a una extension forcing j : M[G] — N[j(G)].

Y algo ain més refinado pero a su vez mas 1til debido a Hamkins (ver [17])

Lema 2.25 (Hamkins) Si x es § + 1-desdoblable entonces para todo M
modelo bueno eziste una inmersion j : M — N, con j(k) > 0 y N =
{j(g)(s) :g € M ys e (0+1)<“}, a tales inmersiones las llamamos itnmer-
stones (k,0 + 1)-desdoblables candnicas.

2.4 Nociones de forcing

Expondremos aqui las definiciones béasicas de forcing y los principales resul-
tados relacionados con preservacién de cofinalidades y cardinales incluyendo
el caso del forcing iterado.

Definicién 2.26 Un forcing es una tripla (P, <p, 1p) tal que P # 0, <p (o0
simplemente <) es una relacion sobre P que es transitiva y refleziva. p < q
se lee “p extiende a q”. Los elementos de P se llaman condiciones. 1p es el
elemento mdximo.

Definicién 2.27 Sea P orden parcial y D C P, D es abterto en P si Vg €
DVr < q(r € D). D esdenso enP siVpePdge D(g<p). PIp={q€
P:q<p}
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Definicién 2.28 Sea (P, <p, 1p) un orden parcial. G C P es un filtro en P
siy solo siVp,qe GIre Gr<pyr<q)y¥VpeGVqeP(p<q—qeq)

Definicién 2.29 Dado un modelo bdsico M de ZF~ y un orden parcial P €
M, G CP es un M-genérico si para todo denso D CP de M, D NG # 0.

Definicién 2.30 Dado un cardinal k y orden parcial P, decimos que P tiene
la k-condicion de cadena (abreviado k-c.c.) si toda anticadena de P tiene
cardinal menor que K.

Definicién 2.31 Dado un cardinal \ y orden parcial P, decimos que P es \-
cerrado si para todo y < X y {pa : a <7} CP conpg < p, para o < B <7,
hay un p € P tal que p < p, para todo a < .

Lema 2.32 Sea P forcing < 0-cerrado. Entonces la interseccion de 6 densos
abiertos en P es denso.

DEMOSTRACION:  Sea (D;);<¢ una familia de densos abiertos de P, D =
Nicog D; y sea p € P, como D, es denso en P existe p; € D; tal que p; < p.
Pero D5 es denso en P entonces existe un p, € Dy tal que po < p; v ademas
p2 € Dy ya que D; es denso en P. De esta manera podemos construir una
sucesion (p;)i<p tal que Vi < j(p; < p;) (en los paso limites o < 6 usamos
que P es < f-cerrado y que D, es denso en P). Como P es < f-cerrado existe
un p € P tal que para todo i < 6 p < p;. Finalmente Vi < 0(p € D;), pues
cada D; es abierto.

O

Definicién 2.33 Sea P un forcing y {po : @ < v} C P con pg < p, para
a < <7, el filtro generado por (p;)i< es

{ger: i<y <}

Los siguientes lemas son cruciales en la mayoria de aplicaciones de forcing y
se encuentran demostrados en [13]:

Lema 2.34 Suponga que P € M, 0 es un cardinal de M, y (P tiene la -
c.c.)M. Entonces P preserva cofinalidades > 6. De aqui si (6 es reqular)™, P
preserva cardinales > 6.
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Lema 2.35 Suponga que P € M, (X es un cardinal)™, y (P es X-cerrado)™.
Entonces P preserva cofinalidades < X (y de aqui cardinales) y no agrega
subconjuntos a \.

Definicién 2.36 Sea M un modelo transitivo de ZF~, P orden parcial y
G C P M-genérico definimos

M|G] = {ag :a € M},
donde M* es el conjunto de P-nombres sobre M.

Definicién 2.37 Sea k cardinal regular, Add(k, 1) es el orden parcial cuyas
condiciones satisfacen p € Add(k, 1) siy sélo sipik — 2 es funcidn y |p| < k.
El orden de las condiciones esta dado por p < q sty solo si p D q.

Definicién 2.38 Supongamos que forzamos con un orden parcial P; si G
es un P-genérico tiene sentido considerar de nuevo un orden parcial I-p Q0

en el sentido de V[Gy]. Si Gy es Q-genérico de V[Gy| definimos

PxQ={(p,q):pEP y Ipq€eQ}

ordenado por

(Po,q0) < (p1,q1) sty solo sipy <pp1 Y DolFe qo <q ¢1-

2.4.1 Forcing iterado

Definicién 2.39 Sea o > 1. Un orden parcial P, es una a-iteracion si y solo
si P, es un conjunto de a-sucesiones que satisfacen las siguientes condiciones:

e Si oo =1 entonces hay un orden parcial Qo de manera que p € Py si y
s6lo si p(0) € Qo yp < q si y sélo si p(0) < q(0). Asi que P; = Qp.

o Sia=p+1,5>1, entoncesPg ={p | f : p € P, es una [-iteracion
y hay un Qg tal que p IF Qg es un orden parcial y p € P, st y solo si
p1BEPs Yl p(B) € Qs Mds aiin, p<qsiysilosipl B<qlBy
p 1B Irg p(B) < q(B).

o Sia es un ordinal limite entonces V5 < aPg={p | 5 :p € Py} es una
B-iteracion, y
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1. T eP,, donde 1(v) = 1 para todo v < «.

2. Sif<a,p€Py, q€Psyq<pl B, entoncesr € P,, donde
r1B=qyr(y)=ply) para todo f < v < a.
3. Para todo p,q EP,, p < q siy sélo siVB<a(plB<qlp).

Decimos que P, es el limite directo de (Ps: f < «) si p € P, si y sélo si
8 <a(pl B ePy)yVyS <7 < a entonces p(y) = 1. Decimos que P, es
el limite inverso de (Pg: f<a)sip€eP,siysélosiVB <a(pl € Pg).

Definicién 2.40 Si p € P,, entonces el soporte de p es el conjunto {8 <

a:p(B) #1}.

Por induccién podemos probar que si se toman limites directos en los
B < «a tales que cof(8) > w (y cualquier clase de limite en otras partes)
entonces el soporte de cada p € P, es contable o finito.

Forcing reverso de Easton

Consiste en tomar limites directos en los cardinales inaccesibles y en el resto
limites inversos.

Condiciones de cadena y clausura

Al hacer forcing iterado es importante el caso en que se preservan de los
factores tanto su mismo nivel de clausura como condicién de cadena (para
garantizar por ejemplo la preservacién de cardinales en la extensién). Se
tienen los siguientes teoremas propios del Forcing reverso de Easton. Veamos
el caso de dos factores:

Teorema 2.41 Si P tiene la k-c.c. y Ikp Q tiene la k-c.c., entonces P * Q
tiene también la k-c.c.

Y el caso general

Teorema 2.42 Suponga que (a) P, es el limite directo de (Pg: f < «).

(b) si B < a entonces Pg tiene la k-c.c.

(c) si cf (o) = Kk entonces {3 < o : Pg es el limite directo de (P, : v < 3)}
es estactonario en «.

Entonces P, tiene la k-c.c.
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Teorema 2.43 (Ver [1]) Sik es un cardinal débilmente compacto, |Pg| < K
para todo < k, y Pg es el limite directo de (P, : v < () siempre que 5 < k
y B sea inaccesible, entonces P, tiene la k-c.c.

Teorema 2.44 Suponga que para todo < o, I+ Qg es k-cerrado. Suponga
que todos los limites son directos o inversos y que si 5 < «, 3 es ordinal limite
y cf (B) < K, entonces Pg es el limite inverso de (P, : v < [8). Entonces P,
es k-cerrado.

2.4.2 La preparacion loteria

Para hacer méas equitativo el proceso de iteracién sin perder el control, preser-
vando ciertas propiedades en cada nivel (clausura y condiciones de cadena)
Hamkins formalizé de manera muy sistematica una idea que habia sido usada
muchas veces en el forcing iterado, y es la de escoger un forcing aleatoria-
mente en cada nivel, siempre y cuando tal forcing tuviera unos requisitos
minimos. Esto dié producto a su preparacion loteria, un orden parcial de
ordenes parciales.

La suma-loteria de una coleccion de ordenes parciales A es el orden
parcial @A = {(Q,p) : Q€ Ay p € Q}U{1}, con 1 como elemento maximo
y (Q,p) <(Q,q) cuando Q =Q' y p <qg ¢.

Primero decimos que un orden parcial Q es permitido en el nivel
~v cuando para todo & < < el orden parcial es d-cerrado. Definimos la
preparacion loteria P;,; de x respecto a una funcién parcial dada f:k — &
como la k-iteracién reversa de Easton con el orden parcial trivial en el nivel
7 excepto cuando v € dom(f) y f”y C «. En tales niveles el forcing Q, es
la suma-loterfa en V* de todos los érdenes parciales en H(f(v)") que son
permitidos en el nivel . Para asegurarnos de la existencia de tales funciones
usamos forcing también.

Lema 2.45 Si k es inaccesible limite de inaccesibles y 0 es el primer inac-
cesible entonces Py, es 0-cerrado.

DEMOSTRACION: Aplicacién directa del teorema 2.44.
O

Observemos que si Q € H(f(v)") entonces |te(Q)| < f(7)T y de aqui que
Q] < |f(7)] < 7 (7 es el siguiente elemento del dominio de f despues de
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7v) de donde Q tiene 7;3-c.c. (se preservan todos las cofinalidades y cardinales
> 71). Pero también como para todo 6 < v Q es d-cerrado (si v es regu-
lar entonces es y-cerrado) entonces Q preserva cofinalidades (y cardinales)
menores que 7.

Definicién 2.46 La preparacion loteria modificada P, con respecto a una
funcion parcial dada ik — Kk como la k-iteracion reversa de Faston con el
orden parcial trivial en el nivel y excepto cuando v € dom(f)y f"v C~. En
tales miveles v el forcing Q, es la suma-loteria en V¥ de todos los drdenes
parciales Q en H(f(y)") que son permitidos en el nivel v y que ademds sean
k-cerrados.

En cualquier caso el forcing podria ser trivial si no existe una tal funcién
parcial f o si existe podria suceder que ningin Q excepto el trivial satisfaga
las condiciones de Pj,; o de P,,,. En la siguiente seccién garantizamos que
esto no sucedera.

2.4.3 El forcing de la funcién rapida

Las funciones rapidas permiten obtener versiones del teorema de Laver de
indestructibilidad para otros tipos de cardinales distintos a los cardinales
supercompactos. Dada una inmersién j : M — N este forcing agrega una
funcién parcial (la funcién répida) fix — k£ (por una funcién parcial g con
dom(g) C K queremos decir que dom(g) no es todo k y lo denotamos con
gik — rang(g)), de manera que j(f)(k) sea casi cualquier valor prefijado.
Esta flexibilidad permite asegurar la suficiente clausura de la iteracion re-
versa de Easton para poder terminar de construir ciertos genéricos, usando
precisamente que la funcion tiene un crecimiento rapido. La idea formal-
izada por Hamkins [5] habia sido usada de una manera mds tenue por Silver
y Apter, e incluso por Woodin ([9]) en ambiente de grandes cardinales.

Sea k un cardinal, el forcing de la funcién rapida F, (o simplemente
F) para el cardinal k tiene como condiciones las funciones parciales p: Kk — K
tales que dom(p)C S y si v € dom(p) entonces p"y C vy [p [ v < v
para k inaccesible se requiere ademds que |p| < k. Las condiciones estén
ordenadas por inclusién y la funcién vacia es siempre el elemento maximo
de F. La unién del genérico de este forcing es la funcién rapida (parcial)
f. Observemos que si k es inaccesible entonces |F| < k. Si k es un cardinal
inaccesible no limite de cardinales inaccesibles entonces F se trivializa ya que
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hay elementos minimales: si A acota a los cardinales inaccesibles debajo de
Ky « es el primer inaccesible entonces p = {(a, A\)} no tiene extensiones
propias.

Observemos que si y; €domf y 7, es el siguiente elemento del dominio de
f entonces se debe satisfacer que f”~vo C 75 entonces f(v;) < 72, de donde
cada elemento debe superar siempre a la imagen del anterior elemento del
dominio de f. Es en este sentido que la funcén es "rapida.

La funcién f ademés tiene las siguientes propiedades

dom(f) y ran(f) son no acotados en k. Sea < k fijo, los siguientes
conjuntos son densos en F:

Dg = {q € F: existe a > (o € dom(q))}

y
Dy ={q €F: existe vy > (v € rang(q))}.

Sea p € F, como |p| < Kk y k es limite de inaccesibles existe un a < k tal que
B<a,|pl<a<krypCaxa seaq=pU{(a,7v)} para algun f < v < k.
Entonces ¢ < p, ¢ € Dg y también q € Dj.

Lema 2.47 Sea k inaccesible, F es k-cerrado.

DEMOSTRACION: Sea A < Ky (p;)i<x C F descendente (es decir sii < j < A
entonces p; < p;), sea p = ;. p; entonces para cada ¢ < A p < p; y ademas
p € F pues si v € dom(p) para algun ¢ < A\, v € dom(p;) por lo tanto
ply=mp |7 comop €F se satisface que |p | 7| < 7 y también que
piy = p'vy C v, igualmente como \ < k y para cada i < A, |p;| < k entonces
Ip| < k (k es cardinal inaccesible).

O

Los siguientes dos resultados se encuentran en [5].

Lema 2.48 Sip = {(8,a)}, F | p se factoriza como Fg X F,, donde Fg
consiste de las condiciones que tienen tamano menor que 3 y con dominio
contenido en B yF., . consiste de las condiciones con dominio en (v, k), donde
v = max{«, B}. Ademds ¥, , es < y-cerrado.

Teorema 2.49 FEl forcing de la funcion rdpida preserva todos los cardinales
inaccesibles. St SCH wale, entonces el forcing de la funcion rdpida preserva
todos los cardinales y cofinalidades y no perturba la funcion del continuo.
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Sea r cardinal desdoblable y f: k — k funcion parcial rapida. Justificamos
porque P, no es trivial y de paso que preserva cardinales y cofinalidades.

Lema 2.50 Sea k cardinal desdoblable y f: k — Kk funcion rapida. Entonces
P,,; con respecto a f preserva todas las cofinalidades y cardinales.

DEMOSTRACION: La prueba es aplicacién directa de los teoremas 2.43 y
2.44. Por el teorema 2.43 P, tiene la k-c.c., asi que se preservan cofinali-
dades y cardinales > k. Probado que P, es k-cerrado entonces se preservan
cardinales y cofinalidades < k. Sea v € dom(f).

Caso 1. f(y) <. Sea Q@ € H(f(y)") y-permitido. Entonces |tc(Q)| <
|f(7)] < . Pero si |te(Q)| < 7, las sucesiones descendentes en Q son a lo
mas de longitud . Por otra parte ser v-permitido coincide en este caso con
ser y-cerrado por ser v cardinal inaccesible. Asi que Q es k-cerrado. Por el
teorema 2.44 P, es k-cerrado.

Caso 2. v < f(7), un ejemplo de tal forcing es Q = Add(~, 1), ya que
|Q] = ~ (por ser v inaccesible), es < v-cerrado y estd en H(f(7)") (pues
Q] = v < f(7)). De esto concluimos que Q es k-cerrado pues cualquier
sucesion descendente en Q es de longitud a lo més 7. Por el teorema 2.44 P,
es k-cerrado.

O

Dado P orden parcial y x desdoblable en V', observamos que si queremos
verificar desdoblabilidad en V[G], es suficiente probar que toda inmersién
desdoblable 7 del modelo basico V' se extiende a una inmersién desdoblable
j en V[G].

El siguiente resultado pertenece al folklore matematico, en el sentido sigu-
iente: si k es un gran cardinal que se puede definir en términos de inmersiones
elementales, para comprobar que es del mismo tipo de gran cardinal en una
extension forcing es suficiente con extender a la extension las inmersiones
elementales del modelo bésico (por ejemplo en [8] se usa este hecho para
probar preservacion de cardinales indescribibles bajo cierto forcing). En [6]
se menciona y usa este resultado pero la prueba es confusa y esta mal escrita
alla; optamos por demostrarlo aqui para mayor claridad.

Lema 2.51 Si P es un orden parcial y k es desdoblable entonces si toda

inmersion desdoblable del modelo bdsico es extendible a V|G| a una inmersion
desdoblable, V|G] = k es desdoblable.
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DEMOSTRACION: Para esto utilizamos la definiciéon de desdoblabilidad en
términos de inmersiones elementales. Sea 6 fijo y xk desdoblable en V. En
V[G] sea M modelo bueno, como M € V[G], M = M/, donde M’ es un P-
nombre para M de cardinal x (debido a que al hacer forcing los objetos nuevos
tienen el mismo cardinal de los nombres). Lo que hacemos es considerar un
modelo bueno M; de manera que M; contenga como elementos a todos los
P-densos que “hablan” de la verdad en M; (solo hay k pues |[M| = k y
el conjunto de sentencias con parametros en M tiene cardinal k, con esto
conseguimos definir la verdad de M en M;[G]) y M’ € M, (esto por el
teorema 2.8).

=) Supongamos que (M = o[rg])VI la verdad en M es definible en M,
porque M, tiene a todos los densos respectivos, es decir

(M E ¢lre)"' = (M | ¢lra])*",

de aqui que existe un p € M; y p € G de tal forma que

pi" (M ¢lr]).

pero por el teorema de la definibilidad del forcing (teo. 3.5 Capitulo VII en
[13]) esto se puede expresar en M, mediante una férmula Fuerza,(M', p, B, 7).
Como j : M;[G] — N[j(G)] extiende la inmersién desdoblable j : M; — N
en el modelo béasico, entonces en N se satisface la férmula

Fuerzag(j(M'), j(p), j(B), j(T)),

con la cual estamos diciendo simplemente que

i) (e (M) = @l (7)),
es decir, como j(M/)j(G) = j(M), en N[j(G)] vale
J(M) = ¢lj(T)al-

<) Supongamos ahora que (j(M) E ¢[j(7¢)])VI¢, como M tiene como
elementos a los densos de P que hablan de la verdad en M, entonces por
la elementariedad entre M; y N, N tiene como elementos a los densos que
hablan de la verdad en j(M) (si M = M/ es modelo de ZF~ entonces j(M) =
J(M' )i(c) también lo es). Por hipétesis j : M — N es una inmersion 6-
desdoblable que se extiende a la inmersién j : M[G] — N[j(G)] (en realidad
lo que interesa aqui es que es inmersién). Entonces tenemos que

G(M) [ oli(re)) = (j(M) E ¢lj(re)]) NV,
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o de otra manera, existe j(p) € j(P) tal que

J(p) Fey GM') E ¢li(n)])

que equivale a que se satisface en N la férmula

Fuerzay(j(M'), j(p), j(P), (1)),

pero j : My — N es una inmersion entonces en M; vale la formula

Fuerza,(M',p,P, T)

que equivale a que
p it (M = lr])
o lo que es lo mismo
(M |= plre)),
pero
(M [ plra)™ = (M | plre]),
va que M;[G] € V[G].

El siguiente resultado se encuentra en [6]:

Teorema 2.52 Cualquier cardinal x desdoblable es preservado por el for-
cing de la funcion rapida. Mds especificamente, toda inmersion (k,0 + 1)-
desdoblable canonica j : M — N en el modelo basico se levanta a una in-
mersion (k,0 + 1)-desdoblable j : M[f] — N[j(f)] en la extension V[f].
Ademds, si a es cualquier ordinal bajo j(k), entonces el levantamiento lo
podemos escoger de manera que j(f)(Kk) = a.

La siguiente proposicion es fundamental en el trabajo:

Teorema 2.53 (Hamkins [6]) Sea j : M — N una inmersion (k,0) des-
doblable, F el forcing de la funcion rdpida f asociada a k, sea j : M|[f] —
N[j(f)] la extension por el forcing F de j que satisface j(f)(k) > 6. Si Py
es la preparacion loteria respecto a f entonces j(Pioy) = Prot * Pegra donde Pegpq
es < @-cerrado.
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Puesto que las condiciones de la preparacion loteria P;,; se pueden consid-
erar como funciones definidas sobre x en algin conjunto de 6rdenes parciales
(més precisamente de nombres de érdenes parciales que deben estar definidos
por induccién) cuyos pasos activos estan dados por el dominio de una funcién
fir — K (la funcién rapida), entonces si queremos levantar una inmersién
j: M — Ny Q es un forcing permitido en el nivel x de la loteria j(Pyy)
restringiéndonos a la condicién (k, (Q, p)) que elige a Q en el nivel &, y como
cp(j) = K, J(Piot) | & = Pior, por lo tanto j(Pior) | (K, (Q,p)) = Prot * Q * Peota,
donde P, es trivial hasta el siguiente elemento de dom(j(f)) después de k,
es decir hasta j(f)(k) > 6, en particular Py, es f-cerrado. Esto es exac-
tamente lo que se requiere en lugar de la funciéon de Laver para obtener la
indestructibilidad requerida, la funcién rapida nos dota de suficiente clausura
para poder continuar el levantamiento, es decir para construir el genérico para
P, como se vera mas adelante.

2.4.4 Levantamiento de inmersiones

El resultado fundamental es el siguiente debido a Silver que aparece en [2]:

Teorema 2.54 Sea j : M — N, sea P € M un forcing (orden parcial).
Suponga que G es P-genérico sobre M, H es j(P)-genérico sobre N y que
j"G C H. Entonces existe una tnica j* : M[G] — N[H]| tal que j* | M = j
yj*(G)=H.

Enumeramos algunas formas de obtener ;"G C H. Fijemos j : M — N
yPe M.

e SiPC j(P), j|IP=ids, y G=HNP entonces claramente ;"G C H.

e Supongamos que M = “P es A- cerrado” y N = {j(F)(ar) : F € F}
donde F C M es una familia de funciones tales que VF' € F M =
|dom(F)| < A. Aseguramos que j”G genera un filtro H el cual es j(P)-
genérico sobre N. Para verificar esto sea D € N denso abierto en j(P),
entonces D = j(F')(ar) donde sin pérdida de generalidad F'(z) es denso
abierto en P para cada x € dom(F') (Por lo siguiente: sea b € P, como
j(b) = j(l)(ar) € j(P) y D es denso en j(P) existe un d € D tal que
d < j(b) =j(l)(ar), es decir existe un d € j(F)(ar) (segun N) tal que
d < j())(ap), de donde existe un z € F(z) tal que z < I(r) = b. Es

decir F'(z) es denso en P (z = j~'(d)). Si D es abiertoy r < g € F(x)
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entonces j(r) < j(q) € j(F)(ar) = D pero D es abierto luego j(r) € D
por elementariedad r € F(z)). Por el lema 2.32 D* = N, cqomr) F(2)
es denso en P y por supuesto D* € M, asi que sea p € GN D*; entonces
por elementariedad j(p) € j(F)(ar) = D y asi j’G N D # 0.

e Sige j(P)yVpe Gqg < j(p) entonces cualquier filtro j(P)-genérico
H tal que ¢ € H tendra también la propiedad de j”G C H. Silver
denominé a tal ¢ una condicién maestra.

Si G C P M-genéricoy j : M — N es una inmersién, es suficiente con
definir j(G) para extender la inmersién pues si a € M |G|, a = ai, para algin
@’ P-nombre, j(a’) es un j(P)-nombre. Definimos j(a) := (j(&'));q)-

2.4.5 Gap forcing

Sea k cardinal regular y § < k y P’ un orden parcial. P’ admite un gap en §
si P’ se puede factorizar como P * Q, donde P es no trivial, |P| < § y IFp Q es
< d-cerrado. Decimos que P’ es un gap forcing si admite un gap para algin
) < K.

Teorema 2.55 (Hamkins [4]) Gap forcing no crea nuevos débilmente com-
pactos. Si k es débilmente compacto después de forzar con un forcing que
admite un gap debajo de k, entonces k era ya un débilmente compacto en el
modelo bdsico.



Capitulo 3

Combinatoria desdoblable

En este capitulo pruebo varios resultados laterales relacionados con el prin-
cipio combinatorio <, para x desdoblable y algunos resultados relacionados
con la propiedad de reflexion de cardinales desdoblables. El principal resul-
tado aparece en el siguiente capitulo.

Podemos interpretar <) como un sucesion que adivina con la precisién
que se quiera a cualquier subconjunto de wq, en este sentido es méas fuerte
que CH. Sabemos que ¢ implica CH (es suficiente observar que si X C w
entonces X = S, para algin o < wy, asi que 2% = X, de donde ZF ¥ { ) y la
existencia de drboles de Suslin (razoén inicial por la cual fue introducido este
principio). Si V = L entonces vale <, sin embargo también es posible forzar
& (ver [10]). Es muy importante {» por diversas razones. Como en general
< es en general mas fuerte que CH, se puede usar en construcciones que
requieren mas que ZFC+CH y evitar de esta manera forcing. Una de tales
construcciones es la debida a Shelah para obtener un grupo de Whitehead.
Hay muchas més aplicaciones de < al algebra y a la topologia (Ver [14]).
Ademas es usado a menudo en forcing iterado, como un tipo de principio de
reflexion sin mencionar modelos. También se aplica a otras construcciones
de forcing como en la teoria de cardinales invariantes del continuo.

En su forma general {), ha sido mostrado para k cardinal medible. Sin
embargo no se sabe ain para el caso x débilmente compacto. Si k > w es
regular y V' = L entonces vale , (en [13] Ejercicio 12 capitulo VI). Aqui
mostramos este principio para cardinales fuertemente desdoblables.

La prueba retoma una sugerencia de Martin Zeman, pero antes necesita-
mos los siguientes lemas:

24
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Lema 3.1 Sea k cardinal desdoblable. St M' es un modelo bueno y A C V,,
tal que |A| = Kk entonces existe un M modelo bueno que satisface M', A C M.

DEMOSTRACION: Sea 7 >>  de manera que V, = ZF~, entonces por
el teorema 2.8 existe un B tal que B <V, y A, M’ C By ademés |B| =
max{|M|, |A|} +w. Sea M igual al colapso transitivo de B.

O

Lema 3.2 Sea k cardinal. Ser “club” en k es una nocion absoluta para
modelos transitivos.

DEMOSTRACION: La férmula ¢ que define ser club es una férmula acotada:
Va € k30 € Cla < ) y V6 € k(C' N6 no acotado en 6 — § € C).
O

Esto quiere decir que para M modelo transitivocon C,k € M,V = C C k
club si y sélo si M |= C C & club.

Teorema 3.3 Si k es k + 2-fuertemente desdoblable, entonces vale ...
DEMOSTRACION: Como £ es inaccesible |V,| = k. Entonces el conjunto
A={(5,C) : 5,C Ck, C cerrado y acotado y S C sup C'}

es de tamano k (es equipotente con P.,(k), partes de k de tamafno menor
que k).

Sea M’ un modelo canénico, es decir M’ = ZF~ transitivo, |M'| =
K, k € M'. Por el teorema 2.8 (Lowenheim-Skolem descendente) podemos
conseguir un modelo M también de tamafio k tal que A C M. Entonces
como K es Kk + 2-fuertemente desdoblable existe una inmersion j : M — N
con Vi, U{k+2} C N.

Sea B el siguiente subconjunto de A

{(Se, Ce) : € < w},

definido en forma inductiva. Sy = Cy =0, si £ = S+ 1 entonces Sg = C¢ =&,
para ¢ limite si C¢ C € es cerrado y cofinal en ¢ tal que Vy € C¢ (SeNy # 5,),
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§ minimo para la enumeracién de A. En caso contrario S¢ = C¢ = &, tal
sucesion es de tamano k.

La prueba se hace por contradiccién. Supongamos que {», no vale en-
tonces existen X, C C k, C club en x con X,C € M (de nuevo sin pérdida
de generalidad por 3.1) tales que Vy € C(X Ny # S,).

Considere ahora j(A) en N. Como j es una inmersién elemental de M
en IV, entonces

J{(S,C) : S,C C k, C cerrado y acotado y S Csup C}) =

{(8,C) : §,C C j(k),C cerrado y acotado y S C sup C}, (3.1)

con la diferencia que j(A) es de tamafio j(x). En N definimos D = ((S¢, Ce) :
¢ < j(k)) de manera similar que en M a partir de 3.1. D tiene también
cardinal j(k). Claramente (X,C) estd en D; tomamos una enumeracién de
D tal que (S,,Cy) = (X, C).

Pero C' C j(C) y como C es no acotado en k entonces k € j(C') ya que
N = j(C) es club. Por otro lado como V' |=Vy € C(X N~ # 5,) entonces
M =Vy e C(XNy #S,). Porlainmersion N = Vy € j(C)(7(X)Ny # S,),
en particular para k, N = j(X) Nk #S,) pero j(X) Nk =X, V11 CN
X # 8. dedonde Vo | X # S, ydeaqui V = X # S,. Esto contradice
la eleccién de Sy, C,, como (X, C).

O

Observemos ademas que si k es medible, como el conjunto de cardinales de
Ramsey debajo de k tiene medida uno (Ejercicio 7.19 en [11]) y todo cardinal
de Ramsey es un cardinal desdoblable entonces el conjunto de cardinales
desdoblables debajo de un cardinal medible tiene medida uno.

Lema 3.4 Si k es k + 5-fuertemente desdoblable entonces el conjunto
{a < K : a débilmente compacto }
es estacionario en K.

DEMOSTRACION: Sea C C k club. Como k es k+ 5-fuertemente desdoblable
existen M y C tales que (V,,€,C) < (M,€,C") y Veys U{rk +5} C M.
Como C es club en kK y C C C’ entonces k € C' pero M = k es débilmente
compacto (ya que V15 C M y Vii5 | Kk es débilmente compacto), de aqui
(M, €,C") = Ja € C"a débilmente compacto. Pero (V,,€,C) < (M, €,C"),
de donde (V,, €,C) = Ja € Ca débilmente compacto.
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O

Asi que si k es fuertemente desdoblable entonces es el k-ésimo cardinal
débilmente compacto. También si vale GCH en un fuertemente desdoblable
no puede ser el primero donde vale por el siguiente resultado:

Lema 3.5 Si k es fuertemente desdoblable y 25 = k™

de cardinales tales que 2* = o™ es estacionario en k.

entonces el conjunto

DEMOSTRACION: Sea C C k club. Como & es k+ 2-fuertemente desdoblable
existen M y C tales que (V,;,€,C) < (M,€,C") y Vo U{r+2} C M. De
manera analoga que en 3.4 encontramos que el conjunto

{a<k:2=a'}
es estacionario en k.

O

Si V' = L entonces por medio del teorema 3.9 del capitulo VI en [13],
usando 2.8 y tomando el colapso transitivo, el M de las dos pruebas anteriores
es un Lg para algun f ordinal limite. De esta manera, como los conjuntos
estacionarios en x son conjuntos no acotados en V, entonces tampoco son
acotados en Lg (que es M). Pero Lg calcula correctamente la compacidad
débil (o GCH). De esta manera los conjuntos estacionarios en  de los lemas
3.4y 3.5 resultan ser no acotados en el universo puesto que podemos conseguir
extensiones elementales de V,; tan altos como se quiera de la forma Lg (si
V =1).

Por otro lado,

Lema 3.6 Sea k un cardinal desdoblable y
S={a <k : ano es débilmente compacto},
S es estacionario.

DEMOSTRACION: Como k es regular el conjunto de cardinales debajo de &
CARD es club en k. Sabemos que

St={a <k :cof(a) =w}
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es estacionario en k. Entonces si C' C k es club, CNCARD también es club y
de aqui que el conjunto de cardinales de cofinalidad w es estacionario debido
a que es igual a

CARD N S

de donde CN(CARDNSE) = (CNCARD)NSE # () ya que CNCARD es
club.

O

Todo club debajo de un fuertemente desdoblable tiene a un débilmente
compacto y a un no débilmente compacto.



Capitulo 4

Resultado principal

En este capitulo obtenemos una consecuencia que establece una diferencia
entre cardinales desdoblables y cardinales fuertemente desdoblables. En los
lemas 3.4 y 3.5 mostramos que si un cardinal es fuertemente desdoblable
entonces tanto el conjunto de débilmente compactos como el de no débilmente
compactos son estacionarios para un cardinal  fuertemente desdoblable, es
decir todo club debajo de k contiene tanto débilmente compactos como no
débilmente compactos. En este caso forzamos un modelo de un cardinal
desdoblable (que en la extensién no puede ser fuertemente desdoblable) para
el cual hay un club completamente contenido en el conjunto de cardinales
no débilmente compactos. No puede ser cardinal fuertemente desdoblable ya
que el conjunto de débilmente compactos debajo de cardinales fuertemente
desdoblables es estacionario siempre.

La prueba consiste en “lanzar” mediante el forcing natural el club re-
querido. Pero para asegurar que se preserva la desdoblabilidad luego del
lanzamiento del club es necesario hacer previamente un forcing (el forcing
reverso de Easton). Sin embargo este forcing iterado por si solo no siempre
preserva la desdoblabilidad (ver Teorema 4.4 en [17]). Aqui es donde entran a
jugar un papel importante las funciones réapidas, la funcién rapida la usamos
para determinar los niveles activos de la preparacion loteria y en ultima para
obtener suficiente clausura.

En todo lo que resta del trabajo x es un cardinal desdoblable, S es el con-
junto de cardinales no débilmente compactos debajo de k e  es el conjunto
de cardinales inaccesibles debajo de k.

Teorema 4.1 Sij: M — N es una inmersion (k,0)-desdoblable y 6 > k™,

29
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entonces N no es una M -ultrapotencia.

DEMOSTRACION: Por la proposicién 2.21, si j fuese una M-ultrapotencia,
entonces

N ={j(f)(a) : f €M}

para alguna semilla a. De donde |N| = k, pero esto no puede ser ya que
6 € Ny N es transitivo entonces |N| > |6].

O

Lo que sigue ahora es encontrar una inmersion (k,#)-desdoblable j de
manera que k € j(5), el primer paso es encontrar un M-ultrafiltro W relativo
tal que S € W, luego tomamos la ultrapotencia de M con W de manera que
k € j(5), lo que restaria ver es que j(k) > 6.

Los siguientes resultados valen para cardinales x que admiten inmersiones
elementales conjuntistas, es decir funciones j : M — N las cuales son inmer-
siones elementales con M &= ZF~, |[M| = k y M, N conjuntos y punto
critico de j es k. En particular si x es un cardinal débilmente compacto o
desdoblable.

Lema 4.2 Sij: M — N es una inmersion con punto critico k y X € U; st
y solo si
XeMnPk) y kejX)

entonces U; es un M -ultrafiltro normal.

DEMOSTRACION: Como k < j(k) y j(k) es un ordinal entonces x € U;. Si
(Xa)a<k € M es un subconjunto de U;, veamos que A, X, € Uj, es claro
que Ay Xo € M por comprension. Por definicion

AvcwXy={a<r:ace (X} ={a<y:Vy<alaeX,},

y<o
entonces hay que probar que x € j(A,<,X,), pero
VIS j(A'y<nX'y>

si y solo si
v < (k) y ¥y < ol@ € j(X,)
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pero k € j(X,) por hipdtesis. Faltaria ver que es un ultrafiltro, sea X € M
y X C &, si X ¢ U, entonces por definicién x ¢ j(X) y por otra parte
k\ X € M por comprensién y como k € j(k) = j(k\ X) U j(X) entonces
ke jkr\X).

Lema 4.3 FEziste un M -ultrafiltro normal W sobre k tal que S € W.

DEMOSTRACION: Sea S el conjunto de los cardinales no débilmente com-
pacto debajo de &, si S € U; tomamos simplemente W = U; si no la prueba
se hace por induccién, supongamos que S ¢ U; y que para cada a < k
débilmente compacto se tiene que existe un M,-ultrafiltro normal U, sobre
a tal que SNa € U,, sea W el siguiente conjunto

XeWsiysélosi{aek\S: XNaelU,}eU,,

W es un M-ultrafiltro con S € W como probamos en el lema siguiente
(también es cldsico pero no esta hecho en ninguna parte):

Lema 4.4 W es un M -ultrafiltro normal.

DEMOSTRACION: a) Por definicién k € M y como S ¢ U; entonces k\S € Uj;
por ser U; ultrafiltro; probar que x € W, equivale a verificar que

{aer\S :kNaecl,} el
pero Kk Na = «a € U, por hipdtesis entonces
{aer\S :kNaeclU,}={ackr\S:aeclU,} el

b) Normalidad. Sea (Xpz)g<,, € W una familia de subconjuntos de x en
M, veamos que Ag., Xz € W.Por definicién

ApenXp={E<r: €€ ) Xp}
Bt
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debemos probar que
{aer\S: (AserXp)Na€U,} €U

observemos primero que (Ag<,Xg) Na = (ApcaXp) N = Apo(Xs N a)
pero por hipétesis Ago(XgNa) € U, (U, es normal sobre ).
c)Ultrafiltro. Si X ¢ W entonces es porque

{aoer\S: XNaelU,} ¢ U,
Pero U; es ultrafiltro entonces
k\{aoer\S: XNael,}eU;,
pero f € k\{aer\S: XNaeU,} €U,siy solo si
perypéE{acr\S: XNaelU,}

lo que equivale a € S 6si f € k\ S entonces X NS ¢ Us. Pero XNG ¢ Up
implica que \ (X N B) € Ug, es decir que §\ X € Us. Entonces § € S 6
B\X = (k\X)NpS €Uz De donde

r\{aer\S: XNaelU,}=5SU{aer\S: (k\X)NaecU,}

pero por hipétesis S ¢ U; entonces {a € K\ S : (k\ X)Na € U,} € U; de
donde k \ X € W.

Lema 4.5 Ult(M,W) es bien fundamentado.

DEMOSTRACION:  Supongamos que no lo fuera, entonces en Ult(M,W)

habria una sucesion ([fiJw)i<w Ew-descendente infinita (Ey, es la relacién
binaria inducida por € en Ult(M, W)):

o BwlfimlwEw[filwEw - -

Caso 1. Si W = Uj, como Ult(M,U;) estd inmerso naturalmente en N
por la funcién k([f]y;) = j(f)(x), entonces tendriamos en N la sucesion

(J(fi)(K))icw ¥ -+ € j(fix1)(r) € 7(fi)(k) € -+, pero esto es imposible ya
que N es bien fundamentado.
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Caso 2. Si W # U; lo que tenemos es que para cada i € w
Xi={a<k: fin(a) € fi(a)} €W,
esto equivale a que
{Ber\S: X;NpBeUs} el
es decir para cada ¢ < w y para muchos f < &
XinB={a<p: fisi(a) € fila)} € Up.
Sea w < f fijo, entonces (X;);<, C Ug, pero Ug es Mg— B-completo, entonces

X:ﬂXiEUg,

i<w
en particular X # (), sea v € X, entonces tenemos que

Efi+1(’}/) Efi(’}/) c ...,
Contradiccion ya que M es bien fundamentado.

O

Observemos que si j : M — My, es la inmersién natural de M en My,
como S € W entonces k € j(S) y viceversa.

Teorema 4.6 Sea x cardinal 0 + 1-desdoblable y M un modelo bueno. En-
tonces existe una inmersion (k, 0 + 1)-desdoblable candnica jo : M — Ny tal
que k € jo(S), donde

S ={a < Kk :a no débilmente compacto }.

DEMOSTRACION: Sea M modelo bueno, sea j : M — N una inmersion
(k,0+1)-desdoblable, W el M-ultrafiltro del lema 4.3 y M modelo transistivo
de ZF~ tal que M,jW € M, M < My M |= j: M — N es inmersion
0 + 1-desdoblable. Vamos a exigirle ademds que M = j : M — N inmersién
(k,0 + 1)- desdoblable si y sélo si V = j : M — N inmersién (x,0 + 1)-
desdoblable (es posible?). La existencia de M la probamos de la siguiente
manera, primero por el teorema 2.8 hay un modelo K con M,j;, W € Ky

0+1 C K, tomando el colapso transitivo de Mostowski K = K’ de donde K’
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es transitivo, |K'| > |0] pues 6 +1 C K. Tomamos M = K'. Sea Uli(]\j, W)
el ultraproducto de M por W (tiene sentido?), h : M — Ult(M,W) la
inmersién natural asociada al ultraproducto y sea w : Ult(M,W) — My
su colapso transitivo. La inmersion ko7 : M — My es elemental. Por
esto 0 +1 < w(h(0 + 1) en My (Proposicién 5.1 en [11]). Entonces My |=
moh(j):m(h(M)) — m(h(N)) inmersién (w(h(k)), m(h(6 + 1)))-desdoblable.
Escribiremos a partir de este momento 7 en lugar de h(j) por claridad.

Ahora como cp(h) = k entonces h | M, = I, entonces M,, C Ult(M, W),
en particular k C Ult(M, W), por lo tanto 7 (k) = k.7

Observemos que cp(m o h) = k (es decir el primer ordinal movido es k y
m(h(k)) > Kk, no puede ser que w(h(k)) = k por ser 7 un isomorfismo ya que
m(k) = Ky h(k) > k) y que m(h(0 + 1)) > 6 + 1 por ser m o h inmersion
elemental y M, My, transitivos (Proposicién 5.1 en [11]) y lo mds importante
que x € h(S) (esto por lo siguiente x € h(S) segiin Ult(M, W), luego m(x) =
k € w(h(S)) en My que es lo mismo que en V por ser My, transitivo).
También tenemos que a) cp(r) = h(k), b) r(k) > h(0+1) > 0+1 > &K
¢) k € h(S) y [h(S) C r(h(S)VHEMW) (pues ep(r) = h(k)). Para poder
continuar necesitamos demostrar lo siguiente: Si My = h(j) : h(M) — h(N)
inmersién (h(x), h(0 + 1))-desdoblable entonces V = h(j) : h(M) — h(N)
inmersion (h(k), h(6+ 1))-desdoblable. Simoh : M — My es una inmersién
elemental luego mo h | M : M — h(M) es también una inmersién elemental.
Demostrado este resultado entonces [ : M — 7w(h(N)) es una inmersién
(k, 0 + 1)-desdoblable donde | = mor o h con k € I(S).

Sea

X ={jilg)(s) g€ Myse(@+1)}

X < Np por el lema 2.23, ademéas podemos suponer sin pérdida de gene-
ralidad que I, € M (I, es la identidad sobre ). Entonces I; ) € Ny y
por lo tanto tenemos que  +1 C X (recordemos que ji(k) > 6 + 1). Si
m: X — Ny es el colapso transitivo de X (X es bien fundamentado por serlo
Ny), m10+1=1Ip;1 pues 0 +1C X. Sea

No={jo(9)(s):ge Myse(0+1)<“},

donde jo = 7 o j1, entonces jo : M — Ny es una inmersion 6 4 1-desdoblable
canonica por ser m un isomorfismo. Lo tnico que hay que comprobar es
que jo(k) > 0+ 1, perom [ 0+ 1 = Ip1y ji(k) > 0+ 1y por ser 7 un
isomorfismo 7(j1(k)) = jo(k) > 6 + 1. Por 1dltimo como x € j;(S) entonces
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(k) = k € m(51(S5)) = jo(S) en Ny, pero por ser Ny transitivo es cierto en
el universo.

O
Fokok

Sea M bueno y j: M — N inmersién ¢ + 1-desdoblable.

1. Construir M modelo de ZF~ transitivo tal que j, W € M (W es el M-
ultrafiltro del lema 4.3) y que M =7 : M — N esinmersion 6+ 1-desdoblable
(no es necesario que se de cuenta que k es 6 + 1-desdoblable!). Usar lema
2.8.

2. Extender el M-ultrafiltro W a un M- ultrafiltro W. X € W si y sélo si
X € My ke j(X). En este caso como W € M, W =W, -

3. Considerar Ult(M,W) y la inmersién elemental asociada h : M —
Ult(M,W). N N N

4. Considerar luego 7 : Ult(M, W) — My el colapso transitivo de Ult(M, W).
Recordar que 7 es un isomorfismo.

5. moh: M — My es una inmersion elemental.

6. Mw = w(h(j)) : m7(h(M)) — w(h(N)) es una inmersién 7(h(0 + 1))-
desdoblable.

7.V E w(h(j)) : 7(h(M)) — 7w(h(N)) es una inmersiéon w(h(0 + 1))-
desdoblable.

Aqui hay que tener cuidado con varios puntos. Sea ¢ una férmula y a €
m(h(M)). Afirmo que 7(h(M)) = 7([f]) y a = 7([g]). (17)

a) Supongamos que 7(h(M)) = ¢la]. M = 7(h(M)) = ¢la] (27). Como
Vi Ult(M,W) — My es un isomorfismo entonces Ult(M, W) |= [f] =
ellgll-

b)A(/]lt(M W) = h(j) es una h(f + 1) inmersién (desdoblable). Entonces
Ult(M, W) |= h(5)(Lf]) = #lh(7)(gD)]-

c) Por la segunda frase de a) Mw | 7 (h(j)([f])) = #[m(h(j)([g])], es
decir My |= 7(h()(h(M))) = ¢lx(h(j)(a))].

o) V E =(h(G)(R(M))) = elr(h(i)(a)] (32)

8. La funcién 0 : M — w(h(N)) definida por 6(z) = w(h(j))(7(h(z)) es una
inmersion (k, 8 + 1)-desdoblable con x € 6(S). Una forma de expresar més
clara la funcién ¢ es la siguiente 6 = 7w(h(j)) o 7w o h.

a) cp(0) = K pues c¢p(h) = k que es la primera funcién que aparece en la
aplicacion de 6.

b) k € §(5). 1) m(k) = Kk pues kK C M, y M, C h(M) por ser cp(h) = k,
entonces £ C h(M), por lo tanto el colapso transitivo de k es el mismo, es
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decir (k) = K. 2) K € h(S) pues S € W. Por 1) n(x) = k € 7(h(9))
en My o lo que es lo mismo en V por ser My transitivo. 3) ep(n(h(j)) =
m(h(k) y ademds m(h(k)) > K pues m es un isomorfismo y tenemos ya que
(k) = kK y que h(k) > k. 4) Como cp(m(h(j))) > k y k € T(h(S)) entonces
k€ n(h())(x(h(S)) = 3(S).

¢) My = m(h(j)) es una w(h(j(0+1))) inmersién. Es decir 7(h(j))(x) >
m(h(j(0 +1))) en My, pero w(h(j(0 +1))) > j(0@ +1) > 0 + 1 en My por
ser w o h inmersién elemental. Pero por ser My, transitivo también vale en
Vo que 6(k) = 7(h(j))(rk) > 0+ 1.

La transitividad de My, es necesaria para que valga también en V' que
d(k) > 0+1 (esto es cierto en MW pero si My es transitivo es cierto también
en V, como 0 + 1 € My y si My es transitivo entonces |My| > |0 + 1)) .
Entonces My, tiene un cardinal por lo menos igual a |0 + 1| y también M
pues por un lema de Hamkins M y My tienen el mismo cardinal. La mayoria
de los pasos estan comprobados, el paso 1 no lo tengo del todo claro, pues el
modelos M no es de tamano , a pesar de que se extiende el M-ultrafiltro

W a un M-ultrafiltro a W aparentemente, queda igual que W (paso 2).
kK

Definicién 4.7 Dado k cardinal y S C k el forcing club
Qs ={c C Kk : c es cerrado y acotado y cNY C S}

lanza un club C' C Kk tal que C NS C S. Las condiciones del forcing club
estan ordenadas por la contenencia inversa, es decir ¢ < ¢ si y sélo sic C (.

Antes de la prueba de la proposicion principal, se necesita el siguiente
resultado.

Lema 4.8 Qg es permitido en el nivel k.

DEMOSTRACION: Sea 3 < k, basta verificar que el conjunto Az de los ¢
de Qg que tienen un elemento encima de 3 es < [-cerrado abierto denso.
Es denso: sea ¢ € Qg, por ser acotado existe a < k tal que ¢ C «, sea
v = maz{a, f}, entonces ¢ € Ag donde ¢ =+ 5. Sea { < [y (¢5)s<¢ una
sucesion descendente contenida en Ag. Si tomamos la unién de la sucesién y
agregamos el supremo de tal unién entonces tal condicién (la unién junto con
el sup) estd en Ag debajo de la sucesién y ademas el supremo no es inaccesible
(ya que estd por encima de § pero fue alcanzado por una (-sucesién) y no
hay més posibles cardinales inaccesibles que pudiesen aparecer en la union.
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El forcing club preserva todos los cardinales y cofinalidades.

Teorema 4.9 Sea k un cardinal desdoblable. Entonces existe una extension
de forcing que hace que la desdoblabilidad de k sea indestructible bajo el
forcing club Qg donde S es el conjunto de cardinales no débilmente compactos
debajo de k.

DEMOSTRACION: Esta prueba sigue el esquema de las pruebas de los teo-
rema 3y 4 en [6]. Sea § € On fijoy sea j : M — N inmersién (k,6 + 1)
desdoblable canénica que satisface xk € j(S) (Teorema 4.6).

Anadimos primero la funcién rapida f:x — x mediante el forcing de la
funcién répida F. Luego extendemos la inmersién j a una inmersién j en V|f]
(Teorema 2.52). Entonces j se extiende a una funcién j : M[f] — N[j(f)] en
V[f] (que se denota con la misma expresion j) con j(f)(k) > 6. Observemos
que j(f):j(k) = j(k) y como j(f) estd definido en k, es més j(f)(k) > 6,
k €domj(f). De aqui el préximo elemento de dom(j(f)) después de k es
mayor que 6 (por la rapidez de f). Definimos entonces en V|[f] la preparacién
loteria Py, respecto a la funcién rapida f. Supongamos que G C Py, es V[ f]-
genérico. El paso siguiente es extender la inmersion j a V[f][G], entonces es
suficiente con definir j(G)(ver nota luego del teorema 2.54).

Notemos que j(P,;) es también un forcing iterado, es més consiste de
j(k) niveles (ya que Py, es una k-iteracion). Qg es permitido en el nivel x de
J(Pit) por el lema 4.8. Sea (k, (Qg, p)) la condicién que escoge a Qg en el nivel
K, como j(Pi) | (K, (Qs,p)) = j(Pir) asi bajo (k,(Qs,p)) el forcing j(Prot)
se puede factorizar como P * Qg * Py, (Ver aclaracion despues del teorema
2.53). Sea C C Qg V[f][G]-genérico. Podemos usar G % C' como el genérico
hasta la etapa . El forcing restante P, es < 6-cerrado sobre N[j(f)][G][C]
va que j(f)(k) > 6 implica que el préximo elemento de domj(f) esta més
alla de 6. Sea X = {j(g)(k,0) : g € M|[f]}, por el lema del casco de semilla
(lema 2.23) X < N[j(f)] y sea m : X = Ny[jo(f)] su colapso transitivo,
donde jo=mojyh=mn""1
Observemos que No[jo(f)]<" € Noljo(f)]- Como todo conjunto en Ny[jo(f)]
puede ser enumerado, una sucesién de conjuntos es una sucesién de ordinales
(por eleccion). Asi que es suficiente mostrar que (£<%)VI1 C Ny[jo(f)], donde
¢ = ORDN = ORDMlio)l En efecto, mostramos que (£<%)VIF1 C Ny[f].
Supongamos que s = (v, : @ < 3) € (<X Puesto que 8 < K, s € V[f |
B] ya que el resto del forcing que agrega f | 3, k) es < f-cerrado y no puede
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agregar sucesiones pequenas. Es decir, s tiene un Fg-nombre s en V. Este
nombre da resultado a la siguiente sucesién (s, : a < () de Fg-nombres,
donde s, es un Fg-nombre bueno para el a-ésimo ordinal en la sucesiéon de
5. Como el forcing Fg tiene cardinal menor que s, un Fg-nombre bueno
para una f-sucesion de ordinales puede ser codificado como una sucesion
de ordinales de longitud menor que k. Puesto que N5 C Ny en V, cada
nombre s, esta en Ny. Asi que la sucesion (s, : a < ) de nombres esta
igualmente en Ny. Interpretando estos nombres por el genérico f concluimos
qu[e]s = ((Sa)f : @ < ) esta en No[f]. Asi que Nyljo(f)]<" C Noljo(f)] en
VIfl.

De manera similar probamos que No[jo(f)][G]=" € No[jo(f)]|G] en V[f]|G] v
Noljo(f)] [GIIC]=F € Noljo(f)] [G][C] en V[f][G][C]. Es suficiente considerar
solamente £<" en el modelo apropiado, y aqui también, una [ sucesion de
ordinales en V[f][G][C] estd solo en V[f | B][G | 8], de nuevo el argumento
anterior establece que un nombre para una sucesién de ordinales se convierte
en una sucesiéon de nombres para ordinales en Ny. Evaluamos nuevamente
estos nombres mediante el genérico correspondiente para obtener la sucesion
original en el modelo deseado.

Ahora podemos factorizar jo(Pje;) como Py Qg *P2 . .
el genérico hasta el nivel k, resta por construir una cola genérica Go C PV, .
Observemos primero que Ny es de tamano x y de igual manera para cada
una de las extensiones No[jo(f)], Noljo(/)IG] v Noljo(f)][G][C]. Asi que en
No[j0(f)][G][C] podemos listar todos los subconjuntos densos de P?,, en Ny
Jo(f)] [G]]C] en una k-sucesién. Construimos de manera recursiva una k-
sucesion descendente de condiciones que intersecten los densos uno a uno. En
los pasos limites 5 < k, el hecho de que Ny[j0(f)][G][C]=" € No[jo(f)]|G]IC]
nos asegura que hasta [ es posible se puede hacer la construccién de la
sucesién, y como PY, es k-cerrado en este modelo, hay una condicién debajo
de el y la construccidn se sigue hasta . El filtro G2, generado por la sucesién
descendente de condiciones existe en V[f][G][C], pero como intersecta los
densos relevantes, es No[jo(f)][G][C]-genérico para P, .

La inmersion jp se extiende ha jo : M[f][G] — Nol[jo(f)][jo(G)] con
Jo(G) = GxC xG%,,. Como cp(h) > k, la inmersién h se levanta triv-
ialmente a h : Noljo(f)][G][C] — N[j(f)][G][C]. Para extender la inmersién
h al resto del forcing jo(P) mostramos que el filtro G .y, generado por h’G2,,
es N[j(f)]|G][C]-genérico para Peq.

Cada elemento de N[j(f)][G][C] tiene la forma j(g)(s) para alguna funcién
gen M[j(f)][G][C] v algiun s en (8 +1)<“. Ahora como j(g) = h(jo(g)), todo

Usando G'+C' como
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elemento de N[j(f)][G][C] tiene la forma h(r)(s) para alguna funcién r en
Noljo(H)]IG]IC]. Ademds podemos suponer que r : ol — N[H(H]G][C],
para asegurar que s esta en dom(h(r)). De esta manera, si D es un subcon-
junto denso abierto de P, en N[j(f)][G][C], entonces D debe tener la forma

h(r)(s) para alguna r. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que (o)

es un subconjunto denso abierto de P?, para cada o en 95' (ver aclaracién

despues del teorema de 2.54) . Pero P%,, es < fy-cerrado en Ny[jo(f)][G][C],
asi que si intersectamos todos estos (o) obtenemos un conjunto denso D*
en No[jo(f)][G][C] el cual esta contenido en r(o) para cada o. Se sigue que
h(D*) esté contenido en D. Ahora como D* intersecta G%,, por genericidad,

cola
tenemos también que h(D*) intersecta a h"GY,,. Asi que D intersecta a
h' GO

cola*
Concluimos entonces que G * C' x G €8s N[j(f)]-genérico para j(Py).

Asi que podemos de esta manera levantar j a j : M[f][G] — N[j(/)][j(G)]
con j(G) = G % C * Gepe. Tenemos el siguiente diagrama:

MIf][G]

Jo

Noljo(No(G)] NNLG)

Como C fue agregado por j(G) en la etapa k, entonces C' € N[j(f)][1(G)],
y puesto que x € j(S) el conjunto C' = C' U {k} es una condicién en j(Qg).
Sea j(C) el M[f][G][C]|Gcota]-genérico por debajo de C, el cual existe ya que
Qs es k-cerrado entonces j(Qg) es < #-cerrado (j(k) > ), asi que podemos
usar el mismo argumento de factorizacion para diagonalizar y producir un
No[jo(f)][jo(G)]-genérico Cy C jo(x) bajo la condicién C. De nuevo , h"Cj
generard un filtro j(C) N[j(f)][j(G)]-genérico para j(Qg). Asi que también
podremos levantar la inmersién a j : M[f][G][C] — N[j(f)][7(G)][j(C)] como
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se queria. Hemos completado el siguiente diagrama

Mf]IGNC]

Jo

Noljo(/)]o(G)][o(C)] NENEENEC)]

O

Lo que resta es comprobar que no se crearon débilmente compactos en
ninguna instancia. Para esto antes necesitamos el siguiente resultado:

Teorema 4.10 Si k es un cardinal desdoblable y |P| < k orden parcial, en-
tonces V|G| |= K es desdoblable.

DEMOSTRACION:  Supongamos que |[P| < k orden parcial y V | K es
desdoblable, sin pérdida de generalidad podemos suponer que P € Vj, sea
(ACkK)VF A= A’G donde A’ es un nombre para A, e igual G’ es un nombre
para G, entonces G, A’ C k, es mas G’ € V,, (recordemos que G C P y tiene
el mismo cardinal del nombre (), supongamos que

(VF» [G]7 A) ): SO[TG’]

con 7¢ € V,[G]. Pero por el teorema de definibilidad del forcing (teorema
3.5, Capitulo VII en [13]) esto solo quiere decir que en (V, A') vale la férmula
Fuerzay|T, p, G’ ,P|, pero 7,p,P, G e V., entonces por ser x desdoblable en
V, existen M y B C M tales que (Vi, A, p,P,G',7) < (M,B,p,P,G',7) y
o(M) > 6 (p,P,G' quedan iguales pues estan como elementos en V). En-
tonces en M vale la formula

Fuerza,|r, p, G’ P).
Es decir
M|G] = ¢lral.

De manera similar en la otra direccién, si M |G| |= ¢|7¢] entonces en M vale
la férmula '
Fuerzay|t,p, G',P|,
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pero (Vrm A/7p7 Pa Gla 7—) = (M7 B7p7 P? Gl? T) NAEY 2 Gl? Pc VN entonces en Vn
vale también la formula

Fuerzay[T,p, G p,
es decir (V4[G], A) E o[l

O

Teorema 4.11 Supongamos que vale SCH. Entonces, dado un cardinal
desdoblable es posible lanzar un club C' C k sin cardinales débilmente com-
pactos usando forcing sin destruir la desdoblabilidad de k. Es mds, esto se
puede hacer preservando todos los cardinales y cofinalidades y sin agregar
nuevos cardinales débilmente compactos.

DEMOSTRACION:  Primero agregamos una funcién répida f mediante F.
Como suponemos SCH por el teorema 2.49 se preservan todos los cardinales
y cofinalidades. Tampoco se crea ningiin débilmente compacto, el argumento
es el siguiente, consideremos el primer cardinal inaccesible 6 y antes de anadir
f agreguemos un subconjunto a # mediante Add(#,1), si v < k es débilmente
compacto (7 es el y-ésimo inaccesibles) el forcing total Add(6, 1)*F admite un
gap en 07 (recordemos que F es k-cerrado y |Add(6,1)| = ) por lo tanto no se
crean nuevos débilmente compactos (teorema 2.55). Por el lema 2.50 P, (la
loteria modificada) preservamos cardinales y cofinalidades. Igualmente pode-
mos modificar que P;,; admite un gap y no crear ningin cardinal débilmente
compacto. Ninguno de los dos forcings modificados anteriores afecta la des-
doblabilidad porque Add(6,1) es pequeno (lema 4.10). Observamos que si
j : M — N es una inmersién desdoblable tal que x € j(S) entonces en
cualquier extensién de j, k € j(S). Por el teorema 4.9 k es desdoblable en
VIf]IG][C], donde C C k es un club agregado por Qg sobre V[f][G]. Como
el forcing Qg es k-cerrado se preservan cofinalidades y cardinales debajo de
k. También se preservan por encima de x cardinales y cofinalidades pues el
cardinal de Qg es k, de donde Qg tiene la k™-c.c. Por lo tanto Qg es permitido
en el nivel x de j(P,,,) (pues como |Qs| = kK y kK < j(k) podemos concluir
que Qg tiene la j(k)-c.c. y es j(k)-cerrado). Por el mismo argumento de gap
forcing Qg no agrega ningun débilmente compacto. Como C' NI C S, C' no
contiene débilmente compactos de V. En total el conjunto C' no contiene
ningun débilmente compacto segin V[f][G][C] o V[f]|G], pues no fue creado
ningun cardinal débilmente compacto en ninguna instancia, si algin cardinal
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v < Kk es débilmente compacto lo era ya en V', pero C' no contiene ningin
débilmente compacto de V.
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