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Resumen

En teoria de modelos, el concepto de internalidad es usado para demostrar que los grupos
de enlace son definibles. Un grupo de enlace es un grupo de automorfismos de un modelo
que fijan a un reducto del mismo. El propdésito de este documento es esclarecer los principios
de teoria de Galois subyacentes a dicho concepto.

El trabajo se desarrolla desde una perspectiva categérica, por lo cual el primer paso es
traducir los conceptos modelo tedricos al lenguaje de las categorias. Después, se describen
dos procedimientos para construir el grupo de enlace y se establece una correspondencia
galoisiana. Por ultimo, mostramos la forma de deducir a partir de esta correspondencia,
tanto la presentacién que hace Grothendieck de la teoria de Galois, como la parte principal
del formalismo tannakiano, es decir, la reconstrucciéon de un grupo a partir de su categoria
de representaciones.

Palabras clave: Teoria de Modelos, Teoria de (alois, Teoria de Categorias, Interna-

lidad, Formalismo Tannakiano

Abstract

In model theory, the notion of internality has been used in order to prove that binding
groups are definable. A binding group is a group of automorphisms of a model over a reduct.
This document describes the Galois theoretical principles inherent to this notion.

We work from a categorical perspective, so the first step is to translate concepts from
model theory into categorical language. Afterwards, we develop two procedures for the cons-
truction of the binding group and establish a Galois correspondence. Finally, we show that
the Grothendieck’s presentation of Galois theory and the main part of tannakian formalism
(i.e. the recovery of a group from its category of representations) can be derived from this
correspondence.

Keywords: Model Theory, Galois Theory, Category Theory, Internality, Tannakian
Formalism.
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Prefacio

Introduccidn y antecedentes

En los inicios del siglo XIX el joven Evariste Galois, mientras trataba de determinar cudndo
una ecuacién polinomial se puede resolver mediante radicales, descubrié una correspondencia
entre la introduccién de nuevos elementos y la reduccion en el nimero de permutaciones de
las raices (del polinomio en cuestién) que mantienen validas todas las ecuaciones polinémicas
planteadas con estos (donde las raices son las variables y los elementos nuevos los coeficien-
tes). Este descubrimiento fue la semilla de lo que hoy conocemos como teoria de Galois que
en términos actuales podriamos resumir como el estudio de la adjuncion entre subgrupos
de automorfismos y estructuras intermedias, obtenida al considerar los estabilizadores y los
puntos fijos.

Con el pasar de los anos la teoria de Galois se ha ido ampliando y reformulando constan-
temente, por ejemplo Emile Picard y Ernest Vessiot usaron sus principios para determinar
cuando una ecuacién diferencial lineal es soluble por cuadraturas, dando inicio asi a la teoria
de Galois diferencial, la cual alcanza una exposicién moderna en los trabajos de Ellis Kolchin.
[13]

A partir de estos trabajos se llegé a observar que la teoria de modelos podia hacer apor-
tes significativos, pues si bien la estructura definible de un cuerpo puede llegar a ser muy
complicada, en el caso de un cuerpo algebraicamente cerrado esta se simplifica enormemen-
te (y todo cuerpo puede sumergirse en uno algebraicamente cerrado); lo mismo pasa en el
caso diferencial, todo cuerpo diferencial puede sumergirse en uno diferencialmente cerrado y
las herramientas de la teoria de modelos se adaptan perfectamente para el estudio de estos
ultimos. Son muchos los estudios que en los ultimos cuarenta anos se han hecho en esta
direccién, por ejemplo los de Anand Pillay [19] o David Marker [18], por mencionar algunos.

Es en este contexto donde Bruno Poizat [20] se da cuenta de que la teorfa de Galois no
es una caracteristica particular de los cuerpos sino un principio modelo-tedrico general, sélo
que algunas veces los nuevos elementos que se deben introducir son imaginarios en el sentido
de Saharon Shelah, es decir, clases de equivalencia de relaciones definibles.

También dentro de la teoria de modelos nace la nocion de internalidad, introducida por
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Boris Zilber para estudiar teorias categéricas en cardinales no contables [26], cuya idea
es que un conjunto cubra a otro mediante funciones definibles (sobre un conjunto fijo de
parametros). Esta nocién es ttil pues en su presencia es posible definir (o cuando menos
tener un control definible sobre) el grupo de Galois (llamado también de enlace, binding,
liaison), aunque inicialmente se requerian fuertes hipdtesis sobre la teoria (trascendencia
total, estabilidad, minimalidad, etc) en recientes articulos de Ehud Hrushovski (ver [7], [6])
la definicion puede hacerse sin restriccion alguna sobre la teorfa.

Por otro lado, la escuela francesa de geometria algebraica [5, 23, 3](encabezada por Alexan-
der Grothendieck) tiene su propia versién (formulada en términos categéricos) de la teoria
de Galois: Una categorfa junto con un funtor (llamado funtor fibra) de la misma en los
conjuntos finitos, satisfaciendo ciertos axiomas sobre existencia y preservacién de limites,
resulta equivalente a la categoria de acciones de un grupo sobre conjuntos finitos, dicho
grupo es obtenido como limite proyectivo en la categoria. Més atn, cuando tal funtor tiene
por codominio a los espacios vectoriales de dimension finita y existe un producto tensorial
apropiado, la categoria resulta equivalente a la categoria de representaciones lineales de un
grupo (mas exactamente, un esquema afin de grupos); esta tltima perspectiva se conoce
como formalismo tannakiano.

El punto de referencia para este proyecto esta formado por los articulos [10, 9] de Mos-
he Kamensky en los cuales se ponen en contacto la nociéon de internalidad y el formalismo
tannakiano; en uno de ellos da una demostraciéon parcial del teorema fundamental del for-
malismo tannakiano, definiendo una teoria de primer orden cuyos modelos estarian dados
por un funtor fibra, mostrando que esta es un cubrimiento interno de la teoria de cuerpos
algebraicamente cerrados, por lo cual tenemos un control definible del grupo de enlace y se
puede usar la teorfa de Galois imaginaria (al estilo Poizat) para concluir la equivalencia de
categorias.

En el segundo articulo Kamensky sigue la direccién contraria; usa los métodos categdricos
tipicos de la escuela francesa para mostrar que, en el caso de un cubrimiento interno, el grupo
de enlace se puede obtener como limite proyectivo en la categoria de definibles, para esto es
necesario desarrollar analogos categoricos de las nociones modelo-tedricas que intervienen.

Nuestro propdsito en este proyecto es generar una exposicién detallada y lo mas auto-
contenida posible de estas conexiones, adoptando desde el comienzo una perspectiva ca-
tegérica sobre la teoria de modelos (en el espiritu de Makkai - Reyes [16]), mostrando cémo
se construye (define) el grupo de enlace, luego desarrollando la teoria de Galois en este con-
texto, para que al finalizar el formalismo Tannakiano se desenvuelva como un caso particular.
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Marco tedrico y contenido

Los pre-requisitos para la lectura de este trabajo son conocimientos basicos de teoria de
modelos, teoria de categorias, topologia y cierta madurez en el estudio de algebra abstracta
(teorfa de cuerpos y &lgebra lineal); ocasionalmente se mencionarén resultados o se haran
analogias con geometria algebraica, teoria de representaciones, topologia algebraica, dlgebra
diferencial y algebra homolégica, pero su conocimiento no es indispensable para la compren-
sion del mismo.

El trabajo se divide en tres capitulos, en el primero intentaremos esclarecer la nocion de
internalidad bajo la luz de la logica categorica. La teoria de modelos estudia la clase elemental
de una teoria, mientras la logica categorica estudia la categoria de definibles. Esta ultima es
una amalgamacién de las dlgebras de Lindembaum-Tarski.

Al principio damos una caracterizacion de las categorias de definibles y estudiamos los limi-
tes proyectivos e inductivos en ellas; luego estudiamos las interpretaciones; éstas son funtores
definidos entre las categorias de definibles de una y otra teoria. Entre ellas destacamos las
expansiones por constantes (las cuales juegan un rol fundamental en las consideraciones so-
bre estabilidad y en la construccién de modelos) y las expansiones por imaginarios (las cuales
capturan cualquier inmersién con grupo de enlace trivial) para asi reformular categéricamen-
te las nociones de inmersién estable y de eliminaciéon de imaginarios.

Finalizamos este capitulo mostrando que la nocién de internalidad (un conjunto A es
interno a otro B que se encuentra inmerso establemente en él, si existen unos parametros c
de tal manera que A se encuentre contenido en la clausura definible de B sobre c) en este
contexto encarna como cubrimiento interno, es decir, una interpretacién que posee inversa a
izquierda; esto generaliza la situacion clésica del algebra lineal, donde a partir de una base
es posible definir las coordenadas de cada vector.

El segundo capitulo, esta dedicado a la definicién del grupo de enlace inherente a un
cubrimiento interno entre teorias: iniciamos por mostrar la construccién de Hrushovski del
grupoide de enlace; en ella se usan las distintas inversas izquierdas (cada tupla de pardmetros
de internalidad define una) para definir los automorfismos, manteniendo la analogia con
espacios vectoriales donde los automorfismos se definen a partir de los cambios de base.

A continuacién, contrastamos esa construccion con la que propone Kamensky; esta es pura-
mente categorica y parte del hecho de que los funtores de homomorfismos son representables
mediante limites inductivos de conjuntos definibles (en este punto es fundamental la elimi-
nacién de imaginarios). De esta manera disponemos de una visién analitica y una sintética
del grupo de Galois.

Una vez hemos desentranado la naturaleza del grupo, en el ultimo capitulo hacemos expli-
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citas las conexiones de Galois presentes, es decir, detectamos cudles son las propiedades de
los subgrupos que surgen como estabilizadores y cudales son las estructuras que se obtienen
como puntos fijos.

Para finalizar, mostramos que toda esta maquinaria tedrica no ha sido construida en vano,
empezamos por mostrar que las condiciones axiomaticas para categorias galoisianas expues-
tas por Grothendieck en [5, Exposé V. 4.] permiten a partir de cada categoria definir una
teoria de primer orden cuyo unico modelo esta dado por el funtor fibra, esta teoria resulta
un cubrimiento interno de la teoria de un conjunto con dos puntos. De esta manera podemos
derivar el teorema fundamental a partir de el principio modelo tedrico. Idéntica situacién se
presenta con las categorias tannakianas y posiblemente con varias otras clases de categorias
(en [10] se muestra el caso de las categorias tannakianas diferenciales).






1 Presentacion Categdrica de
Internalidad

El propésito de este capitulo es enmarcar el concepto de internalidad dentro del contexto
de la logica categorica, haciendo una introduccion elemental y auto-contenida de la misma.

Para esto, lo primero sera explicar la correspondencia entre teorias y categorias, modelos
y funtores. Dicha correspondencia fue establecida primero por Lawvere [14] para teorias
algebraicas y luego extendida por varios autores en multiples sentidos. La referencia clésica
en légica de primer orden es [16]. En este trabajo, no asumiremos ninguna familiaridad
con dichos escritos, partiremos de un conocimiento minimo de légica y teoria de categorias.
Los primeros capitulos de [21] y [15] son los referentes usados por el autor. La mentada
correspondencia es enunciada como teorema 1.1, todo lo escrito antes de ella tiene un papel
en su demostracion.

La seccién 1.1 termina con dos preliminares, el primero sobre limites inductivos y proyec-
tivos en categorias arbitrarias, y el segundo sobre el espacio de tipos que es el espacio de
Stone dual a las algebras de Lindembaum-Tarski.

En la seccion 1.2, estudiamos las interpretaciones, éstas son funtores entre las categorias de
definibles de una y otra teoria que preservan las mismas propiedades que preservan los mode-
los. Entre ellas destacamos las expansiones por constantes, las expansiones por imaginarios
y los cubrimientos internos.

Los resultados més importantes de esta seccion, son la equivalencia entre expansiones por
constantes y estructuras definiblemente cerradas (lema 1.2.12), el criterio de definibilidad de
Beth (teorema 1.2), la completitud conceptual de las teorias que eliminan imaginarios (coro-
lario 1.3) y el final del capitulo (teorema 1.4) donde se muestra que un cubrimiento interno
es una interpretacion que, salvo una expansion por constantes, posee inversa a izquierda.

Este capitulo surge como un intento de presentar sucinta y completamente los preliminares
necesarios para una presentacion coherente de los resultados de los capitulos siguientes.
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1.1. Categoria de definibles de una teoria

Sea T una teorfa de primer orden (no necesariamente completa) escrita en un vocabulario
L (posiblemente con varias suertes ). El principal objeto de estudio en este trabajo es la
categoria de definibles en T, denotada 7 = Def(T'). La analogia fundamental de esta
seccion es: las categorias de definibles en la logica de primer orden, cumplen el mismo rol
que las dlgebras de Lindembaum-Tarski en la logica proposicional.

Procedamos a definir los objetos, los morfismos y la composicién en la categoria T

Un objeto en T, al cual llamaremos definible en T, es una clase de equivalencia entre
L-férmulas modulo T'. Explicitamente, un definible en 7' es una clase respecto a la relacion

o(x) ~P(z) siy solo si T = V. [p(x) ¢ ¥(x)].

Note que dos féormulas pueden ser equivalentes tnicamente cuando estan escritas en la
misma variable, es decir, cuando definen un subconjunto de la misma suerte. Por ejemplo,
x = 0 vista como férmula en la variable z define un ‘punto’, en cambio vista como abreviacién
de la férmula p;(z,y) = 0 define una ‘linea’. En adelante asumiremos que la sintaxis hace
explicita la variable de cada férmula.

Notacion. Escribiremos A :: ¢(z) cuando el definible A esta representado por la férmula
@(z), en particular cada suerte de L es un definible X :: x = x siendo z la variable asociada
a la suerte X.

Fijemos dos definibles A :: p(z) y B :: ¥(y). A cada morfismo definible f : A — B, le
corresponde un definible gr(f) :: 6(z,y), llamado grafo de f, para el cual:

T =V, [0z, y) = o(@) A(y)]
T | Va[p(z) — 3,0z, y)].

Por ejemplo, la igualdad define el grafo del morfismo identidad. Ma&s atn, la igualdad también
se usa para definir las inclusiones: Cuando T' = V.[p(z) — t¥(z)] el grafo del morfismo

(1-1)

inclusion, notado A — B, es representado por la férmula o(z1) A ¥(z2) A 1 = x9. En
particular, siempre A — X siendo X la suerte de referencia para la variable x.

El ejemplo candnico de morfismo definible, es el morfismo ¢ : X — Y dado por un término
t(z) : Y para el cual gr(t) :: y = t(z). En el ejemplo 1.2.3 (11) se muestra que todo morfismo
definible puede pensarse como proveniente de un término en un vocabulario aumentado.

Dados dos morfismos definibles f : A — By g : B — C cuyo grafo es gr(g) :: ¥(y, 2)
la composicién gf : A — C estd definida por gr(gf) = 3,[9(y, 2) A 0(z,y)]. Verificar que
la composicién es asociativa y unitaria (fids = f = idg f) es un ejercicio completamente
tautologico.

'En el apéndice hay una introduccién a los vocabularios con varias suertes.
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Modelos vistos como funtores

En légica proposicional, cada valuacién se extiende a un homomorfismo de algebras con
co-dominio los valores de verdad {_L, T}. Habiendo explicado que la sintaxis de primer orden
da lugar a categorias, ahora entenderemos como la semantica da lugar a funtores.

Sea T una teoria de primer orden escrita en el vocabulario L. Una L-estructura 9 asigna
a cada férmula ¢(x) su conjunto solucion

(M) ={a € M, | M= p(a)}.

Cuando 9 es modelo de T podemos considerarlo como un funtor 9 : 7 — Conj entre
T = Def(T) y la categoria de conjuntos Conj:

A cada definible A :: ¢(z) el modelo le asocia el conjunto M(A) := p(M). Si en lugar de
() usdramos otra férmula equivalente obtendriamos el mismo conjunto solucién. Para cada
morfismo definible f : A — B con grafo gr(f) :: 8(x,y), el conjunto solucién 6(9M) es el grafo
de una funcién f™ : 9MM(A) — 9MM(B). Trivialmente se verifica que 9 respeta composiciones
e identidades.

La imagen de un definible dentro de un modelo, esto es un conjunto de la forma 2(A),
es llamado conjunto 0-definible. Similarmente, la imagen de un morfismo definible, o sea
una funcién de la forma f™, es llamada funcién O-definible.?

Ejemplo 1.1.1. La teoria de cuerpos algebraicamente cerrados (ACF) escrita usando el
vocabulario de anillos Lyngs = {K,-,+,—,0,1} tiene eliminacién de cuantificadores, esto
significa que cada definible en K™ viene dado por una combinacién booleana de ecuaciones
p(z) = 0 donde p(z) € Z[x] con x = (z1,...,%p).

Para K = ACF, las suertes IK(K™) son los espacios afines; los conjuntos 0-definibles son
construibles sobre Z; las funciones racionales f € Z(x) y en caracteristica p el automorfismo
de Frébenius inverso (2P — x) son funciones 0-definibles, en [17] se muestra que esencialmente
esas son todas las funciones definibles.

Propiedades sintdcticas de una categoria de definibles

A continuacién, vamos a enunciar algunas propiedades categéricas de T = Def(T), las
cuales son consecuencia directa de las caracteristicas sintacticas de la légica clasica de primer
orden. La idea de establecer una analogia entre caracteristicas de los lenguajes y propiedades
de las categorias es fundamental en la logica categdrica.

= Objeto final: En 7 la suerte 1 es el objeto final. Desde el punto de vista sintactico
1: T, siendo T el simbolo que representa la tautologia, o sea una sentencia incondi-

2El 0 quiere decir definible sin pardmetros. Véase la definicién 1.2.13
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cionalmente verdadera. Para cualquier estructura 9t(1) es un conjunto con un unico
elemento, asi para cualquier definible X el tnico morfismo X — 1 define la funcién
constante M (X) — M(1).

Los morfismos definibles a : 1 — X son llamados elementos en X, pues cuando
a :: ¢(x) por ser morfismo T' = T — 3l,¢(z), es decir, para cualquier modelo de T’
tenemos que a™ € M(X).

Nota 1.1.2. El funtor de elementos I' : T — Conj dado por I'(X) := Hom(1, X)
es conocido en teoria de modelos como la clausura definible del vacio. Para una teoria
completa, I' = dcly () es una estructura comun a todos sus modelos.

= Objeto inicial estricto: En 7T la suerte O es el objeto inicial. Sintacticamente, 0 :: L,
siendo L el simbolo que representa la contradiccién. Para cualquier estructura 9t(0)
es el conjunto vacio, asi el morfismo trivial 0 — X define la funcién vacia ) — D(X).
Por la misma razon, si existiera un morfismo X — 0 tendriamos 7" = V. [p(z) <> 1],
o sea X seria isomorfo a 0.

Nota 1.1.3. Si T es inconsistente todo objeto en Defy (T") es isomorfo a 0.

» Productos: Dados dos definibles A < X y B < Y con A :: ¢(x) y B :: ¢(y) donde
X y Y son suertes, definimos A X B < X x Y mediante A x B :: ¢(x1) A ¥ (y2) pues
(x1,12) es la variable asociada al producto de suertes X x Y. El grafo de la proyeccién
pa: Ax B — A es representado por ¢(z1) A(y2) A x3 = p1(x1,y2), del mismo modo
definimos pp.

f
» Igualadores: Dados dos morfismos definibles X Ti Y el igualador de f y g es la

inclusion A < X del definible A :: 3,[¥(z,y) A ¢(z,y)] dado que gr(f) == O(z,y) y
grg :: Y(x,y). Note que para morfismos provenientes de términos, gr(f) :: y = t(z) y
gr(g) :: y = t'(x), la igualdad define el igualador A :: t(x) = t/(x).

Proposicién 1.1.4. La categoria T = Def(T) es finitamente completa, es decir, T
tiene todos los limites finitos.

Demostracion. Acabamos de demostrar que 7 cuenta con: objeto final, productos para cada
par de objetos e igualadores para cada par de morfismos. Es bien conocido (véase [15, V.
2.]) que la existencia de estos limites garantiza la de todos los demaés. O

= Productos fibrados: Para una pareja de morfismos definibles f : X — Zyg:Y — Z
con gr(f) = O(x,z) y gr(g) == ¥y, z), el producto fibrado de f y g es el definible
X xzY — X x Y representado por la formula 3,[0(z1, 2) A ¥(ys, )] junto con los
morfismos p; y p2 obtenidos al componer la inclusién en el producto con la respectiva
proyeccion. Graficamente
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Xx,V 2y

XﬁZ.

Nota 1.1.5. En adelante, diremos que una propiedad de morfismos es estable bajo
productos fibrados, si para cualquier producto fibrado en el cual g tenga dicha
propiedad p; también debe tenerla.

A modo de ejemplo, ser ménico es estable bajo productos fibrados; recuerde que m es
un morfismo manico si para cualquier par de morfismos distintos a y b, los morfismos
ma y mb son distintos.

Los productos fibrados seran la clase de limite més usada en este documento, pues

ellos permiten unificar varias nociones importantes. Vamos a presentar tres ejemplos
de ello:

e El producto fibrado de dos inclusiones A <— X y B — X

ANB“—— B

A—— X

es (isomorfo a) la interseccion de A y B, es decir, al definible dado por la
conjuncién de las formulas que representan a Ay B.

e El producto fibrado de un morfismo f : X — Y consigo mismo,

NfL)X

., j Jf (1-2)

XTY

se conoce como el nicleo de f. Cuando f viene de un término, gr(f) :: y = t(x),
tendriamos Ny :: t(x1) = t(z2).

Nota 1.1.6. En una categorfa finitamente completa el nticleo Ny < X? es una
relacién de equivalencia.? Més atin, sabemos que f es monico si y solo si su niicleo

3Consulte en [1, Cap. 1 sec. 8.4] la definicién de relacién de equivalencia para una categoria finitamente
completa. Alternativamente, vea la nocién de relacién definible en T' dada en el ejemplo 1.2.6 (1).
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coincide con la diagonal en X, siendo ésta el ntcleo de la identidad en X. En
el caso de T = Def(T) donde la diagonal es Ax :: 11 = x9, este hecho significa
que f es ménico siy solosi T = “f es 1-17.

e El producto fibrado de un morfismo f : X — Y y una inclusion B — Y

ffB—— B

|

X =5y

se conoce como la substitucion de f en B. Por ejemplo, si gr(f) =y =t(z)y
B :: ¢ (y), tendremos que f*B :: ¢(t(x)).

= Imagenes: En 7T el cuantificador existencial permite definir la #magen de un morfismo
img(f) :: 3.0(x,y) cuando gr(f) :: O(x,y). La imagen induce una factorizacién,

b% ! %
N

img(f)

donde f: X — img(f) tiene el mismo grafo que f.

Definicién 1.1.7. Sea C una categoria finitamente completa, un epimorfismo regular
es un morfismo que sirve como co-igualador de su niucleo. Una categoria se dice regular si
es finitamente completa, cada nicleo tiene un co-igualador y los epimorfismos regulares son
estables bajo producto fibrado.

Proposicién 1.1.8. La categoria T = Def(T') es regular.

Demostracion. En la proposicién 1.1.4 mostramos que 7 es finitamente completa. Veamos
ahora que para cualquier morfismo f : X — Y se tiene que f : X — img(f) es el co-igualador

P1
de pr—2)X

Tome g : X — Z con grafo gr(g) :: ¥(y, z), tal que gp; = gps. Por la propiedad universal
del ntcleo de g, la igualdad anterior implica que Ny < N,. Si gr(f) :: 6(x,y) definamos
H :: 3,[0(z,y) ANI(z, z)] y verifiquemos que T = “H es grafo de un morfismo”:

En efecto, si M |= Ty tanto (b, ¢1) como (b, c2) pertenecen a M(H), existen ay, az € M(X)
tales que b = fM(a1) = fM(a2) y ¢; = ¢"(a;) para i = 1,2. Asi (a1, az) € M(Ny) C M(N,)
y por esto ¢; = g™ (a1) = g™ (ay) = cy. Basta tomar h : img(f) — Z con gr(h) = H para ver
que g = hf. Es bastante claro que si ¢ = A’ f entonces b/ = h.
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Como los niicleos de f y f coinciden, hemos demostrado que f es un epimorfismo regular
siy solosi T = “f es sobre”. Gracias a esto, la tltima condicién para que T sea regular
se reduce a probar que en el siguiente producto fibrado

X xy7Z 2o x

Z —— Y,

siT | “f es sobre” entonces T' |= “p; es sobre”.

En efecto, dado M =T en el que f™ es sobre y ¢ € M(Z), basta tomar a € M(X) tal que
g™ (c) = f™(a) para ver que ¢ = p2'(a,c). En conclusién, T es una categoria regular. O

Definicién 1.1.9. Sea C una categoria arbitraria y X un objeto en C. La categoria de
sub-objetos Sub¢(X) tiene como objetos a los monomorfismos m: A — X. Sin: B — X
es otro monomorfismo un morfismo entre sub-objetos es un morfismo f : A — B en C que

satisface nf = m. ;

A—— B
X
La composicion y las identidades en Sube(X) se heredan de C.

Nota 1.1.10. Si f: A — B es un morfismo entre sub-objetos, entonces f es ménico en C. Més
aun, para cada par de sub-objetos existe maximo un morfismo entre ellos, pues nf = m y
ng = m implica que f = g. Esta observacién permite entender Sube(X) como un pre-orden
y simplificar la notacién escribiendo m < n si existe un morfismo entre m : A — X y
n:B— X.

= Algebras booleanas de sub-objetos: Para un definible X en 7 = Def(T), cada
monomorfismo m : A — X tiene en img(m) < X su representante canénico la cate-
goria Subz(X); es decir, dado otro monomorfismo n : B — X tenemos que existe un
morfismo n < m si y solo si hay una inclusion entre las imagenes img(n) < img(m).
Por lo anterior, la categoria Suby(X) es equivalente al orden de los definibles incluidos
en X.
Nota 1.1.11. En adelante trataremos a Subs(X) no como categoria, sino como algebra
booleana. Las operaciones booleanas entre sub-objetos definibles provienen de apli-
car el respectivo conectivo a las formulas que los definen. En analogia con la logica
proposicional llamaremos a Subr(X) el dlgebra de Lindembaum-Tarski en X.

Tenga en cuenta que el complemento es la negacion relativa a X; me explico, dado
A= X con A p(x) y X = ¢(x) definimos —A 1 —p(x) A Y(x), asegurando que
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—-A — X. En términos categdricos, la interseccién es un producto fibrado y la union
es el co-limite de la interseccién

ANB—— B

A—— AV B.

Para cada morfismo definible f : X — Y en T y cada B < Y en Subs(Y) usamos un
producto fibrado para construir f*B < X en Sub7(Y). De esta manera consideramos
a la substitucién f* como funcién.

f* : SubT(Y) — SubT(X)

ffB ——

B
B—=Y — [ E (1-4)
Y.

X

Proposicién 1.1.12. Para cualquier morfismo definible f : X — Y en T = Defr(T), la
substitucion f*: Subr(Y) — Subr(X) tiene adjuntos a izquierda y derecha.

En consecuencia f* es un homomorfismo de dlgebras booleanas. Mds aiun, f es mdnico
si y solo si f* es sobreyectivo, y dualmente f es un epimorfismo reqular si y solo si f* es
myectivo.

Demostracion. El adjunto izquierdo esta dado por 37 : Subs(X) — Suby(Y') donde
A = 3[(z, y) A p(a)],

cuando gr(f) :: 8(x,y) y A:: p(x). Andlogamente el adjunto derecho V; se define por
VA = Val0(z,y) = o(z)].

Esta adjuncion afirma para A — X y B — Y que:

A< "B

- 1- *B— A
3,A— B (1-5) /

_ 1-

Suponga que B :: ¥ (y). En términos sintécticos, 1-5a afirma la equivalencia de las sentencias

Vaolo(z) = Fl0( ) APy Y[Bele(e) A0z, y)] = ¥(y)],
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0 o ),

Y L 1 Y L 1 Y’ " ‘
\ ] ‘EIfA' va

Figura 1-1: Adjuncién entre la substitucion y los cuantificadores.

dualmente 1-5b la equivalencia entre

Ve [3,10(x, y) AY(y)] — @()] y v, [(y) — Vu[0(x,y) = p(2)]].

Ambas equivalencias se demuestran usando que Yy, ,,[0(x,y1) A 0(x, y2) = y1 = Y.

Para finalizar, f* es homomorfismo de algebras booleanas, porque todo adjunto derecho
preserva (A) limites y todo adjunto izquierdo preserva (V) co-limites. Note que f es epimor-
fismo regular, siempre y cuando 3¢f*B = B para todo B € Suby(Y); es decir, cuando f* es
inyectivo. Dualmente f es ménico, siempre y cuando f*V;A = A para todo A € Subs(X);
es decir, cuando f* es sobreyectivo. O

» Co-productos: En T el co-producto entre dos definibles A :: ¢(z) y B :: ¢(y) esta
dado por

AU B = Bf(zey) = m(x) Ap()] V 3y[(z-y) = pa(y) Ao (y)] (1-6)

donde p; (resp. o) es la inclusion de la suerte X (resp. Y) en la suerte X UY y
la co-tupla (z_y) es la variable asociada a esta tltima. Una co-tupla es simplemente
una representacién sintactica de una definicion a trozos. Note que en este trabajo el
co-producto de suertes, las co-tuplas y las inclusiones son parte integral del lenguaje.
Puede ver mas detalles en el apéndice.

En el caso de una teoria con tnica suerte basica, decimos que elimina co-productos,
si esta cuenta con dos constantes distintas, pues es posible definir 2 :: x = ¢; V& = ¢
e identificar X L X con X x 2.

Definicién 1.1.13. Una categoria finitamente completa C es extensiva si tiene co-productos
finitos y para cualquier par de objetos X, Y la pareja de inclusiones px, py establecen una
equivalencia de categorias (u%, pu3) : Sube(X LY) — Sube(X) x Sube(Y).

Proposicién 1.1.14. La categoria T = Def(T') es una categoria extensiva.
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Demostracién. El co-producto de sub-objetos LI : Subz(X) x Subz(Y) — Subs(X UY) es
precisamente el homomorfismo inverso a (uj, 1) : Sube(X UY) — Sube(X) x Sube(Y).

En efecto, dados A :: p(z) y B :: ¥(y) usando la definicién de AU B dada en 1-6 vemos que
wi(AUB) = A, pues py(x) = usa(y) es imposible y 3, [p1(z) = pa(x1) Ap(z1)] es equivalente
a (). Del mismo modo pi(AU B) = B.

Reciprocamente, dado cualquier C'— X LU'Y usamos la tautologia

Viewy) Be(@-y) = (2) V 3y(2-y) = pa(y)];
para obtener que C' = p;C U p5C. O

Nota 1.1.15. En el caso de una teoria con tnica suerte bésica que elimina co-productos, la
categoria de definibles en T es extensiva atin cuando el lenguaje no incluyera simbolos de
inclusiéon ni co-productos de suertes.

» Clasificador de sub-objetos: Para cualquier sub-objeto A < X en T usamos que
Al —-A = X para definir su morfismo caracteristico x: X — 2.

A€ X ’ = A
11— 2,1

K1
siendo 2 = 11y 1 —=2 sus dos elementos. De esta manera se establece un isomor-
M2

fismo natural entre Sub(X) y Hom(X, 2), por lo cual decimos que 2 es el clasificador
de sub-objetos de T.

Nota 1.1.16. Recuerde que un morfismo f es epi si para todo par a,b de morfismos
distintos los morfismos af y bf también son distintos. La existencia de dicho clasificador
hace que las nociones de epimorfismo y epimorfismo regular colapsen,

f Ximg(f)
X y —/5 2

Cy

M1
img(f) —— 1
pues siempre jicy f = Ximg(s)[; Por lo tanto, si f es epi entonces img(f) =Y.

A continuacién, vamos a dar un par de definiciones y enunciar un teorema que condensa
toda la informacién anterior.
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Definicién 1.1.17. Dadas L-estructuras 9 y 9 una inmersion elemental o : M — N
es una coleccién de funciones {oy : M, — N, | X es una suerte en L} tales que para todo
a € M, y toda L-férmula p(x) tenemos que M = ¢(a) implica N = p(o.(a)). Si M es una
sub-estructura de I, decimos que M es extension elemental de N si la inclusién es una
inmersion elemental.

La clase elemental de T, denotada Mod(T), es la categoria cuyos objetos son las L-
estructuras que satisfacen T, y cuyos morfismos son las inmersiones elementales entre ellas.

Nota 1.1.18. Tenga en cuenta que para una inmersion elemental o : 91 — 91, también es
cierto que M | p(o,(a)) implica M = p(a), pues M = —p(a) implica N E —p(o.(a)).

Definicién 1.1.19. Una categoria booleana es una categoria regular en la cual las subs-
tituciones son homomorfismos entre las algebras booleanas de sub-objetos.

Un funtor entre categorias booleanas H : B — B’ es un funtor booleano si cumple las
siguientes condiciones:

= H preserva limites finitos. En particular, dado que preserva nicleos también preserva
monomorfismos.

» Para cada objeto X en B la restricciéon de H entre Subg(X) y Subg(HX) es un
homomorfismo de algebras booleanas.

» H respeta imégenes, es decir, para cada morfismo f : X — Y tenemos que H img(f) =
img(H f).

Si, adicionalmente, B y B’ son extensivas y H respeta co-productos, decimos que el funtor
H es extensivo.

Sean C y D categorias arbitrarias. Recuerde que una transformacion natural entre dos
funtores H, K : C — D’ es una coleccién de morfismos

o={ox}yep={ox : HX = KX | X es objeto en C}
tal que para todo f: X — Y en C el siguiente diagrama conmuta:

HX 25 KX

Hf Kf
Hy oy KY.

Por ultimo, una equivalencia de categorias es un par de funtores F' : C — Dy G :
D — C quasi-inversos, es decir, con isomorfismos naturales G o ' ~id¢ y F o G ~ idp.
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Ejemplos 1.1.20. (1) La categoria de conjuntos (Conj) es una categoria booleana y ex-
tensiva, pero no es (equivalente a) la categoria de definibles de teorfa alguna (pues en
toda teorfa el nimero de definibles esta acotado por |L| 4 Ry).

(1) La categorfa con dos objetos 0 < 1 es booleana y tiene co-productos, pero no es
extensiva pues Sub(1 1) = Sub(1) no es equivalente a Sub(1) x Sub(1).

(1) La composicién de funtores booleanos (y extensivos) es nuevamente un funtor booleano
(y extensivo).

Teorema 1.1. Dada una teoria de primer orden T con vocabulario L. La categoria de
definibles T = Def(T) es una categoria booleana y extensiva. Adicionalmente, la clase
elemental Mod(T) es equivalente a la categoria de funtores booleanos de T en Conj. Esto
significa que:

1. Dado M = T wvisto como funtor M : T — Conj es un funtor booleano y extensivo. Mds
atn, cada funtor booleano y extensivo entre T y Conj es naturalmente isomorfo a un
modelo.

11. Cada inmersion elemental entre modelos de T, puede verse como una transformacion
natural entre los respectivo funtores.

Demostracion. Las proposiciones 1.1.8, 1.1.12 y 1.1.14 demuestran que 7T es booleana y
extensiva.

Si 91 es un modelo de 7', segiin vimos en la pagina 3, podemos considerarlo un funtor
definido por M(A) = p(M) cuando A es el definible representado por la férmula ¢(z).
Debido a la definicion inductiva de los conjuntos solucion, el funtor 99T preserva los productos
y co-productos, los igualadores pues provienen de la igualdad, las operaciones booleanas y las
imagenes pues estas provienen del cuantificador existencial. Para mas detalles en la definicion
de los conjuntos soluciéon puede consultar el apéndice.

Reciprocamente, si H : T — Conj es un funtor booleano, la L-estructura 9y obtenida al
evaluar el funtor H en cada uno de los simbolos del vocabulario L resulta ser un modelo de
T'. De forma inductiva, se define un isomorfismo natural entre H y el funtor dado por M.

La nocién de transformacién natural entre funtores booleanos, coincide con el concepto
de inmersion elemental, pues para cada definible A — X la funcién ox se restringe a
oa : M(A) - N(A) y para cada morfismo definible f : A — B el siguiente diagrama es
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conmutativo:

TA OB

O

Notacion. En adelante, cuando digamos tinico funtor booleano, queremos decir tinico salvo

isomorfismo natural.

Ejemplos 1.1.21. (1) Considerando la teoria trivial en el lenguaje puramente légico, o

(111)

sea el vocabulario no tiene suertes bésicas ni simbolos propios, obtenemos la categoria
F = Defy(D) cuyos objetos son las suertes de la forman =1U---U 1,y en la cual
cada morfismo f : n — m queda determinado por las composiciones f(i) = fu; donde
i; 1 — n son los n puntos de n. Note que para cualquier categoria booleana y
extensiva B hay un tnico funtor booleano y extensivo de F en B.

La categoria de conjuntos finitos (Fin) es una categoria booleana, de hecho es equiva-
lente a la categoria F del ejemplo anterior. Explicitamente, la unica estructura (fun-
tor booleano y extensivo) § : F — Fin tiene como quasi-inverso a la cardinalidad
# : Fin — F.* Por lo anterior, pensamos a F como el esqueleto de los conjuntos
finitos.

Considerando la teoria trivial en el vocabulario L, podemos identificar el lenguaje
con la categoria £ = Def (). Esta es la categoria booleana y extensiva libre sobre
el vocabulario L, pues basta interpretar los simbolos de L en algun otra categoria
booleana y extensiva B y usar induccién sobre féormulas para obtener un tnico funtor
booleano y extensivo de £ en B.

En particular, para cualquier L-teoria existe un funtor canénico del lenguaje en los
definibles de la teoria. Analicemos detalladamente este morfismo: En L las sentencias
corresponden con los sub-objetos de 1, asi una teoria 7" C Sub,(1) genera un filtro de
consecuencias T. Asi, el dlgebra booleana cociente Subs(1) = Sub,(1)/T nos da las
clases de equivalencia de sentencias modulo T'.

Para levantar este filtro a cada X en £ substituimos en el morfismo X — 1; gracias
a la adjuncion entre la substitucién y los cuantificadores, esto equivale a construir el

4 Note que para definir la cardinalidad en morfismos es necesario elegir una enumeracién de cada conjun-
to finito; dicha familia de enumeraciones es precisamente el isomorfismo natural entre §# y el funtor
identidad en Fin.
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filtro T, = {A — X | T |= V¥, A} cuyo cociente Suby(X) = Sub,(X)/T, son las clases
de equivalencia de férmulas en X mddulo T

En conclusién, el funtor canénico de £ en T = Def (T') visto en sub-objetos correspon-
de con el homomorfismo candnico al cociente entre algebras de Lindembaum-Tarski.

El teorema 1.1 es el resultado mas importante de esta seccién. En lo que resta de la misma,
vamos a presentar dos preliminares: uno puramente categérico y otro modelo-tedrico.

Limites inductivos y proyectivos

A continuacién, construiremos las categorias de limites proyectivos (ProC) y co-limites
inductivos (Ind C) para una categorfa arbitraria C.

Definicién 1.1.22. Una categoria pequena Z se dice dirigida si

= Para cada par de objetos 7,5 existen un objeto k£ y morfismos ¢ — ky j — k.

= Para cada par de morfismos «, 8 : i — j existe un morfismo 7 : j — k tal que yao = 0.
Una categoria J se dice co-dirigida si su categoria opuesta J es dirigida.

Definicién 1.1.23. Un sistema dirigido en C es un funtor (A;) = (A;, fo) : Z — C,
para el cual Z es dirigida. Anédlogamente, un sistema co-dirigido en C es un funtor
(B;) = (Biy ga) : J — C, para el cual J es co-dirigida.

El co-limite de un sistema dirigido (A4;) es un objeto A = lim A; y unos morfismos
wi A = Aen C tales que pjf, = p; para todo o : @ — j en Z que cumplen la siguiente
propiedad universal: Para cualquier objeto C' y morfismos h; : A; — C' en C que conmuten
con los f,, existe un unico morfismo h : A — C' tal que h; = hy;.

El limite de un sistema co-dirigido (B;) es un objeto B = lim B; y unos morfismos
pi + B — B; en C tales que g.p; = p; para todo « : 7 — j en J que cumplen la siguiente
propiedad universal: Para cualquier objeto C' y morfismos h; : C' — B; en C que conmuten
con los g,, existe un tnico morfismo h : C' — B tal que h; = p;h.

Ejemplos 1.1.24. (1) El co-limite de un sistema dirigido en Conj es el cociente de la unién
disyunta, donde dos elementos son equivalentes si existen morfismos en el sistema que
los lleven a la misma imagen. Simbdlicamente:

lim A; = [T A/ ~

donde a; ~ a; si existen a: i = ky f:7— k con f,(a;) = fs(a,).
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(1) El limite de un sistema co-dirigido en Conj es el subconjunto del producto formado por
las tuplas coherentes. Simbolicamente:

limB; = () {(t) € [[B: | galbs) = b5}

ai—]

Gracias a la propiedad universal en un co-limite dirigido hay control sobre los morfismos
que salen y en un limite co-dirigido hay control sobre los morfismos que llegan, es decir,
suponiendo que liﬂAi y l‘ngi existen en C tenemos que:

Homc(liﬂAi, B) = @Homc(Ai,B)

Home (A, lim B;) = lim Home(A, B;) (1-7)

donde el limite a la derecha se calcula en Conj.

Por el contrario, generalmente no existe ningtin control sobre los morfismos en la otra direc-
cién. Para solventar este problema, en lugar de calcular los limites dentro de C (que podrian
no existir) nos valemos de la inmersién de Yoneda para cambiarlos por limites de funtores
donde el lema de Yoneda nos permite calcular los conjuntos de morfismos. Intuitivamente,
los objetos en IndC (ProC) son limites “formales” de sistemas (co-)dirigidos.

Lema 1.1.25 (Yoneda). Sea C una categoria arbitraria y X un objeto en C.

s Para cada funtor H : C? — Conj, las transformaciones naturales de el funtor repre-
sentable X := Home(—, X) en H estdn en biyeccion con H(X).

Nat(X, H) = H(X)
En particular, el funtor j: C — C = Conj®” definido por X — X es fiel y pleno.
s Para qada funtor K : C — Conj las transformaciones naturales de el funtor represen-
table X := Home(X, —) en H estan en biyeccion con K(X).
Nat(X, K) = K(X)
En particular, el funtor i : C — C = (Conj®) definido por X — X es fiel y pleno.
Nota 1.1.26. Este es un lema clasico en teoria de categorias cuya demostracién puede con-

sultarse en [15, III. 2.]. Los funtores ¢ : C — C y 7 : C — C son llamados inmersiones de
Yoneda co-variante y contra-variante.

Rigurosamente, si (A;) es un sistema dirigido en C, (A; = Home(—, 4;)) es un sistema diri-
gido en € = Conj®” . Dualmente, si (B;) es un sistema co-dirigido en C, (B; = Home(B;, —))
es un sistema co-dirigido en C% = (Conjc)OP , es decir, un sistema dirigido en C. Como en una
categoria de funtores los co-limites se calculan luego de evaluar y en Conj sabemos calcular
co-h:mites dirigidos (ejemplo 1.1.24 1) podemos asegurar que hg A; existe en C y hﬂ B; existe
en C.
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Definicién 1.1.27. A cada sistema dirigido (A;) en C le asociamos su co-limite inductivo
Ind A4; := hgq A; vy definimos Ind C como la sub-categoria plena de C formada por los co-limites
inductivos sobre C.

A cada sistema co-dirigido (B;) le asociamos su limite proyectivo Pro B; = hﬂ B; y defini-
mos ProC como la sub-categoria plena de C% formada por los limites proyectivos sobre C.

El que IndC sea sub-categoria plena de C, significa que para un objeto C' y un sistema
dirigido (A4;) cualesquiera en C tenemos

Homp,qc(C,Ind A;) = Nat(C’, Ind A;)
= (Ind 4,)(C) = limy 4;(C) (1-8)
= ligHomc(C, A;).

Anélogamente, el que ProC sea sub-categoria plena de C°, significa que para un objeto C
y un sistema co-dirigido (B;) cualesquiera en C tenemos
Homp,,¢(Pro B;, C') = Nat(C, Pro B;)
= (Pro B;)(C) = lim B,(C) (1-9)
= liﬂHomc(Bi, ).

Resumiendo las ecuaciones 1-7, 1-8 y 1-9, tenemos que dados un par de sistemas dirigidos
(A4;), (V;) indexados por Z, J respectivamente, y un par de sistemas co-dirigidos (B;), (W;)
indexados por Z, J respectivamente

Homppqc(ProVj, Pro 4;) = l&nlignHodeh A;)
JET i€
HomProC’(PrO Bi7 Pro WJ) = l&n ligﬁlI_IOHIC(Bia W])

JeT i€l

(1-10)

En el caso de una categoria de definibles 7, podemos pensar los limites inductivos y
proyectivos como familias indexadas de formulas donde las variables de una férmula y otra se
conectan mediante un morfismo definible. A los objetos en Ind 7 (resp. Pro T') los llamamos
ind-(resp. pro-)definibles en T.

Recuerde que cada 9 |= T lo entendemos como un funtor 9 : 7 — Conj. Naturalmente, 9t
puede levantarse a las categoria Ind 7 (también a Pro7T'), para ello basta definir 9t(Ind A;) =
hﬂim(A,) (resp. M(Pro B;) = @93?(3,))

Al mirar a 9 como funtor surge la pregunta de si es o no un objeto en Pro 7, la respuesta
es afirmativa, y para comprobarlo usaremos la construcciéon de Grothendieck (seccion 2.2.2).
En [8] se encuentra una descripcién detallada de las categorias Ind 7 y Pro 7.
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Espacios de tipos

Concluimos esta seccién introduciendo una de las herramientas bésicas de la teoria de
modelos y de paso mostrando ejemplos naturales de ind- y pro-definibles.

Sea T = Def(T) la categoria de definibles de una teoria de primer orden.

Definicién 1.1.28. Sea X un definible en 7. A su dlgebra booleana de sub-objetos Subz(X)
le corresponde mediante la dualidad de Stone un espacio topolégico de Hausdorff, compacto
y totalmente disconexo S7(X) cuyos puntos (ultrafiltros en Sub(X)) son llamados tipos
completos en X.

La topologia de S7(X) tiene por base de abiertos-cerrados a los subconjuntos de la forma
S7(A) C S7(X) con A — X; claramente para un p € S7(X) tenemos que p € S7(A) si y
solo si A € p.

Dado MM : T — Conj y a € M(X) el tipo de a en M es

tpgp(a) ={A— X | a € M(A)} € S7(X).

El siguiente lema justifica el nombre espacio de tipos, muestra la relacién entre tipos y
automorfismos, y da un criterio topolégico para identificar definibles. Su demostracién puede
encontrarse en cualquier texto de teorfa de modelos, por ejemplo [21, Sec. 5.1].

Lema 1.1.29. Para cada definible X en T tenemos que:

1. Todo tipo completo en X, p € S7(X), es el tipo de algin elemento en algin modelo. Es
decir, existen M =T y a € M(X) tales que p = tpgy(a).

1I. Dado M |= T, dos elementos a,b € M(X) tienen el mismo tipo (tpy(a) = tpoy(b)) si
y solo si existe una extension elemental N < N y un automorfismo o : N — N tal que
ox(a) =b.

1. Cualquier subconjunto U C S(X) que sea abierto y compacto es de la forma S (A) para
algiun definible A — X.

Dado M =T y U C Sr(X) definimos M(U) := {a € M(X) | tpy(a) € U}. Observe que
M(S7(A)) = M(A), pues tpgr(a) € S7(A) siy solo si A € tpy(a).

Con esto en mente, a cada abierto O C S7(X) le asociamos el ind-definible Indg, (4)co A.
Dualmente, a cada cerrado F' C S7(X) le asociamos el pro-definible Propcg, (a) A.
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De esta forma, para todo cerrado F' C Sy (X)

MF) = (] M(Sr(4))

FCST(A)

=M (Propcsy(a) A)-

Dualmente, para todo O C S7(X) abierto se cumple que 9MM(0) = M(Inds, (ayco A).

Nota 1.1.30. La dualidad de Stone actia funtorialmente, es decir, a cada homomorfismo
entre algebras le asigna una funcién continua en direcciéon opuesta. En particular, para un
morfismo definible f : X — Y tenemos el homomorfismo f* : Subs(Y) — Subs(X) y su
dual S7(f) : SH(X) — S7(Y). Esta ultima funcién toma el tipo p = tpy(a), para algin
a € M(X), y lo envia en el tipo S+(f)(p) = tpyy(f™(a)). Esta dualidad nos da una nueva
caracterizacién de epimorfismos y monomorfismos, pues f* es inyectiva siempre y cuando
S7(f) sea sobre, y viceversa.

El espacio de tipos no es otra cosa que el espectro del anillo de subconjuntos definibles,’
donde el espacio topoldgico base es exactamente el descrito arriba; en otros término, tenemos
un esquema que asocia a cada abierto basico S7(A) con su anillo coordenado Subz(A) y
cuando S7(A) C S7(B) la restriccién es (A — B)*.

1.2. Interpretaciones

En la seccion anterior vimos como caracterizar la sintaxis de una teoria de primer orden,
teorema 1.1, en esta seccién usaremos dicha caracterizaciéon para entender como movernos
de una teoria a otra. Sean Ty y T' dos teorias de primer orden escritas en lenguajes Ly y L
respectivamente.

Definicién 1.2.1. Una #nterpretacion de T en T es un funtor booleano y extensivo
v : Defr,(Ty) — Def(T) entre las categorias de definibles de las teorias Ty y 7.

Recuerde (ver definicién 1.1.19) que un funtor booleano y extensivo debe preservar limites
finitos, debe dar lugar a homomorfismos entre las algebras de Lindembaum-Tarski y debe
respetar tanto imagenes como co-productos.

Ejemplos 1.2.2. (1) El funtor canénico del lenguaje £ = Def((}) en los definibles de una
teoria T = Def(T), visto en el ejemplo 1.1.21 (111) , es una interpretaciéon. Més aun,
dadas dos L-teorias Ty C T hay una interpretacién canénica ¢ : Def (7o) — T.

5En un 4lgebra booleana los ultrafiltros son complementos de los ideales primos.
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(1) La teorfa trivial en el lenguaje puramente 1égico se interpreta en cualquier otra teoria
T, pues existe un tnico funtor booleano extensivo de F = Defy(()) en T. Ver ejemplo
1.1.21 (1).

(1) Si 9 es una estructura finita, o sea M, es finito para toda suerte X, su teoria
T = Th(9M) es interpretable en el lenguaje puramente l6gico. Pues 9 es un fun-
tor booleano y extensivo de 7 en la categoria de conjuntos finitos Fin y al componer
con la cardinalidad obtenemos la interpretacién #9 : T — F.

Receta para construir interpretaciones

El teorema 1.1 nos permite entender a 7 = Def(T") como la categoria booleana y exten-
siva generada por L y sujeta a las relaciones de T'. Aprovechemos esta idea para construir
interpretaciones de Ty en T

Lo primordial es interpretar cada simbolo de Ly con una férmula de £ = Def;(()) y al
componer con el funtor canénico un definible en 7 = Def (7). Por induccién sobre férmulas
la interpretacién se extiende a Lo = Def 1, (()) de una tinica manera. Una vez la interpretacién
estd definida en sub-objetos, queda definida para cualquier morfismo, pues ya esta definida
para su grafo. Hecho esto, basta con probar que 7" demuestra los axiomas de T (interpretados
en L).

Ejemplos 1.2.3. (1) Cada traduccidon, es decir, funcién entre los vocabularios que res-
peta el tipo de cada simbolo®, genera una interpretacion ¢ : Lo — L. Si T = 1p para
todo ¢ en Tj dicha interpretacién se eleva a Ty = Def, (Tp) mediante los morfismos

canonicos:
Ly —— L

|

To — T.

(1) Dado un morfismo definible f : X — Y con f :: ¢(x,y) agregamos al vocabulario un
simbolo de funcién £ y tomamos Ty = TU{V,V,[y = £(z) <> ¢(x,y)]}. Segin el ejemplo
anterior, tenemos una interpretacion ¢ : 7 — Ty la cual resulta ser una equivalencia
de categorias, pues la interpretacion inversa j : 7; — 7T se obtiene inductivamente al
interpretar el simbolo f como el definible f.

(111) La teoria de una relacién de equivalencia con infinitas clases infinitas (notada ER« oo
con Lyq = {X,FE — X?}) se interpreta en la teorfa de infinitos elementos (T, con

6Una traduccién ¢ : Ly — L respeta el producto y co-producto de suertes, si R simboliza una relacién en
X, R simboliza una relacién en ¢ X y andlogamente para simbolos de funcion.
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Lyt = {Y}) tomando como suerte a las parejas de elementos (1(X) = Y?) y como
equivalencia a tener la misma primera componente (tE < Y4 con (E :: y; = y3).

(1v) La teorfa de algebras booleanas se interpreta en la teoria de anillos (conmutativos con

2

unidad), eligiendo como suerte a los idempotentes (z* = ), como multiplicacién de

idempotentes la misma del anillo y como suma de idempotentes la expresion z+y—xy.

(v) La teorfa de cuerpos algebraicamente cerrados de caracteristica cero (ACFy), se inter-
preta en la teorfa de cuerpos diferencialmente cerrados (DCF), de dos formas distintas:
primera, como expansion del vocabulario pues Laifrings = Lrings U {0 : K — K}; v se-
gunda, como el campo de constantes (¢K :: dz = 0).

(vi) La teoria de cuerpos real cerrados (RCF) en el vocabulario {R, <,+, —,-,0, 1}, inter-
preta ACF. Basta tomar (KX = R?, interpretar la suma como la suma vectorial y la
multiplicacién coma la funcién que envia ((a,b), (¢, d)) en (ac — bd, bc + ad).

Usaremos el teorema 1.1, para entender que a nivel semantico una interpretacién induce
un funtor entre las clases elementales.

Definicién 1.2.4. Una interpretacién ¢ : To — 7T, entre dos teorias Ty Tj, da lugar a un
funtor de interpretacion entre las clases elementales o* : Mod(T') — Mod(7}) que a cada
M = T le asigna My = Mo : Ty — Conj y a cada inmersién elemental o : 9T — 9 donde
o = (oy)yer le asigna "o : My — My donde t*ox = 0,x para X € Ty. El modelo M, | T
es llamado reducto de 91 a Tj.

Ejemplo 1.2.5. Considere ¢ : Def(ACF) — Def(RCF) la interpretacién del ejemplo 1.2.3
(VI) y R un cuerpo real cerrado, en este caso Ry = "R = R[v/—1].

Sea T' es una teoria de primer orden y Tj la teoria de una clase de Ly-estructuras, usaremos
el adjetivo “definible en 77 para denotar a una interpretacién de Ty en T

Ejemplos 1.2.6. (1) Una relacion de equivalencia definible en T es una interpre-
tacién en T de la teorfa de relaciones de equivalencia (ER) con L,q = {X, E — X?}.
Para 9 = T su reducto a ER es la relacién de equivalencia 9¥(E) en el conjunto
M(X).

Compare con la nocién de relacién de equivalencia en una categoria finitamente com-
pleta, dada en [1, Cap. 1 sec. 8.4].

(11) Un grupo definible en T' es una interpretaciéon en 7' de la teoria de grupos (GR) en
el vocabulario Lgoups = {G, -, (=)' e}. Para M = T su reducto a GR es el grupo
M(G) cuya multiplicacion, inversos y elemento neutro se obtienen la interpretar los
simbolos de Lgroups €n 9.

Compare con la nocién de grupo en una categoria cartesiana. Véase pag. 57



1.2 Interpretaciones 21

(111)

Una accion definible de grupo en T es una interpretacién en T de la teoria de
acciones de grupo (GRA). Dicha teorfa anade al vocabulario Lgoups una suerte X y un
simbolo de funciéon m : G x X — X e incluye axiomas para garantizar que se respete
la composicion (m(gh,z) = m(g, m(h,z))) y la identidad (m(e,z) = z). De modo que,
para cada M |= T su reducto a GRA es una accién del grupo M(G) en M(X).

Una categoria definible en 1" es una interpretaciéon en 7' de la teoria elemental
de categorias (CAT) cuyo vocabulario es Le,, = {Obj, Mor, s,t,id, o}. Este tiene dos
suertes, Obj para objetos y Mor para morfismos; simbolos de funcién s,t : Mor — Obj
que indican el dominio y co-dominio de cada morfismo, id : Obj — Mor que escoge la
identidad de cada objeto; y un simbolo de relacién o < Mor® que indica la composicién
de morfismos. Los axiomas de CAT aseguran que la composicién es el grafo de una
operacion o : Mor X op; Mor — Mor, donde Mor X op; Mor es el producto fibrado

P2
Mor X Obj Mor —— Mor

plh h (1-11)

Mor ———— Obj .

y que dicha operacion es asociativa, respeta dominios, co-dominios e identidades.

Para cada 9 |= T su reducto a CAT es una categoria pequena con objetos 9(Obj) y
morfismos 9t(Mor).

Un grupoide es una categoria pequena en la cual todo morfismo tiene inversa. La
teoria de grupoides (GRD) es una expansion de CAT que anade a L., un simbolo de
funcién (—)~! : Mor — Mor junto con los axiomas que garantizan que gg—'y g~1g son
identidades.

En consecuencia, un grupoide definible en T es una interpretacién de GRD en T'. Asi
para 9 = T su reducto a GRD es un grupoide G™ con objetos 9(Obj) y morfismos
M (Mor).

1.2.1. Expansiones por constantes, inmersiones y estabilidad

Sea T una teoria de primer orden en el vocabulario L. En este momento haremos una

digresién para mostrar la equivalencia entre expansiones por constantes de 7'y estructuras

definiblemente cerradas en 7. Para esto haremos una caracterizacién funtorial de dichas

estructuras.

Definicién 1.2.7. Una expansion por constantes de T es una teoria completa T" que



22 1 Presentacion Categérica de Internalidad

extiende a T en un vocabulario de la forma L' = LU {¢; : 1 — X;}, ;. La inclusiéon L C L/

da lugar a una interpretacién canénica j: Def (T') — Def, (T").

iel”

Definicién 1.2.8. Sea 9 una L-estructura y {a;},., un conjunto indexado de elementos
a; € M(X;), decimos que un elemento b € M(Y') pertenece a la clausura definible de
{a;},c;, denotada dcl({a;},.,), si existe una férmula ¢(z1,. .., z,,y) tal que

M = das, ..., a,,0) AIydlas, ... an,y),

en otras palabras, b € dcl({a;},.;) cuando existen un morfismo f : A — Y definible en
Th(9%) y un subconjunto finito {ai,...,a,} € {a;} donde A — X; x --- x X,, tales que
f™(ay,...,a,) =0b. Pues, basta tomar A :: 3,¢(y, z1,...,2,) y gr(f) it ¢(ar, ..., an,y).

Suponga que M = T, segin el teorema 1.1 M : T — Conj es un funtor booleano y
extensivo. En ese contexto, la clausura definible de un conjunto & = dcl({a;},.,;) puede
entenderse como un funtor de & : 7 — Conj definido por X ~— M(X) Ndcl({a};c;).

Note 2l es sub-funtor de 9, por tanto 2 es una sub-estructura de 2N, respecto a L y a cual-
quier expansién de L mediante morfismos definibles (vea el ejemplo 1.2.3 11). Esto implica que
2 respeta productos, co-productos, igualadores y operaciones booleanas entre sub-objetos;
porque dichas construcciones pueden definirse sin usar el cuantificador existencial y por tanto
se preservan bajo sub-estructuras. Esta discusiéon motiva la siguiente definicion:

Definicién 1.2.9. Un funtor 2 : Def (T) — Conj que preserve limites, co-productos y
operaciones booleanas entre sub-objetos es llamado estructura definiblemente cerrada
en T

Nota 1.2.10. Es claro que todo 9t = T es una estructura definiblemente cerrada. Por el
contrario, para que una estructura definiblemente cerrada sea un modelo de T hace falta que
preserve imagenes (teorema 1.1), es decir, que sea existencialmente cerrada. Este hecho es
la version categérica del test de Tarski- Vaught para subestructuras elementales.

Ejemplo 1.2.11. Una estructura definiblemente cerrada en la teoria ACF es un cuerpo per-
fecto, pues el automorfismo de Frobenius inverso es una funcion definible. En otros términos,
en un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica p, se cumple que

del({a;}) = (Z/pZ) (@) ™.

Lema 1.2.12. Las expansiones por constantes de T estan en correspondencia biyectiva con
las estructuras definiblemente cerradas en T'.

Demostracion. Sea T' una expansién por constantes de 7. Llamemos 2l a la composicién de
la interpretacién candnica 7 : 7 — T’ y el funtor de puntos T’-definibles IV : 7" — Conj
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siendo I"(X) = Homg (1, X). Para comprobar que 2 = I o j, basta recordar que j es un
funtor booleano y extensivo mientra que IV = dclz () (nota 1.1.2).

T

N

Conj

Reciprocamente, dada 2( una estructura definiblemente cerrada en 7" vamos a construir 7
una expansién por constantes de T': Tome {a;},.; = | | 2(X) donde la unién se toma sobre
todas las suertes basicas X en L, el vocabulario L* = LU{c; : 1 — X;} dado que a; € A(X;),
v p(ci, ... cy) es axioma de T* siempre que (ay, . ..a,) € A(A) donde A :: p(xq,...2,).

Vemos que T™ es completa y extiende a T, pues para cada L-sentencia ¢ tome A :: ¢ en
T y vea que 2A(A) es vacio A(A) = 2A(0) o tiene exactamente un elemento 2A(A) = A(1).

La correspondencia es biyectiva: Para cada expansién por constantes 7" con vocabulario
L'=LU{c:1— X;},.;, el teorema de completitud asegura existe 9 = 7"y un conjunto
{a;};c; con a; € M(X;) tal que T" = Th(IM, a;)icr. En este caso A = I o j es naturalmente
isomorfo a dcl({a;},c;). Como {a;},.; € dcl({a;},.;) la teorfa Th(9M, a;) es interpretable
en T% = Th(9M,dcl({a;})). Mas atin, dicha interpretacién posee inversa; pues para cada
b € A(Y) existe un morfismo f definible en T tal que f™(ay,...,a,) = bpara {ay,...,a,} C
{a;}, asi interpretamos la constante correspondiente a b como el término f(cy,...cy).

Por tltimo, para cualquier 2 definiblemente cerrado en T tenemos que A =T o *. O

Definicién 1.2.13. Dada 2 una estructura definiblemente cerrada en 7', a la categoria de
T = Def a(T?) se le conoce como categoria de definibles en T con pardmetros en 2.
Notaremos 7* : T — T2 a la interpretacién canénica correspondiente.

Nota 1.2.14. Para 9t modelo de 7', un modelo de T™ es precisamente una extensién elemental
de M.

Los definibles en T" con pardmetros en 2 también son llamados 2A-definibles. Cada uno de
estos es la substitucién de un elemento de 2 en un definible en T, o sea, para cada B en T
existen definibles X, Z y A < Z x X en T, junto con un pardmetro a € A(Z) tales que
el siguiente diagrama es un producto fibrado

B—— X=1xX

l J/aXidX (1-13)

A Zx X,
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en este caso notaremos a B como A,. En términos sintdcticos , si A 1 ¢(z,z) entonces
A, o(a, x).

En particular, para cada morfismo g : X — Y Rd-definible con X y Y en T, tenemos un
morfismo definible f : Z x X — Y y un parametro a € A(Z) tal que

I1x X=X
axidx g (1_]‘4)
Z x X T} Y

en este caso notaremos a g como f,.

Solo falta dar una forma de describir un morfismo 2A-definible con dominio 2A-definible
fa: Ay, — B, parael cual a € A(Z), a; € A(Z1) y A, proviene de A — Z; x X (1-15a):

Ay —— X Zxzu A" 7
axidy  (1-15a) pa s (1-15D)
A—— 7, x X A—— 7

Para ello necesitamos morfismos s : Z7 — 21y f : Z xz A — B definibles en T, tales
que Z xz A es el producto fibrado en (1-15b) y a; = s%(a). Asf obtenemos el morfismo
2-definible A,, — Z xz, A, cuyas componentes son A, — Ay A, — 1-327.

Adicionalmente, si el co-dominio debe ser B,, proveniente de B < Zy X Y y as € UA(Zs),
necesitamos otro morfismo ¢ : Z — Z definible en T, tal que el diagrama (1-16a) conmuta
y as = t*(a). En dicho caso, obtenemos el diagrama (1-16b).

Z X 74 A L} B Aal L} Baz
Pz PZy (1—16&) (1—16b)
jp— Zx5 A —— B.

Ejemplos 1.2.15. (1) Para cualquier objeto en un grupoide, sus endomorfismos confor-
man un grupo conocido como grupo de isotropia.

Sea G un grupoide definible en 7', ejemplo 1.2.6 (v), dado M = T y a € M(Obj)
el grupo de isotropia de G™ en a es precisamente 9(G,) donde G, — Mor es el
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(111)

dcl(a)-definible representado por la formula s(g) = a At(g) = a, donde g es la variable
correspondiente a Mor. Note que la multiplicacién en M(G,) es la restriccién de la
composicién de morfismos en G™.

En conclusién, si G es un grupoide definible en T', entonces cada grupo de isotropia es
definible con pardmetros.

Una accion de un grupoide es un funtor del grupoide G en Conj, diremos que la
acciéon es acotada a un conjunto X si para todo objeto en G su imagen es un subconjunto
de X.

La teorfa de acciones acotadas de grupoides (GRDA) es una expansién de GRD que
adiciona al vocabulario Le,. U {(—)"'} una suerte X y relaciones U < Obj x X, ¥ —
Mor x X 2. Los nuevos axiomas de GRDA afirman que VU es el grafo de un morfismo
U : Mor X op;U — U de modo que para cada pardmetro g en Mor se obtiene el morfismo
Yy Usq) — Uy, descrito en los diagramas (1-15) y (1-16). El resto de axiomas afirman
la funtorialidad de W, estos son 1y, = ¥y, ¥ Yid(e) = idy, donde a varia en la suerte
Obj y tanto g como h varfan en la suerte Mor.

Una accion definible de grupoide en T es una interpretacion de GRDA en T'. Esto
quiere decir que para cada 9 = T el grupoide G™ actiia en subconjuntos definibles de

M(X) mediante el funtor a — M(U,) para a € M(Obj) y g — ¢)* para g € M(Mor).

Combinando los ejemplos 1y 11, tenemos que si (G, X, U, ¥) es una accién definible en T’
de grupoide y a € MM (Obj) para algin M = T, entonces (G,, U,) es una accién de grupo
definible en T" con pardmetros en dcl(a). Note que la multiplicacién m, : G, x U, — U,
se obtiene como restriccion de V.

Finalizamos nuestra digresién sobre expansiones por constantes notando que estas se re-

ducen e inducen levantamientos naturales de cualquier otra interpretacion.

Definicién 1.2.16. Dada una interpretacion ¢ : 7o — 7. Para cada 2 : T — Conj estruc-
tura definiblemente cerrada en T' su reducto es la estructura definiblemente cerrada en Ty

denotada 2, = A o +. Usando las expansiones por constantes 3% y 7% elevamos t: Ty — T

a

T — T,

To ——— T

J‘Z‘Ol A (1-17)
T —— T*
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Inyectividad y sobreyectividad

Retomamos ahora el estudio de las propiedades de una interpretacién. Tal como una ca-
tegoria de definibles puede ser entendida a partir de sus dlgebras de sub-objetos, una inter-
pretacién ¢ : To — T puede ser entendida a partir del sistema coherente de homomorfismos
tx : Sub(X) — Sub(:X) para X definible en Tj. El adjetivo coherente significa que para
cada morfismo f : X — Y definible en Tj el siguiente diagrama conmuta

Suby; (V) —— Subs (1Y)
s (uf)*

Subz; (X) ——— Subr(:X).

La siguientes proposiciones relacionan las propiedades de estos homomorfismos con las
propiedades de la interpretacion.

Proposicién 1.2.17. Dada una interpretacion ¢ : To — T las siguientes propiedades de .
son equivalentes:

1. El homomorfismo 11 es inyectivo.
1. El homomorfismo tx es inyectivo para todo X en Ty.

1t. El funtor ¢ es fiel.

Demostracion. 1= 11 : Para cualquier A < X, como ¢ respeta imdgenes tenemos 3,,(1x A) =
113, A, asi txA =0siysolosiyd,A=0.

11 = III : Sabiendo que dos morfismos se interpretan igual siempre y cuando sus grafos
se interpreten igual, la inyectividad de txy garantiza la fidelidad de ¢ para los morfismos
desde X hacia Y.

I = 1:Sea A <> 1 con tA = 0, al tomar la imagen de las composiciones A — 1 = 2 se
obtiene el inico morfismo entre tA = 0y 12 = 2. Asi que, cuando ¢ es fiel A iguala los dos
elementos de 2 y por tanto A = 0. O

Definicién 1.2.18. Una interpretacién ¢ : 7o — T se dird inyectiva si cumple cualquiera
de las propiedades de la proposicion 1.2.17.

Nota 1.2.19. En términos logicos, ¢ es inyectiva cuando T' |= tp equivale a Ty |= ¢ para toda
sentencia. Desde la perspectiva topoldgica, tx : Suby (X) — Subs(:X) es inyectiva siempre
y cuando S(tx) : S7(¢X) — Sp,(X) sea sobre; esto quiere decir que cualquier tipo en Tj se
puede extender a al menos un tipo en 7.
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Lema 1.2.20. Si Ty es una teoria completa, cualquier interpretacion v : To — T es inyectiva.
Demostracién. En una teoria completa, se tiene que Subz, (1) = {0 < 1}. O

El siguiente lema nos dice que una interpretacion ¢ es inyectiva, si su funtor de interpretacién
*, definido en 1.2.4, es representativo.

Lema 1.2.21. Una interpretacion ¢ : To — T es inyectiva, si y solo si, para todo I modelo
de Ty existe un 9 modelo de T tal que su reducto a Ty es isomorfo con N.

Demostracién. Suponga que ¢ es completa y fije 91 = Ty. Vamos a definir una teoria 77, de
tal manera que si 9 = T entonces M = T y My es isomorfo a N.

Tome {a;},.; =[x M(X) donde la unién se toma sobre todas las suertes basicas X en L.
El vocabulario Lm = L U {¢; : 1 — 1 X;} siempre que a; € N(X;). Los axiomas de T™ son los
de T unidos con las sentencias (cy, ..., c,) para las cuales existe un Ty-definible A tal que
LA (g, . ) y (ag, ..., a,) € N(A).

Solo nos falta comprobar que T™ es finitamente consistente, para que el teorema de com-
pacidad para la légica de primer orden nos garantice la existencia del 91 deseado. Observe
que cada fragmento finito de T™ se puede deducir a partir de 7' y uno solo de los axio-

mas ¢(cq, ..., ¢,), en ese caso note que como MN(A) # 0, A no es isomorfo a 0 en T y por
ser ¢ inyectiva ¢tA no es isomorfo 0 en T. Por lo anterior, existe 9’ |= T y alguna tupla
(bi,...,by) € M (LA) asi al interpretar ¢* = b; para i = 1,...,n obtenemos un modelo del

fragmento finito de T™.

Reciprocamente, si A < 1 es una sentencia consistente en Tj, por completitud existe D1
modelo de Ty U {A}, al tomar M = T tal que My = N tenemos que M |= A por lo cual 1A
es consistente en T'. Probando asi que ¢; (y también ¢) es inyectiva. O

Lema 1.2.22. Dadas una interpretacion v : To — T y A una estructura definiblemente
cerrada en T. Para todo M modelo de Ty® existe un M modelo de T tal que su reducto a
T3 es isomorfo con M.

Demostracion. Basta observar que el levantamiento ¢* : 76% — T*, definido en 1.2.16, es
una interpretacion inyectiva, porque 7| 0% es una teoria completa (lema 1.2.20), y aplicar el
lema 1.2.21. O

Habiendo entendido el rol de la inyectividad en las interpretaciones, nuestro siguiente ob-
jetivo es hacer lo mismo para la sobreyectivdad.

Proposicién 1.2.23. Dada una interpretacion inyectiva v : To — T las siquientes propie-
dades de 1 son equivalentes:
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1. El homomorfismo vx es sobreyectivo para todo X en T .

1. El funtor v es pleno.

Demostracion. 1 = 11 : Dado que el grafo de un morfismo ¢ : ¢t X — (Y es un sub-objeto
R, — (X xY), por hipétesis existe R — X x Y con tR = R,. Considere la sentencia
A: “R es el grafo de un morfismo”;es claro que T' |= tA y como ¢ es inyectiva Ty = A,
es decir, existe f : X — Y en 7, cuyo grafo es Ry por eso ¢f = g.

11 = 1 : Dado que a cada sub-objeto A — ¢ X le asociamos su morfismo caracteristico
X4 :tX — 2 cuando ¢ es pleno x4 = txp para algin B — X y naturalmente A =:B. [

Definicién 1.2.24. Una interpretacion inyectiva ¢ : To — T se dird inmersion si cumple
cualquiera de las propiedades de la proposicion 1.2.23

Nota 1.2.25. Desde el punto de vista topoldgico, una inmersién ¢ : 7o — 7T induce homeo-
morfismos” S(tx) : S7(¢X) — Sr,(X) para cada X en 7Ty. En otras palabras, cada tipo en T
se puede extender de manera Unica a un tipo en 7.

Ejemplo 1.2.26. En la interpretacién ¢ : Def(F R o) — Too vista en el ejemplo 1.2.3
(111), el definible A — 1 X? donde A :: yy = y, (recuerde que tX? = Y*) no es imagen de
algun definible en ER . Por otro lado, ambas teorias son completas y por tanto ¢q es
sobre. La moraleja es que para determinar si una interpretacion es inmersiéon, toca verificar
la sobreyectividad en todos los definibles.

Criterio de definibilidad de Beth

El problema de determinar si una interpretaciéon es inmersién o no, es simplemente un
problema de definibilidad; por lo cual la manera natural de abordarlo es mediante auto-
morfismos, pues los definibles son invariantes bajo automorfismos. El siguiente teorema no
es mas que la version categérica del criterio de definibilidad de Beth. La demostracion aca
presentada es una adaptaciéon de [21, Sec. 9.1] donde es llamado teorema de Svenonius.

Teorema 1.2. Sea ¢ : Ty — T una interpretacion inyectiva. Para todo definible B — 1 X en
T las siguientes propiedades son equivalentes:

1. Exziste un definible A — X en Ty con LA = B.

1. Para todo M modelo de T y todo o : My — My automorfismo de su reducto a Ty, el
congunto M(B) C My(X) es invariante bajo ox, o sea

"Toda funcién continua entre espacios de Stone es cerrada, pues la imagen de un compacto es compacta.
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Demostracion. Si B = 1A con A — X entonces M(B) = M(LA) = My(A). Como ox se
restringe a A, MM(B) es invariante bajo ox.

Reciprocamente, supondremos que no existe dicho A — X y encontraremos dos tipos
p,q € S7(1X) tales que B € py =B € ¢, que extiendan al mismo tipo en Sz, (X), es decir,
que S(tx)(p) = S(tx)(q). Esto es suficiente para mostrar que B < ¢X no cumple II:

El lema 1.1.29 garantiza que existe un modelo 0N |= T con elementos a,b € N(iX) = Ny(X)
tales que tpy(a) = p y tpp(b) = ¢; en particular, tpy, (a) = tpy, (b). De nuevo, el lema 1.1.29
dice que existe M’ extensién elemental de 9y y un automorfismo de 9 que envia a en b.

Por 1ltimo, el lema 1.2.22 nos permite encontrar 91 extension elemental de D1 tal que 9N
es isomorfo a M. De esta manera, a € M(B), b ¢ M(B) y existe un automorfismo de M
que envia a en b.

Solo nos resta probar la existencia de los tipos p y ¢: note que el compacto Sr(B) C Sr(¢X)
es enviado mediante S(tx) en el compacto (y por tanto cerrado) F' C Sz, (X), si F resultara
también abierto tendriamos F' = Sr,(A) para algin A — X y por dualidad tA = B lo cuél
supusimos imposible. Por tanto, F' es cerrado y no es abierto.

Como ¢ es inyectiva, S(tx) es sobreyectiva. Asi, Sr,(X) = F U F’ siendo F”’ la imagen de
St(—B). Sabiendo que F' no puede ser abierto F' N F’ # (). Tomando r € F N F’ existen
p € Sp(B)y q € Sr(=B) con S(tx)(p) =7 =S(tx)(q). O

Este teorema nos permite conectar las propiedades de una interpretacion ¢, con las de su
correspondiente funtor entre clases elementales ¢* : Mod(T") — Mod(Ty), definido en 1.2.4.

Lema 1.2.27. Sea ¢ : To — T wuna interpretacion inyectiva. Si t* es pleno, entonces i es
nmersion
Demostracion. Dado 9 =T y o automorfismo de su reducto M. Como ¢* es pleno, existe
oM — M tal que 0 = 1*0, asi para cualquier B — X
ox(M(B)) = 6.x(M(B)) = M(B).

Por 1.2 concluimos que ¢ es inmersion. O
Lema 1.2.28. Para una inmersion ¢ : To — T las siguientes afirmaciones son equivalentes:

I. % es fiel.

1I. Para cada M =T, M = dclp(My).

1I. Para cadaY en T, existe X en Ty y f:1X — Y epimorfismo regular en T .
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Demostracién. 1 = 11: Vamos a aplicar 1.2 para mostrar que 7 : 770 — 7™ es una inmer-
sién, donde 77 y T™ son las teorfas de 91 cuando anadimos al vocabulario una constante
para cada elemento de 9 v de M respectivamente. Como 7™ es completa 7 es inyectiva.
Considere 9 = T™ (ie. M < N) y o : N — N un T™ automorfismo (i.e. automorfismo
de M que fija My puntualmente). Por la manera en que t*o : Ny — Ny se construye, es
claro que *¢ fija puntualmente a 9My; dicho de otra manera, notando por h a la inmersion
elemental entre 91 y 91 tenemos el diagrama conmutativo

i*o
Ny —— Mo

i*h
)l\ i*h

Mo

Por fidelidad de *, t*(ch) = (¢*o)(¢*h) = ¢*h implica oh = h, es decir, que o fija puntual-
mente todo 991. Hemos mostrado que todos los conjuntos 2M-definibles en 7" son 99,-definibles
en T, en particular todos los elementos de 9t son 9y-definibles en T.

11= 11: Dado Y en T, para todo 9 = T tenemos que
Mmy)c |J Mimg(f))
[itA=Y

donde A esta en Ty y f esta en T. En efecto, dado b € 9MM(Y") por pertenecer a dcly (M)
sabemos que existe f : B — Y morfismo definible en 7 con B — (X tal que f™(a) = b para
algun a € M(B) C My(X), como ¢ es una inmersion existe A — X con B = 1 A.

Por compacidad, existen fi,..., f, tales que

Y —
k

img( fi)-

1

n

Basta tomar el co-producto f = (fi. ... f,), en otras palabras el morfismo definido a trozos,
para que f: 1A IT---11 1A, — Y sea un epimorfismo regular.

1= 1. Sean ¢ y p inmersiones elementales entre M y 91 modelos de T tales que
o =1"0: My — No,
Para cualesquiera Y en T y b € MM(Y') existen X en To un a € My(X) y f: X — Y tales

que b = f™(a). Por tanto

oy (b) = oy (f™(a)) = fM(ox(a)) = (0 0)x(a)).

Como lo mismo es cierto para o(b), concluimos que o = p. O
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FEstabilidad

La estabilidad es una nocién central en teoria de modelos, intuitivamente una teoria es
estable si sus expansiones por constantes no son mucho mas complicadas que ella. Nuestro
objetivo no es estudiar las teorias estables, solo las mencionaremos de pasada, sino mostrar
la relacion entre internalidad y teoria de Galois.

A pesar de que inicialmente y durante muchos anos, desde [26] hasta [6], dicha relacién
fue observada unicamente para teorias estables; la posicién de este documento, basada en lo
expuesto por Hrushovski en [7] y [6], es que lo realmente necesario es que la interpretacion
sea estable.

Definicién 1.2.29. Una interpretacion ¢ : Ty — T es estable si para cada 99T modelo de T’
el levantamiento ¢™ : T3 — T™, definido en 1.2.16, es una inmersién.

Esto quiere decir que para cualquier definible en B, < X ( con X en Ty) con pardmetro
b en O, existe un A, < X definible en T con pardmetro a en My, tal que A, = B,

To —— T
770 M (1-18)

N
To" —m T

Por otro lado, una teoria 1" es estable si ninguna formula podria ordenar un conjunto
infinito, es decir, una teoria no es estable cuando existe alguna férmula ¢(x;,z5) y una
sucesion (a;)ie de elementos en un modelo M = T tales que

M = ¢(a;,a;) sty solosii<j.
La relacién entre ambos conceptos de estabilidad esta dada por el siguiente hecho:

Hecho 1.2.30. Siv: 7o — T es una inmersion con T una teoria estable, entonces v es una
interpretacion estable y Ty es una teoria estable.

Demostracion. SiT es estable, el Teorema de Separacion de Pardmetros (ver [21, 12.31 pag.
261]) dice que para cada definible B, < ¢X con parametros en 9, existe un nimero n, un
pardmetro a € M(tX") = My(X™) y un T-definible C' — 1 X™ x 1 X tales que B, = C,.
Siendo ¢ una inmersion, existe un Ty-definible A — X™ x X tal que tA = C' y por tanto
LgmAa = Ca = Bb.

Por otro lado, si A < X x X puede ordenar un conjunto infinito en 7j, lo mismo es cierto
para tA en T. Es decir, si la teoria Ty no fuera estable, autométicamente T tampoco lo
serfa. 0
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Lema 1.2.31. Sea ¢ : Ty — T wuna interpretacion inyectiva. Si 1* es pleno, entonces i es
immersion estable.

Demostracién. Si t* es pleno, entonces para todo 9 = T con reducto My = Tp tenemos que
(™)* - Mod(T™) — Mod(T5™°) también es pleno, luego el lema 1.2.27 garantiza que ™ es

inmersion. O

Ejemplos 1.2.32. (1) Para un conjunto de pardmetros, la interpretacién canénica j* no
es inmersién, existen 2A-definibles que no son definibles, sin embargo es estable pues
los 9M-definibles en 7™ son los mismos M-definibles en 7.

(11) Cualquier retracto de una teoria estable esta inmerso establemente. El cuerpo de cons-
tantes (' = 0) de un cuerpo diferencialmente cerrado® es un caso particular de este
ejemplo.

(11) En teorfas inestables algunos retractos estdn inmersos establemente y otros no: Con-
sidere la teorfa (DLO) de un orden lineal denso y sin extremos en el vocabulario
Loraer = {Q, <}. La teoria DLO,.;, expande DLO e incluye dos constantes a y b en la
suerte () satisfaciendo a < b, la interpretacién ¢; : Def(DLO) — Def(DLO,<;) definida
a partir de (1Q) :: a < ¢ < b es una inmersion estable, pues es simplemente el retracto
al intervalo (a,b) y cada automorfismo de este puede extenderse como la identidad en
su complemento.

La teoria DLOp,o expande a DLO mediante un predicado D — @) asegurando que D es
denso y de complemento denso en (). La interpretacion ¢y : Def(DLO) — Def(DLOpr0)
definida a partir de 1) = D es una inmersién pero no es estable. Es inmersién por que
el tipo de una tupla en D sélo depende de su orden, o sea cada tipo en DLO se extiende
de manera tnica a un tipo en Ty. No es estable, por ejemplo (R, Q, <) = DLOpro y
d < v/2 no equivale a ninguna férmula con pardmetros en Q.

1.2.2. Expansiones imaginarias

El dltimo escollo que vamos a superar antes de hablar sobre internalidad, es analizar
categoricamente las expansiones imaginarias de una teoria. Estas son la forma de construir

cocientes entre definibles. Sea 7' una teoria de primer orden con vocabulario L y T =
DefL(T)

Definicién 1.2.33. Para cada relacién de equivalencia definible £ < X2 en T, construimos
su expansion imaginaria Tg, adicionando a L la suerte X/FE y el simbolo de funcién ¢ :

8La eliminacién de cuantificadores asegura que la teoria del cuerpo de constantes es simplemente la teoria
de cuerpos algebraicamente cerrados.
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X — X/F al vocabulario (Lp = LU{X/E, q}) y agregamos a la teoria axiomas garantizando
que E es el nicleo de ¢ y que X/F es la imagen de g.

T =T U{Ve o] q(x1) = q(12) &> 21 B2, Vo, yp3e, [ 21/ E = q(22) |}

Como L C Lg y T C Tg, existe una interpretacion canénica jg : T — Tg.

La caracteristica definitoria de una expansién imaginaria, es que a nivel semantico no
agrega nada. Porque los elementos nuevos, los de la suerte X/FE, virtualmente ya estan en
cualquier modelo de T'. Por esa razoén, fueron bautizados como elementos imaginarios.

Proposicién 1.2.34. Para toda expansion imaginaria jg : T — Tg, el funtor de interpre-
tacion 75 : Mod(Tg) — Mod(T) es una equivalencia de categorias.

Demostracion. La (quasi)-inversa de j}, se obtiene al realizar el cociente en la categoria de
conjuntos. Especificamente:

Cualquier 9 | T puede expandirse a Mp = (M, (X/E)™ = M(X)/M(E),¢™) E Tr
y cada inmersién elemental o : 9 — 91 se puede expandir a ¢ : My — Ng definiendo
o%5(¢" (@) = ¢"(ox(a)). O

Definicién 1.2.35. Desde el punto de vista categérico, una relacién de equivalencia £ < X2
en una categoria regular R es llamada efectiva si existe un morfismo f : X — Y tal que
E = Ny. La categoria regular R se dird efectiva si todas las equivalencias en R son efectivas.

En teoria de modelos, decimos que una teoria 7' elimina imaginarios cuando la categoria
T = Def(T) es efectiva.

Nota 1.2.36. Si la relacion E es efectiva en la categoria 7 podemos construir una interpre-
tacién k : Tz — T inversa a 7z : T — Tp: Basta tomar x(X/E) = img(f) y k(q) = f donde
E = Ny. Note que en este caso £* : Mod(7T") — Mod(Tg) es precisamente la inversa de jj;.

Si bien muchas teorias NO eliminan imaginarios, para cualquier 1" es posible construir su
. . g Creq .
clausura imaginaria T° = |J,.;Tp en el vocabulario L9 = |J;. Lg, donde la unién
se toma sobre todas las relaciones de equivalencia definibles en T'.

Por la proposicién 1.2.34, la interpretacién canénica je, : Defr(T') — Defy, (T,4) produce
una equivalencia j;, entre las clases elementales Mod(7T') y Mod(7T*?). Es decir, para cada
M = T existe un tnico M }= T tal que M = ji (9M9). ?

Proposicién 1.2.37. Para cualquier teoria T tenemos que T elimina imaginarios.

9En [20] y otros textos, se comete el error de considerar a las distintas suertes imaginarias como particién
de una tnica suerte bdsica (universo). Este error crea, por compacidad, un tipo parésito; o sea, un tipo
que no pertenece a ninguna de las suertes imaginarias. En ese caso, la diferencia entre dos modelos de
T°? con el mismo reducto a T son las realizaciones del tipo parasito.
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Demostracién. Dada una relacién de equivalencia F' < (X/E)? definible en en T¢ substi-
tuimos en ¢ x ¢ : X? — (X/E)? obteniendo *F = (q x q)*F — X?2. Note que por el lema
1.2.21, jeq es inyectiva. Ademds j7, es pleno, por lo cual, el lema 1.2.27 garantiza que j., €s
una inmersion; esto implica que *F es definible en T'. Asi, X/*F es una suerte en L.

X

X/E —— X/'F

Notando que N, = E < N, = *F por ser ¢ un epimorfismo regular obtenemos un unico
morfismo definible h : (X/FE) — X/*F tal que F' = Ny, o sea, (X/E)/F = X/*F. O

Nota 1.2.38. Dada una interpretacion ¢ : Defr,(Ty) — Def(T') existe una tnica interpreta-
cion teq @ Defpea(T57) — Defrea(T7) tal que

To —— T
Jeq Jeq (]_-]_9)

T = T,
Lleq

pues es suficiente definir ¢, (X/E) = 1 X/LE.

Ejemplos 1.2.39. (1) En édlgebra universal, todo cociente por una relacién de congruencia
definible es una suerte imaginaria. En particular, grupos, anillos y médulos cocientes
siempre son suertes imaginarias en la teoria de la estructura respectiva.

(11) En la teoria de espacios vectoriales (VE) en dos suertes, K para escalares y V' para
vectores, 0 sea Lyect. = Lyings U {V,+,0,- : K x V =V}, el espacio proyectivo es
una suerte imaginaria. Basta considerar la equivalencia £ < V* donde V* :: v # 0y
E :: Jglvy = kvy| asi P = Pg (V) :=V*/E.

(111) En X™ considere la relacion de equivalencia Egn 2 \/ cgn (@1, ..., 2Zn) = (Tr(1), - - - Tr(n))
siendo S™ el grupo de permutaciones de n elementos. Llamamos funcion simétrica
elemental a un cociente ¢ : X" — X"/Egn. En el caso de la teorfa de cuerpos, una
funcién simétrica elemental (en una variable) le asocia a cada tupla los coeficientes del
polinomio [[,_, (z — xx).

(1v) La teoria de cuerpos algebraicamente cerrados elimina imaginarios. La teoria T,, no
elimina imaginarios, sin embargo, al adicionar las funciones simétricas elementales si
elimina imaginarios.
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Ahora vamos a demostrar dos lemas que relacionan las expansiones por constantes y la eli-
minacion de imaginarios. Para eso usaremos la caracterizacion de definibles con parametros,
definicién 1.2.13 y ecuacién (1-13).

Definicién 1.2.40. Dados 2 una estructura definiblemente cerrada en 7'y A, — X un
definible en T con pardmetros en 2, diremos que el pardmetro a € 2A(Z) es una base
candnica para A, si para cualquier 9 = T y cualquier T-automorfismo o : 9 — 9N se
cumple que oy fija a 9MM(A,) como conjunto, si y solo si, oz(a) = a.

Nota 1.2.41. Sia € A(Z) y b € A(Z') son dos bases candnicas para A, = By, el teorema
1.2 nos asegura que b € dcl(a). En este caso dcl(a) = dcl(b) es llamada estructura de
definicion para A,.

La eliminacién de imaginarios garantiza la existencia de bases candnicas y por tanto de
estructuras de definicion. En adelante cada vez que se diga “tomando bases candnicas” nos
referiremos a aplicar el procedimiento del siguiente lema.

Lema 1.2.42. Si la teoria T elimina imaginarios, entonces para todo definible con pardme-
tros existe una base canonica.

Demostracion. Dado un definible A — Z x X, construimos la relaciéon de equivalencia
E4 — Z? definiendo

Ea Vi lp(z1,2) < (22, 7)),
siendo A :: ¢(z,z). Cada elemento de la suerte imaginaria Z/E4 corresponde a un definible

con pardmetros, es decir, para cualquier 2 definiblemente cerrada en 7'y todo a € 2A(Z)
tenemos que A, :: p(a,x) es igual a By siendo b= ¢*(a) y B :: 3.,z = q(21) A p(21, 2)].

Ay =By € A B

X —— 7 x X —— (Z/EA)XX
axidx gxidx

SiMET*yo: M — M es un automorfismo que fija a M(A,) como conjunto, entonces

M(Asy @) = ox(M(A,)) = M(A,). Por la definicion de E4 tenemos (a,0z(a)) € M(E,),

de modo que o7/, (b) = 07/5,(¢™(a)) = ™ (0z(a)) = ¢™(a) = . O

Nota 1.2.43. Durante la prueba se evidencia que la proposicién “a es base candénica para A,”
equivale a “la clase de a bajo E,4 tiene un solo elemento” y por tanto es definible en primer
orden.
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El reciproco del lema anterior también es cierto. En [20, Lem. 2] se pone la hipdtesis adicio-
nal de que existan dos constantes definibles distintas. Para este documento dicha hipdtesis
es redundante, pues los co-productos son parte del lenguaje; asi 2 = 1 LU 1 tiene las dos
constantes definibles.

Lema 1.2.44. Si en la teoria T todo definible con pardmetros tiene una base canonica,
entonces T' elimina imaginarios.

Demostracién. Dada una relacién de equivalencia E < X2, vamos a usar las bases canénicas
de las clases de equivalencia para definir X/E: Si B — Z x X es tal que T satisface la

¢

sentencia “ todo z € Z es base candnica de B,” definimos QB — X mediante * existe z tal

que B, es igual a la E-clase de z”.

Como todas las clases tienen base candnica, para todo M = T tenemos M(X) = (Jz M(QB).
Por el teorema de compacidad, existen B; coni = 1,...,n tal que Z = \/;_, QB;; sin perdida
de generalidad, podemos suponer que los 2B; son dos a dos disyuntos y tomar el co-producto
B—Y xXdonde B=U",B;yY =U",Y;. Asi X = QB y la formula “B, es igual a la
E-clase de z” es grafo de un morfismo ¢ : X — Y que permite identificar a Y con X/E. O

Veamos que la eliminacion de imaginarios se conserva al introducir parametros.
Lema 1.2.45. Si la teoria T elimina imaginarios, toda expansion por constantes de T’ tam-
bién los elimina.
Demostracién. Dada una relacién de equivalencia definible E, < X? con parametros en 2,
existe un definble £ < Z x X2 con E :: (2,21, 72) y a € A(Z) tales que E, :: ¥(a, x1, Ts).

Definimos una equivalencia sin pardmetros F' — (Z x X)? mediante

F (Zl = ZQ) VAN Vms [¢(z1,x1, 1’3) — Qﬂ(ZQ,IQ, 1’3)], (1—20)

asi el cociente X/FE, puede interpretarse como ({a} x X)/F — (Z x X)/F. O

A continuacién, vamos a usar la eliminacién de imaginarios para demostrar algunos lemas
sobre interpretaciones estables. Empecemos por uno sencillo, veamos que la diferencia entre
interpretacion estable e inmersion estable es solo una expansién por constantes.

Lema 1.2.46. Si . : 7o — T es una interpretacion estable, T es completa y Ty elimina
imaginarios, entonces t® : Tg® — T es una inmersion estable donde B es el reducto a Ty de

dClT(@)

Demostracion. Dado B < X en T, por la estabilidad ¢ para cada 9 |= T existe Z en 7Ty
y un pardmetro b € My(Z) tal que B = ™A, con A, — X en T3°. Por eliminacién de
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imaginarios podemos suponer que b es una base candnica para Ay, esto implica que todo
T-automorfismo de cualquier extensién elemental de 90 fija puntualmente a b, pues debe
fijar como conjunto a (™A, = B. Por el teorema 1.2 aplicado a 7™ : T — T2 y {b} — 17,
{b} es definible en T, es decir, b € delp(0)(12) = B(Z). O

Nota 1.2.47. En la definicién de interpretacién estable 1.2.29, pedimos que ™ fuera inmersién
para todo MM = T'. Este lema permite concluir que: si T elimina imaginarios y ¢ es estable,

A

entonces ¢~ es inmersion para toda estructura 2 definiblemente cerrada en T

Ahora mostremos que la estabilidad siempre es uniforme y ademas existe un modulo de
uniformidad.

Lema 1.2.48. Sit: Ty — T es una interpretacion estable y Ty elimina imaginarios, entonces
para cada B — Y x 1 X existe A — Z x X en Ty y un morfismo definible q - Y — 17 de
forma que para todo M =T y todo a € M(Y'), tenemos M(B,) = Mo(Apm(q))-

Demostracién. Dados M =T y a € M(Y) por estabilidad existen un Z en 7o, un A —
X xZen Typyun b € My(Z) tales que M(B,) = My(A,). El asunto es que, a priori, Z,
A y b dependen de a. Nuestro objetivo es mostrar que tanto Z como A se pueden elegir
uniformemente; mas aun, ver que la dependencia de b respecto a a es una funcién definible.

Suponga que tX :: (Z), 1Z = ¢(2), LA p(Z,2) y B :: 0(y,7), definimos BA A — Y
mediante

BA A 3:[0(2) ANV:[(T) = [p(2, 1) < 0y, T)]]],
note que a € M(B A A) significa que existe un b € My(Z) tal que M(B,) = Mo(Ap).

Con esta convencion, la estabilidad se traduce como

my)=|J U B2

ZenTog AeSub(XxZ)
El teorema de compacidad obliga a que basten finitos Z y finitos A, de ahi que, al reunir
estos finitos mediante un co-producto (definicién a trozos) podemos suponer que Y = BA A.
Al tomar bases candnicas para A, en la definicion de B A A podemos cambiar 3z por 3!;;
por tanto, ¢(2) AVz[(Z) — [¢(Z, %) <> 0(y, T)]] define el grafo del morfismo ¢ : Y — 2. O
Terminemos con un lema importante, basicamente dice que una inmersiéon con grupo de

enlace trivial debe ser una expansién imaginaria.

Lema 1.2.49. Siv: Ty — T es una inmersion para la cual 1* es fiel y Ty elimina imaginarios,
entonces existe una interpretacion kT — Ty que es inversa a t.
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Demostracion. Definamos k para un Y en 7, en virtud de 1.2.28 existe un epimorfismo
regular f: X — Y en 7. Dado que ¢ es una inmersién existe E < X? tal que el niicleo de
f esigual a tF£. Como Ny es una relacién de equivalencia, £ también lo es.

Usando la eliminacién de imaginarios en 7y podemos definir kY := X/E. Para definir
completamente el funtor x basta definirlo en sub-objetos:

Subp(Y) —— Subg, (E/X)
f* q

Subz(¢.X) —— Subg,(X)
tx
Dado B < Y, luego f*B < (X por ser inmersién existe un unico A <— X con tA = f*B.
Usamos el morfismo canénico ¢ : X — X/E para definir ky B = 3;A. Como (N, = Ny
tenemos que A = ¢*3,A. Asi, la adjuncién entre la substitucién y los cuantificadores garantiza
que Ky es un isomorfismo de dlgebras booleanas.

Para ver que ¢ y k son inversas basta notar que 1,x : tX — X es epimorfismo regular con
nicleo N; = tAx, de ahi que kK(tX) = X/Ax = X. En el otro orden, «(rY) = «(X/E) y
tanto f : 1 X — Y como 1q : 1 X — «(X/F) son epimorfimos regulares con el mismo ntcleo.
Asi, o(KY) =Y. O

Ejemplo 1.2.50 (Casi infantil). La aritmética natural (7, = Th(N, <, +,-,0)) estd inmersa
de manera obvia (¢N :: z > 0) en la aritmética entera T' = Th(Z, <, +, —, -, 0), en esta iltima
el morfismo f : tN? — Z definido por f(n,m) = n—m es un epimorfismo regular. Asi, al re-
interpretar Z como N?/E siendo ¢F el nticleo de f (los naturales eliminan imaginarios pues
basta tomar el minimo de cada clase en el orden lexicografico) obtenemos que las categorias
de definibles son equivalentes.

Finalizamos con un resultado que en [16, Cap. 7] es llamado completitud conceptual.

Corolario 1.3. Sea ¢ : Ty — T una interpretacion donde Ty elimina imaginarios. v es una
equivalencia de categorias, si y solo si, v* : Mod(T) — Mod(Ty) también lo es.

Demostracion. Si ¢ tiene inversa k, k* resulta ser la inversa de ¢*; porque, para cualquier
MET
(M) = (k)" (M) = 17(M) = M,

lo mismo pasa con cada modelo de Tj,.

La direccion reciproca es la interesante, si * es equivalencia de categorias necesariamente
es un funtor fiel, pleno y representativo. Esto tltimo significa que, para cada 9 |= T existe
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I modelo de T" con My = N, en el lema 1.2.21 mostramos que esto equivale a que ¢ es
inyectiva.

Sabiendo que ¢ es inyectiva y que ¢* es pleno, el lema 1.2.27 nos dice que ¢ es inmersion.
Asi, el lema anterior garantiza que ¢ tiene inversa. O

1.2.3. Cubrimientos internos

Sean Ty v T' dos teorias de primer orden escritas en lenguajes Lo y L respectivamente,
notamos mediante Ty = Def (1) y 7 = Def(T") a sus categorias de definibles. Finalmente
hemos concluido los preliminares y vamos a introducir la principal definicién de este trabajo:

Definicién 1.2.51. Dadas una interpretacion ¢ : 7o — 7T y una estructura 2 definiblemente
cerrada en T'. Un definible Y en T es llamado T interno sobre 2, si para todo 9t modelo
de T®

ED?(Y) Q dClT(mo U Ql) = dClTQl (mo) (1-21)

siendo 9, el reducto de M a Tj.

La manera maés obvia para que un 7T-definible Y sea Ty interno sobre 2l es que existan
un Tp-definible X, un morfismo T-definible f : Z x «X — Y y un a € A(Z) tales que
fa :1X — Y es un epimorfismo regular en 7. Veamos que, bajo hipétesis bastante débiles,
la internalidad siempre se presenta de manera muy similar a esta.

Definicién 1.2.52. Dada una interpretacion ¢ : To — 7 y un definible Y en T, llamaremos
principio de superposicion para Y a un morfismo f : Z xX,0tA — Y definible en T,
junto con s : Z — 1O definible en T'y A < O x X definibles en Tj.

Si para cualquier modelo 9t = T' se cumple que 9(Z) no es vacio, para todo a € 9M(Z),
siendo b = s™(a), la funcién f2 : My(A,) — M(Y) es sobreyectiva y a es una base canénica
para f,. En este caso diremos que a es base de internalidad para Y, pues Y es Ty interno
sobre dcl(a).

Nota 1.2.53. Observe que “f es un principio de superposicion” es una sentencia de primer
orden. El unico detalle no trivial fue explicado en la nota 1.2.43. En casi todos los ejemplos
de principio de superposicion que daremos, el definible O tendra un solo punto, es decir, el
dominio A sera definible sin parametros.

Lema 1.2.54. Suponga que la interpretacion ¢ : To — T es una inmersion estable y Ty
elimina imaginarios. Para cada'Y que sea interno sobre A existen Ty definibles A — O x X,
un morfismo T-definible [ : Z xo tA — Y, junto con a € A(Z) y b € Ag(O) tales que
fa 1 tAy = Y es un epimorfismo reqular en T*. Si T es completa y elimina imaginarios,
podemos suponer que [ es un principio de superposicion para 'Y .
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Demostracién. Por al lema 1.2.49, el levantamiento ¢* : 76% — T es una inmersién. Apli-
cando el lema 1.2.28 a /* y la ecuacién 1-21, obtenemos un epimorfismo regular f, : (*4, — Y
definible en 7" con parametros en 2. Teniendo en cuenta la descripcién de morfismos -
definibles, con dominio A-definible, definicién 1.2.13 y ecuacién (1-15), obtenemos el morfis-
mo f:Z xptA—=Yys:Z—10.

Precisamente, existen definibles B < X; X Xo en Ty vy © — Z; x «tB x Y en T, junto a
pardametros a € A(Z;) y b € Ao(X;) tales que gr(fo) = O(ap)-

Para verificar el dltimo enunciado, tome Z' < Z con Z :: “f, es sobre” y la relacién de

equivalencia Egpy < Z? definida por Egy ) = “f,, = f.,”. Como T elimina imaginarios,
tenemos q : Z — Z/Egy(py; ast ¢*(a) € A(Z'/Eqyy)), siendo T completa, esto garantiza que
f:2Z'/Eg(p) X tA—Y es un principio de superposicion. O

Ejemplos 1.2.55. (1) La teoria de cuerpos se interpreta la teoria de espacios vectoriales
de dimensién fija (VE,). Recuerde que VE tiene dos suertes, K para el cuerpo de
escalares y V' para los vectores. Note que V es interno a la teoria de cuerpos, pues
cada vector puede escribirse como combinacion lineal de n vectores linealmente inde-
pendientes, siendo n la dimension de V.

En detalle, siendo GLy < V" definido mediante “(vy,...,v,) son linealmente inde-
pendientes” tenemos un principio de superposiciéon f : GLy x K™ — V' definido por
la combinacién lineal (vj, A;) = >_7_; Ajv;. En este sentido, una base de internalidad
para V' es una base K-lineal.

En general, si ¢ : 7o — 7T es una interpretacién y (K, V) es un espacio vectorial
de dimensién n definible en T, (i.e. una interpretacion de VE, en T') para el cual
K =X siendo X definible en 7j. En este contexto, llamaremos a f el principio de
superposicion lineal para V.

(11) Sea K un cuerpo diferencialmente cerrado (modelo de DCF) y Y el conjunto solucién
de una ecuacién diferencial lineal homogénea de grado n, tenemos que Y es interno
al campo de constantes C' (modelo de ACFy). Vea el ejemplo 1.2.3 (v). En este ca-
so, tenemos un principio de superposicién es lineal f : GLy xC™ — Y y una base
de intenalidad es un sistema fundamental de soluciones. Otras ecuaciones, por ejem-
plo las lineales no-homogéneas o la ecuacion de Riccati, admiten otros principios de
superposicion.

(1) La teorfa de cuerpos se interpreta en la teoria de extensiones (FE,) de grado n. To-
mando la suerte E para la extensiéon y F' para el cuerpo de base, (F, E) es un espacio
vectorial definible y por lo tanto tenemos un principio de superposicién lineal.

Esto dice que las bases de internalidad, son tuplas con n elementos de F indepen-
dientes sobre F'; sin embargo, podemos usar la multiplicaciéon en E para mejorar esta
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(V1)

descripcién. Para una extension separable, considere el morfismo ¢ : £ — E™ defini-

do mediante a — (a,a?,...,a"), y llamamos primitivo a un elemento del producto

fibrado

‘ (1-22)

Sea M = (FP', E™) un modelo de FE,. Cuando la extensién F™ < E™ es separable,
el teorema del elemento primitivo asegura que M(Primg) es no vacio, y por tanto los
elementos primitivos son bases candnicas para E. De lo contrario, F'™ tiene carac-
teristica p y n = p*m donde p no divide a M; la clausura totalmente inseparable de
F™ en E™ es M(S) siendo S < E el T-definible S :: I4fa € F A 2P —a = 0]. En
este caso, la extensién IMM(S) < E™ es separable y una base canénica para E es un
elemento primitivo de F sobre S.

Este es un ejemplo importante, no sélo por ser el primero histéricamente sino porque
las teorias en cuestion pueden ser muy complicadas. Por ejemplo, la teoria del cuerpo

de ntimeros racionales interpreta la aritmética.'”

Sea 91 una estructura finita. Considere ¢ : F — 7T la interpretacion de la teoria trivial
F = Defy(D) en T' = Th(9M), recuerde el ejemplo 1.1.21 (1). Cualquier X en T resulta
ser F interno; pues cuando 9%(X) tiene n elementos es posible enumerarlos.

En detalle, siendo A, X < X" definido por A, X = A\, [zi # ;] el morfismo
A, X xn — X dado por (Z,k) — z es un principio de superposicién. Una base de
internalidad para X es una tupla con n entradas distintas.

La teoria de algebras booleanas sin atomos se interpreta en teoria de algebras booleanas
con un numero fijo de &tomos. Considere p el supremo de todos los atomos, un elemento
x no tiene dtomos bajo él si y solo si x A p = 0 (esta férmula define la interpretacion).
Asi, cada elemento y se escribe cémo (y A —p) V (y A p) y cualquier enumeracién de los
atomos es una base de internalidad.

En detalle, siendo B el dlgebra booleana, X el conjunto de sus atomosy A :: x Ap =10
el algebra sin atomos. Tenemos el principio de superposicién f : A, X x A"t — B
definido por (ZIIZ', aop, CLZ') — ag V \/?:1 (LIZ'Z V ai).

La teoria de grupos se interpreta en la teoria de acciones de grupos. Sea (G, X) una
accion de grupo con n orbitas. En este caso, X es interno a la teoria del grupo y
cualquier tupla transversal es una base de internalidad.

0Véase [12]. En légica, la aritmética es el epitome de lo complicado debido a los teoremas de incompletitud.



42 1 Presentacion Categérica de Internalidad

Una tupla es transversal si tiene exactamente una coordenada en cada orbita. Es decir,
al definir T" — X" mediante

T /\ Volzi # g(x5)],

i<j<n
obtenemos un principio de superposicién f : T x G xn — X donde (z;, g, k) — g(zx).

Definicién 1.2.56. Una inmersion estable ¢ : 79 — 7 es un cubrimiento interno si
ambas teorias eliminan imaginarios, 7' es una teoria completa y todo T' definible es Tj
interno. Cuando ¢ sea evidente, diremos que 7" es un cubrimiento interno de Tj.

Llamamos fibra de internalidad a una estructura estructura definiblemente cerrada en
T, que contenga (al menos) una base de internalidad para cada T" definible.

Diremos que T} tiene suficientes constantes para el cubrimiento interno ¢ : To — 7T si
existe alguna fibra de internalidad con reducto constante.

Nota 1.2.57. Si ¢ : Ty — T es un cubrimiento interno, el lema 1.2.54 implica que para todo
T-definible Y existe un principio de superposicién. En consecuencia, en cualquier modelo
M = T podemos escoger una base de internalidad para cada T-definible. Asi, al tomar
la clausura definible de dichas bases, obtenemos 2 C 991 una fibra de internalidad con
cardinalidad || < |[T| = |L| + N,.

Ejemplo 1.2.58. Sea 9t una estructura finita. Considere 77 = Th(IM*) y ¢ : F — T
la interpretacion de la teorfa trivial, como en el ejemplo 1.2.55 (1v) todo T-definible es F
interno. Como en F todo definible con parametros es definible sin parametros, ¢ es una
inmersion estable.

Es claro que T = Th(9®) y la teoria trivial eliminan imaginarios, por tanto ¢ es un
cubrimiento interno. Ademas, la unica fibra de internalidad es todo 2t°¢, pues cada base de
internalidad enumera todos los elementos, y el reducto de M a F es la tnica estructura
posible § : F — Conj. Recuerde el ejemplo 1.1.21.

Mas adelante, vea el lema 2.1.11 y los ejemplos subsiguientes, veremos que los otros ejemplos
en 1.2.55 también dan lugar a cubrimientos internos.

Por fin cumplimos nuestro objetivo de dar una caracterizacién categérica de internalidad.

Teorema 1.4. Sea ¢ : Ty — T un cubrimiento interno con fibra de internalidad A. Eziste
una interpretacion 7% : T — T30 tal que w0 y 7% son naturalmente isomorfos a 3™ y
respectivamente.

Nota 1.2.59. Si 2 es una fibra de internalidad con reducto constante (2o = dclg, () entonces

7% es una inversa a izquierda de ¢.
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Demostracién. Como ¢ es una inmersién estable, gracias al lema 1.2.46, tenemos que /* :
75% — T® es una inmersién estable. Por otro lado, como todo T-definible es T} interno,
tenemos M = dclp (M U A) para todo M |= T'. El lema 1.2.28 asegura que el funtor entre
*)

modelos (:*)* es fiel, asf por 1.2.49 existe una interpretacién inversa a (*la

To —— T

2 A
J°0 J
{ %

T = T

Basta definir 7% : T — 76% como la composicién entre 7 y la inversa de (. O

Terminamos con una pequena observacion sobre estabilidad, que establece un reciproco al
hecho 1.2.30:

Hecho 1.2.60. Si Ty es una teoria completa estable y v : To — T es un cubrimiento interno,
entonces T' es una teoria estable.

Demostracién. Es bien conocido, que una teoria completa es estable, si y solo si, alguna (y
por tanto cualquier) expansién por constantes lo es. Como Tj es estable, T| 0% también lo es;
dado que ¢ es un cubrimiento interno entonces T% y To®° son bi-interpretables (:* es una
equivalencia de categorfas), T™ es estable. Por tanto 7" también es estable. O
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Este capitulo estd dedicado a la construccion del grupo de enlace para un cubrimiento
interno, es decir, una inmersion estable de la teoria Ty en la teoria T, en el cual todo definible
en T es Ty-interno, T' es completa y ambas teorias eliminan imaginarios.

Puntualmente, mostraremos que cuando ¢ : 79 — 7 es un cubrimiento interno entre teorias,
existe un sistema proyectivo de grupos definibles (tal vez con parametros) en Tp, {G}}, o7 tal
que para cualquier 9 |= T el grupo de enlace Aut(9t/My) es igual al limite m, Mo (Gr).

Cada seccién presenta una version distinta de la construccion de dicho sistema: La primera,
basada en [7], toma una perspectiva algebraica y construye cada grupo a partir de los cambios
de base de internalidad. La segunda, basada en [9], muestra que la construccién del grupo
de enlace es un caso particular de una construcciéon categérica que es posible siempre que
tenemos una buena codificacién interna de morfismos.

2.1. Construccidn algebraica. Siguiendo a Hrushovski

Esta seccién esta escrita para el paladar de un algebrista: quien esta iniciado en teoria
de modelos encuentra evidente que para construir un automorfismo que intercambie dos
elementos, lo primero es que estos tengan el mismo tipo; sin embargo, nuestra manera de
proceder serd ir construyendo morfismos y cocientes, de manera que solo al final (para que
todo pegue bien) descubriremos que los elementos tienen el mismo tipo.

Antes de comenzar, fijemos la notaciéon que usaremos durante esta seccién: Sean Ty y T
dos teorias de primer orden que eliminan imaginarios escritas en vocabularios Ly y L, y con
categorias de definibles Ty = Def, (To) y T = Def(T) respectivamente. Sea ¢ : To — 7T una
interpretacion, y 2 una estructura definiblemente cerrada en 7', denotamos 2l a su reducto
a Tp, ver definicién 1.2.16. En particular, para 9t = T tenemos que My = Tp.

Dado Y un definible en T que es Ty interno, fijaremos f : Z X,0 tA — Y un principio
de superposicién para Y. Recuerde que en la definicién 1.2.52, A — O x X y ademaés de f
contamos con el morfismo s : Z — (0. Si suponemos que ¢ es un cubrimiento interno, ver
definicién 1.2.56, el lema 1.2.54 garantiza la existencia de f.
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Cambios de base para un conjunto interno

Sea 2 una estructura definiblemente cerrada en T'. El que f sea principio de superposicion,
significa que para cada a € (%) el morfismo 2A-definible f, : tA, — Y es un epimorfismo
regular, siendo b = s*(a) € Ao(0). Sea N, = Ny, — 1A? el nicleo de f,, esta es la relacién
de equivalencia dada por tener la misma imagen bajo f,. Como T elimina imaginarios,
T* también los elimina (lema 1.2.45). Asi, existe q, : tAy — tAy/N, y un isomorfismo

P1
¢a 1 LAy/N, — Y, pues tanto f, como g, son co-igualadores para N, Ti tAy . Si no

—1
a

le resulta claro como definir ¢, ", consulte la definicién de epimorfismo regular 1.1.7 y la

proposicion subsiguiente.

Si ¢ es otro elemento de A(Z) tal que b = s%(c) y N, = N,, es decir, tal que f, y
fe tienen el mismo dominio y el mismo nicleo, obtenemos un automorfismo 2A-definible
Gea =Gt Y =Y.

LAy

(2-1)

Y <¢— LAb/Na ¢—> Y

Definicién 2.1.1. Dado un principio de superposicién f : Z x,0 tA — Y, definimos la
relacién de 0-compatibilidad R, — Z? mediante la férmula

s(21) = 8(22) A Ve, Vo, [f(21,21) = f(21,22) < f(22,21) = f(22, 72)].

El morfismo de cambios de base ® : Ry x Y — Y satisface que yo = ®(22, 21, ¥1) si y solo
sl Elx[yl - f(zlwx) A Y2 = f(ZQ,[L’)]

Nota 2.1.2. Tenga en cuenta que f(z,z) estd bien definido inicamente cuando (s(z), x) estd
en A —= O x X.

Ejemplo 2.1.3. En el caso de un principio de superposicién lineal, ejemplo 1.2.55 (1), todo
par de bases en GLy son O-compatibles; porque el dominio K™ es definible sin parametros
(i.e. O = 1), y los ntcleos son siempre triviales (i.e. Ny, = Agn < (K™)?).

Dado a = (v1,...,v,) € A(GLy) el morfismo ¢;! : V — K™ envia cada vector en sus
coordenadas respecto a la base a. Si ¢ = (wy,...,w,) € A(GLy) es otra base el morfismo
Gca iV — V esta definido por v; — wj.

Un ejercicio provechoso para el lector, seria calcular la O-compatibilidad y los cambios de
base para cada uno de los ejemplos en 1.2.55.

Sea M un modelo de T', recuerde que, segun el teorema 1.1, un automorfismo o : 9 — M
es un isomorfismo natural o = {oy : M(Y) — M(Y) }, . Asi, para su reducto My = Tp
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el automorfismo o se reduce a t*o : My — My, ver definicién 1.2.4. Diremos que o fija
(puntualmente) a My si t*o es la identidad, o sea o,x = idgp,(x) para todo Tp-definible
X. Denotamos Aut(9t/9M) al grupo de automorfismos de 9 que fijan a MNy.

Proposicién 2.1.4. Dada una interpretacion v : To — T y f 1 Z X,0 tA =Y un principio
de superposicion para Y. Para cada M = T y cada o automorfismo de M que fija a My,
existe una pareja 0-compatible (c,a) € M(Ry) C M(Z)? tal que oy es igual al cambio de
base ¢

Demostracion. Tome cualquier a € M(Z) y defina ¢ = oz(a). Vamos a usar que ¢ es una
transformacion natural y t*o es la identidad, para ver que a y ¢ son compatibles:

Primero s™(c) = s™(0z(a)) = 0,0(s™(a)) = s™(a) = b, pues s™oy = 0,08™" por naturali-
dad y 0,0 es la identidad. Asi el dominio de f, y f. es tAy.

Nuevamente por la naturalidad de ¢ unido a que 0,4 = id,4, obtenemos el diagrama
conmutativo:
Mo (Ap)
d cxid
aXx1
M(Z %0 1A) 2% M(Z x,0 1 A) (2-2)
MY) —— M(Y).
oy

Del diagrama se deduce que oy f = f™. Como oy es biyeccién, es claro que f, y f. tienen
el mismo ntcleo; por tanto, (c,a) € M(Ry). Como ¢, , satisface f. = ¢ qfq, ecuacion (2-1),
y fa €s un epimorfismo, concluimos que oy = qb?}l. O

Esta importante proposiciéon nos deja con varias tareas pendientes: Primera, si ¢., es
la componente Y de un automorfismo ;quiénes son las otras componentes? Segunda, ;qué
relacién deben tener a y ¢ para que este automorfismo exista? Por tltimo, ;cémo vamos a
hacer para agrupar todos ellos?

A continuacién, vamos a abordar una a una las preguntas anteriores.

Generadores, levantamientos y restricciones

La respuesta a la primera pregunta es: todas las componentes de un automorfismo, de-
berian provenir de principios de superposicién. Por tanto, debemos escoger un principio de
superposicion para cada T-definible. Pero no podemos escogerlos de cualquier manera, pues
violaria la naturalidad de un automorfismo. Por eso, en este momento, vamos a ver que un
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principio de superposicién para Y se levanta y se restringe naturalmente a principios de
superposicion para cada definible generado por Y.

Definicién 2.1.5. Sea ¢ : 7y — 7T una interpretacion, y fije un T-definible Y. Definiremos
inductivamente a los T-definibles generados por Y sobre .:

I. Tanto Y como cualquier definible de la forma ¢ X, con X definible en T, son generados
por Y sobre ¢.

1. Si U y V son generados por Y sobre ¢, entonces U x V y U UV son generados por Y
sobre ¢.

1. Si U es generado por Y sobre ¢ y B < U, entonces B es generado por Y sobre ¢.

Iv. Si U es generado por Y sobre ¢t y ¢ : U — @ es un epimorfismo regular, entonces @) es
generado por Y sobre ¢.

Notaremos T,Y, a la sub-categoria plena de T formada por los definibles generados por Y
sobre ¢. Diremos que Y es un generador para T sobre 1 si T =T|,Y

Nota 2.1.6. Siguiendo la demostracion del teorema 1.1, es claro que 7T [,Y siempre es una
categoria booleana y extensiva. Ademas, si T es efectiva (i.e. T elimina imaginarios) entonces
TT1.Y también lo es. Ademas, T[,Y permite factorizar a ¢« mediante:

To ————— T

N

donde, por definicién, T [,Y < T es siempre una inmersion. Si Y = (X para algin Tj
definible X, notamos 7|,= T|.Y.

Lema 2.1.7. Dada una interpretacion ¢ : To — T y f : Z X,0 tA = Y un principio de
superposicion para Y . Para cada U generado por'Y sobre v, existen wU y (U definibles en
T1., y un principio de superposicion fIV : Z Xy wU — U natural respecto a U.

Nota 2.1.8. De este modo una base de internalidad para Y, es base de internalidad para todo
U generado por Y. En este caso la naturalidad significa que para cada morfismo definible
h :U — V donde U y V son generados por Y sobre ¢ y para cada base de internalidad
a € A(Z) tenemos el diagrama conmutativo

o
WUbl/Nf(\IU — U

@V, /N y1v —V
¢(l
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donde b, = (s1V)¥(a), wlj,, es el dominio y N o el niicleo de £V de modo que ¢\ es el

. . , . : V1, AU
isomorfismo descrito en (2-1); lo andlogo es cierto para V', en consecuencia m,h = (gb'a ) lhgb'a )

Demostracion. Procederemos inductivamente, siguiendo uno a uno los puntos de la definicién
2.1.5 en los lemas 2.1.9 y 2.1.10. En el caso base, f¥ = fy f*X : Zx1X — 1X es simplemente
la proyeccién sobre ¢ .X. O

Lema 2.1.9. Si fIV : ZIxcqpwwlU = Uy flv. Z'xcywV — V son principios de superposicion
para U y 'V, existen principios de superposicion fW : (ZxZ')x cw@wW — W para W = UxV
y también para W = U UV. En el caso Z = Z' podemos en fW' substituir Z x Z por Z.

Demostracion. Sea W = U x V', tome (W = (U x (V' y dese cuenta que hay un isomorfismo
1, que reordena los factores del producto:

VY (ZxZ") xew (WU x @wV) = (Z xep wU) x (Z' xey wV).
Definiendo wW = wlU x wV y cayendo en cuenta que el co-dominio de v es el dominio de

IV x fIV_ basta definir fI" = (fIV x fIV).

Dada una estructura 2 definiblemente cerrada en 7"y cualquier a = (a1, a2) € A(Z x Z'),
\i% U v W .
tenemos que fo = (fa; X fay ). Por tanto f; serd un epimorfismo regular para el cual a es

una base canénica.

En caso que W = U UV, tome (W = (U x (V y dese cuenta que hay un epimorfimo
regular 1, que distribuye X respecto a Ll y luego proyecta sobre Z y Z’ respectivamente:

w : (Z X Z/) Xew (wUI_Iw'V) — (Z X¢eu ’WU) L (Z, X¢ev wV)

Basta definir W = wU U@V y fW = (fIV U V)4, para que una argumentacién anéloga
a la de arriba muestre que ! es un principio de superposicién.

En el caso Z = Z’, podemos considerar el mapa diagonal Ay = (idz,idyz): Z - Z x Z 'y
componer el fW arriba definido con Ay X idow. O

Lema 2.1.10. Sea f!V : Z Xey wU — U un principio de superposicion para U, para cada
B — U y cada q : U — Q ezisten principios de superposicion f'Z y fI9 respectivamente.

Demostracion. Dado B < U tenemos los siguientes productos fibrados:

|B
VB —— VB ——— B

T -

wly —— Z X wlU ——
ax1 f\U
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Como el morfismo inferior ( fILU) es epi regular, el superior ( fILB) también lo es. Veamos que
fB =27 x:pwB donde @B :: 3,[f(z,7) € B] asi @B — wlU y (B = (O xy B.

Dado un epimorfismo regular ¢ : U — Q basta definir 19 = ¢fIV. O

Lema 2.1.11. Sea ¢ : Ty — T una interpretacion inyectiva. Si tenemos un principio de
superposicion para cada suerte basica y este respeta los simbolos del vocabulario, entonces la
interpretacion es una inmersion estable

Demostracion. La plenitud de ¢* significa que: dados 9t y 91 modelos de T y una inmersion
elemental o : My — Dy existe una extension ¢ : M — N

O

Definicion proyectiva de compatibilidad

Ahora nuestro objetivo es saber jcudles parejas (a,c) € 9M(Z?) permiten definir un auto-
morfismo de M que fije a M7 Para esto, vamos a hacer una observacion:

-1
Segunda, nuestro objetivo es componer (gbLU) y ng'cU para obtener la componente del

. . U U .
automorfismo en U; sin embargo, para que esto sea posible ft‘l y fl deben tener el mismo
dominio y el mismo ntcleo.

Definicién 2.1.12. Sea ¢ : Ty — 7T una inmersién estable. Dado un principio de superposi-
cion f: Z x,0tA — Y,y un T-definble U generado por Y sobre ¢, definimos la relacion de
U-compatibilidad Ry — Z? como la 0-compatibilidad respecto al principio de superposi-
cion flU.

Es aqui donde usamos la estabilidad de manera uniforme (ver lema 1.2.48):

Para f*VB <« Z x o(X" x V) existe ¢ : Z — 1S y A < S x (X™ x V), tales que, para
cualquier a en M (2)
£UB = ((Agma).

Organizando, a partir de cada B < U definimos una relacién de equivalencia Rp — 22
siendo Rp :: z*llUB = fZ*QIUB”. Sabiendo que ¢ es inyectiva, (a,c) € 9M(Rp) equivale a
que Aqsm(a) = Aq
elementos de S son bases candnicas, es decir, que 1S = Z/Rp.

m(e). Sin perdida de generalidad, podemos suponer que ¢ es epi y que los

En el caso especial Ay < Y2 (a,c) € M(RA,) significa que f, y f. tienen el mismo
nicleo. Notemos qo : Z — 1Sy al cociente por Ra, y E < Sy x X? a la re-interpretacién
uniforme de los niicleos (el niicleo de f, es tEy(,)); en consecuencia, cada re-interpretacién
de Y ( cada definible de la forma X/E;,) es un sub-objeto de (Sp x X)/F. Vea la definicién
de F' en la pagina 36.
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Si (a,c) € M(Rp) para cualquier B — U, entonces ¢,' y ¢, junto con todos sus le-

vantamientos y restricciones se pueden componer. En ese caso, ¢, es un automorfismo de
.

A esta relacion en Z la llamamos compatibilidad, si bien, no podemos garantizar que sea
definible, por lo menos, sabemos que es un limite proyectivo de relaciones definibles.

Para ver esto, tomamos como categoria de indices Z, a los conjuntos finitos de sub-objetos
k € T significa k = {By < Uy, -+, B, <= U, },

ordenados por contenencia, trivialmente Z es una categoria dirigida. Definimos Rj como
(/\Bek RB) N Rp,, asi k1 < ko implica Ry, < Rj,. Pues bien, la compatibilidad R es igual
a Pro Ry,.

Note que la compatibilidad puede comprobarse en 9M,: Para cada k en Z, existe Sj en 7T
Y qr : Z — 1Sy, cociente para Ry, asi a es compatible con ¢ si y solo si ¢7"(a) = ¢}*(c) para
todo k.

Proposicién 2.1.13. Dado M |=T ya,c € M(Z) compatibles, entonces ¢}, es (determina)
un automorfismo de M que fija a My.

Corolario 2.1. Dado MM =T y m € M punto fijo de Aut(IM/My), es decir, o(m) = m
para todo o € Aut(9/My). Entonces m € delp(My).

Demostracion. Inicialmente suponga m € 9MM(Y). Sabemos que m = f2(b) para algin a €
M(Z) y b e My(X); mas atn, para cualquier ¢ € M(Z) que sea compatible con a tenemos
que @7, € Aut(9/9M).

Por hipétesis,
m = ¢og(m) = ¢ou(fa' (b)) = f7(b);

definiendo b, = ¢%(a), concluimos que g(z) = by para todo k implica f(z,b) = m. Por
compacidad, bastan finitas formulas g, (2) = b, para garantizar la implicacién, tomando
ko = U, ki obtenemos que 3,[f(z,b) = y A qi,(2) = bi,| es una definicién de m. Ahora si
m = (my,...,M,,my) € MY™ x (V) recién probamos que cada m; € dclp (). O

Grupoide de cambios de base

;Por qué un grupoide y no un grupo? para componer ¢, y ¢, necesitamos la compa-
tibilidad, no obstante, siempre es posible componerlos en el orden contrario formando las
biyecciénes definibles 1., = ¢, '@, cuyo tinico defecto es actuar entre objetos distintos.



2.1 Construccion algebraica. Siguiendo a Hrushovski 51

N

X/EQO(G X/qu

El morfismo )., es definible con pardmetros, o sea, gripe, = t(X/Ey @) X t(X/Ege)):
sabiendo que cualquier X/E, < P := (Sy x X)/F tenemos

gl" ¢c,a — LP2

l h(a,c) x1

grv —— (Z x Z) x 1P?

Usando estabilidad uniforme y tomando bases canénicas (varias parejas pueden definir la
misma biyeccién), tenemos un cociente ¢™ : Z x Z — 1Q y ¥ — Q x P? de tal manera que

gr 'lvbc,a - \Iqu(a,c)~

Para cada indice k = {By — Uy, -+, B, < U,} vamos definir el grupoide G, dentro de
To: Sus objetos serdn Obj, = Sk, donde 1S es igual al cociente Z/Ry. Sus morfismos seran
Mory, < S7 x @ satisfacen ¢ Mory = img(q),siendo ¢ = (i, gm) : Z% — (S x Q) tal que
a (a,c) € M(Z?) le asociamos la tripla (qx(a), gx(c), gm(a,c)) donde la primera componente
es el dominio, la segunda el co-dominio, y la tercera determinara la acciéon. Por tultimo, la
composicion se hereda de las parejas en Z ((z3,24) 0 (21,22) = (21,24) siempre y cuando

qr(22) = qr(23)).

Ahora note que si k; < ko tenemos Ry, — Ry, lo que significa que existe una funcién
Sk, —+S), que refina las clase de equivalencia, lo que significa que el siguiente diagrama

9kq
kg

Sky ——2— Sk,

conmuta

Esta funcién puede ser extendida hasta los morfismos, generando de esta forma un funtor
definible Gy, — G, , asi el grupoide de cambio de bases compatibles sera el limite proyectivo
de este sistema, G = Pro G;.
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Por ultimo definamos la accion del grupoide G como; para los objetos
[Ozk(sk) = SC] — Sk x P

Es decir, a cada by = qx(a) le asociamos el cociente X/Ej,, ademds para los morfismos
restringimos nuestros cambios de base ¥ como en el siguiente diagrama

\Ifk —— MOI‘k x P

Uye— QxP

. q(a,c . . Ye,a
Es decir a un morfismo qk(a)ﬁqk(c) le asociamos el isomorfismo X/ Ey,—— X/ Ey .
Naturalmente la acciéon de G sera el limite proyectivo de las acciones de G, note que al
refinar la compatibilidad tnicamente se obtienen mas puntos dentro del grupoide, no se
cambian ni los morfismos, ni su accion.

Llevando la accion a'Y

El grupoide de cambios de base esta definido y actia en 7Ty; por tanto, podemos interpretarlo
a él y a su accién dentro de 7T, con la ventaja de que ahora es posible llevar la accién a nuestro
definible Y. Para esto definimos G* agregando un punto nuevo a G de forma que ObjG* =
Obj G U {x}; los morfismos son definidos como Mor G* = Mor G LI (Z, ) Ul (%, Z) U (%, R, %) /N
donde a cada elemento (a,*) serd un morfismo de ¢g(a) en * cuya accién es i(X/ Eb)¢—“>Y.
La pareja (*, a) acttia mediante ¢, . Por ultimo los morfismos (x, a, ¢, *) son tales que parten
y terminan en #, y actian mediante ¢., = ¢.¢, " donde a y ¢ son bases compatibles, y la
equivalencia (a,c)N(d', ') significa ¥, = U, .

El siguiente teorema resume todo lo demostrado en esta seccion.

Teorema 2.2 (Grupoide de enlace). Para un cubrimiento interno ezisten grupoides conezos
pro-definibles que actian definiblemente: G en To y G* en T tales que, G es un subgrupoide
pleno de G*, la accidn definible de los dos coincide en Ty y para cualquier modelo M =T el
grupo de isotropia del punto x coincide con los automorfismos de M que fijan a My.

Concluimos esta demostracion con los siguientes comentarios:

I Hemos demostrado el teorema en el caso en que Y es la tunica suerte basica de 7T, si
el lenguaje de T tuviera infinitas suertes basicas, basta incluirlas junto con sus uniones
disyuntas dentro del conjunto de indices, es decir un indice serd una pareja (V, k) siendo
V=Y U---UY,, y k como antes, asi G = ProGy, , y igualmente para G*.
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11 Para una base de internalidad a considere la tupla infinita b = (by) = (qx(a),k € )
formada por sus clases de compatibilidad; para cualquier otra base ¢, ser compatible
significa que gx(c) = by para todo k, y en este caso existe un automorfismo o de 9% que
fija a My, tal que o(a) = ¢, es decir, la tupla b aisla el tipo de a sobre My. Més atin, los
objetos de G corresponden exactamente con tuplas que tienen el mismo tipo (en 7p) que
b y un morfismo entre dos de esas tuplas ( digamos que b = (by) y d = (dy)) consiste en
una pareja (a, c) tal que tp(ba) = tp(dc).

111 Si 7Ty tiene suficientes constantes, podemos conseguir una base a tal que la tupla infinita
b es una constante, asi el grupo de isotropia de b (G}) es pro-definible sin pardmetros
en 7p; sabiendo que en un grupoide conexo todos los grupos de isotropia son isomorfos,
tenemos que para cualquier modelo

Mo(Gy) = M(G) = Aut (/M)

Corolario 2.3. 5t 9 es una estructura finita, su grupo de automorfismos es pro-finito. Mds
atin, para cada definible Y en la teoria de M, la accion de Aut(IM) = lim G en M(Y)
proviene de una accion definible de Gy, en Y .

Demostracion. Note que T" = Th(9t®9) es un cubrimiento interno de la teorfa trivial F =
Defy(()) y esta tltima tiene suficientes constantes, pues todos sus elementos son constantes.
Gracias al teorema 2.2 existe G = Pro Gy, en F tal que

Aut(I) = Aut(M/F) = F(G) = lm F(Gy).

Note que Gy = §(Gy) es un grupo finito.

Fije Y en T y tome Z el conjunto bases de internalidad para Y. Note que la compatibilidad
R = Pro Ry — Z?, debe ser igual a R, para algin k, pues 91(Z?) es finito. Asf la accién de
G en Y provien de la accion de G en Y. O

2.2. Construccidn categoérica. Siguiendo a Kamensky

La idea de esta seccién (tomada directamente de [9]) es mostrar que (una versién ligera-
mente mas débil de) el teorema 2.2 puede demostrarse a partir de un principio categérico
general; visién que se encuentra estrechamente ligada a la visién de Alexander Grothendieck
y su escuela sobre la teoria de Galois.

Esta seccion se divide en tres partes: en la primera parte, vamos a establecer algunas
generalidades sobre categorias monoidales cerradas y funtores entre ellas. Brevemente, una
categoria monoidal cerrada tiene un producto y una potenciacién que satisfacen una ley



54 2 Grupos de Enlace

exponencial, esto es muy importante porque permite codificar al interior de la categoria los
conjuntos de morfismos.

En la segunda parte, mostraremos que la categoria de definibles de una teoria es ind-
cerrada, es decir, la potencia de dos definibles puede no ser definible pero seguro es limite
inductivo de definibles; para ello utilizaremos una técnica conocida como la construccién de
Grothendieck de un funtor.

En la tercera parte, demostraremos que los automorfismos de un funtor cerrado pueden
representarse por un limite proyectivo de grupos. Aterrizando este resultado al caso de un
cubrimiento interno entre teorias, tenemos un método distinto para construir el grupo de
enlace.

2.2.1. Categorias monoidales cerradas

Sea C una categoria arbitraria. Un producto monoidal es un funtor @ : C x C — C,
donde C x C es la categoria producto, definida en [15, Sec. II. 3.].

Una condicion asociativa para ® es un isomorfismo natural ¢ = {axyz}, que a cada
tripla X, Y, Z de objetos en C, le asigna

axyz: XY ®2Z) = (X®Y)® Z,

de manera tal que el diagrama con las 5 posibles maneras de asociar 4 objetos es conmu-
tativo. Vea el axzioma del pentdgono en [15, Sec. VIL. 1. ].

Una condicién conmutativa para ® es un isomorfismo natural ¢ = {cxy} que a cada
pareja X, Y de objetos en C le asigna

cxy  XQY 5 Y ®X,

de manera tal que ¢y x o cxy = idxgy. Las condiciones asociativa y conmutativa son com-
patibles si el diagrama con las 6 maneras de asociar y ordenar 3 objetos es conmutativo.
Vea el axioma del hexdgono en [15, VII. 7.].

Una unidad es un objeto 1 en C, junto con un isomorfismo natural [ = {l{x} que a cada
objeto X en C le asigna lx : 1 ® X — X; de hecho, cuando el producto tiene condiciones
asociativa y conmutativa compatibles podemos suponer (ver [3, Prop. 1.3]) que [, a y ¢ son
compatibles, es decir, que los siguientes diagramas conmutan
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1®(X®Y) (X)RY 2= X® (1Y)

a l
c®id id ®!

@@M@Yj&?X®Y Q®M®Y—EE%X®Y

Definicién 2.2.1. A una categoria C dotada con un producto monoidal, unidad, y condicio-
nes asociativa y conmutativa (C,®) = (C,®,a,c, 1,m) la llamamos categoria monoidal
(simétrica con unidad)'.

Potencias y ley exponencial

Dada una categoria monoidal (C,®) para cada par de objetos X,Y en C definimos el
funtor de morfismos Hom(— ® X,Y) : C°? — Conj mediante Z — Hom(Z ® X,Y). Este
funtor es contravariante pues a cada f : Z; — Z, le asocia la funcion

Hom(f ® X,Y): Hom(Z; ® X,Y) — Hom(Z; ® X,Y)
g~ g(f ®idx).

Si el funtor de morfismos es representable, llamamos potencia [X,Y] al objeto en C que
lo representa. Esto quiere decir que

Hom(Z,[X,Y]) ~ Hom(Z ® X,Y), (2-6)

para cualquier objeto Z en C. Esta igualdad se conoce como ley exponencial y es senci-
llamente la correspondencia

Z = [X,Y]

X =Y

Definicién 2.2.2. Decimos que (C,®) es cerrada si para todo par de objetos X, Y existe
la potencia [X, Y.

La unidad permite definir el funtor de secciones I' : C — Conj tomando I'(X) =
Hom(1, X'). Cuando existe la potencia [X,Y’] sus secciones corresponden a los morfismos
entre X y Y

I'([X,Y]) = Hom(1, [X,Y]) ~ Hom(1 ® X,Y) ~ Hom(X,Y).

Por esta razon, la potencia también es llamada morfismos internos.

I1En este documento monoidal es monoidal simétrica con unidad.
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Definicién 2.2.3. Sea (C,®) una categoria monoidal, tome X, Y y Z objetos para los
cuales las potencias [X, Y], [Y, Z] y [X, Z] existen. La ley exponencial nos permite definir los
siguientes morfismos:

(1) A cada f: X — Y le corresponde una seccién, a la cual llamamos cddigo de f 'y

denotamos ILL[X Y.

(1) A laidentidad id : [X,Y] — [X, Y] le corresponde un morfismo n: [X,Y]® X — Y al
cual llamamos evaluacion, pues cualquier f : X — Y el siguiente diagrama conmuta:

X, Y]oX vy
" wlx (2-7)

1 X~X
111 evaluar primero en y luego en obtenemos un morfismo
Al eval i Xyl Y ob fi
Y, 2 ® ([X,Y]® X) 2LV, Z| @ Y 5 Z

al cual le corresponde o : [Y, Z] ® [X,Y] — [X, Z] conocido como composicién pues
este hace conmutar el diagrama

Y, Z]®[X,Y] —— [X, 7]
EKNF[ (2-8)

I®l~x1
para cualquier par de morfismos f: X - Y yg:Y — Z.

Maés aun, la composicion permite definir los morfismos pre-componer con f deno-
tado [f,Z] : [Y,Z] — [X,Z] y componer con g denotado [X,g| : [X,Y] — [X, Z]

mediante:

YV, Z]®[X,Y] —— [X, 7] YV, Z]@[X,Y] —— [X, 7]

1®rfw - (2-9a) rf@ﬁ % (2-9b)

Y, Z] @1 ~[Y,Z] 1®[X,Y]~ [X,Y]
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Monoide de endomorfismos y grupo de automorfismos

Un monoide en una categoria monoidal (C,®) es un objeto M junto a dos morfismos
m:M®M — Mye:1— M que hacen conmutar un diagrama de asociatividad y uno de
elemento neutro; vea [15, Sec. VIL. 3.].

Ejemplo 2.2.4. Sea X un objeto en C para el cual la potencia [ X, X] existe. La composicion
y el cédigo de la identidad, definidos en 2.2.3, hacen de [X, X| un monoide en (C, ®) el cual
notaremos End[X].

Definicién 2.2.5. Una categoria cartesiana es una categoria finitamente completa con-
siderada como categoria monoidal donde el producto es el producto cartesiano ® = x y la
unidad es el objeto final 1 = 1. Un grupo en una categoria cartesiana es un monoide
(G, m,e) con un isomorfismo i : G — G tal que los siguientes diagramas conmutan:

ixXidg idg x1i

GxG ——— GExG GxG — GxG
AG)[ Jm Ag]\ Jm
G 1—— G G 1 —— G

donde Ag = (idg,idg) : G — G x G es el morfismo diagonal.

Proposicién 2.2.6. En una categoria cartesiana (C, X) es posible extraer el grupo de in-
vertibles de cada monoide. O sea, para cada monoide M, existe un grupo G — M al que
llamaremos grupo de invertibles en M.

Demostracion. Dado un monoide M basta definir V; < M x M como el igualador de
m:MxM— M, meyp: M x M — My Mx M— 1-—M (o sea ajay = aza; = e).
La multiplicacién Vj; corresponde a multiplicar las primeras componentes y multiplicar en
orden contrario las segundas componentes en M x M (o sea (a1, az)(by,by) = (a1by, beas) ),
la identidad es (e, e) y la inversa corresponde a cprar (0 sea (ay,as)™" = (ag,a1)).

Al componer con la primera proyeccion obtenemos p; : Vy; — M, el cual es mono porque
la inversa bilateral es tnica (si a3 = by entonces ay = by ). En resumen, tenemos una
interpretacion cartesiana (ecuacional) de la teoria de grupos en la de monoides. O

Ejemplo 2.2.7. Sea (C, x) una categoria cartesiana y X un objeto tal que la potencia [ X, X]
existe, notamos por Aut[X] al grupo de invertibles del monoide End[X].

Funtores entre categorias monoidales

Sean C y D categorfas monoidales, un funtor F' : C — D se dice monoidal (fuerte) si
existe un isomorfismo natural ente FX ® FY y F(X ® Y), donde X y Y son objetos en C.
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Diremos que el funtor monoidal F' es cerrado para el par X,Y cuando las potencias
[X,Y] en Cy [FX,FY] en D existen, y ademds, el morfismo ¢ : F([X,Y]) = [FX,FY] es
un isomorfismo. Donde ¢ es obtenido a partir de la evaluacién n : [X, Y] ® X — Y mediante
la ley exponencial:

Fn:F(X,)Y))® FX - FY
t: F([X,Y]) — [FX,FY].

Un cubrimiento interno es una pareja de funtores cerrados (para todos los pares) ¢ : C —
Dy m:D — C tales que mt es naturalmente isomorfo a la identidad en C. Un cubrimiento
interno es una version interna de adjuncion pues

([t X,Y]) & [mX,7Y]  [X,7Y]. (2-11)

2.2.2. Construcciones de Grothendieck en la categoria de definibles

De acuerdo con las definiciones anteriores, la categoria de definibles de una teoria 7 es
Cartesiana y una interpretacién es un funtor monoidal. En este momento, tenemos dos
objetivos: primero, usar la construccién de Grothendieck para definir los morfismos internos
entre dos definibles, y segundo, determinar cuando una interpretacion es un funtor cerrado.

La construccion de Grothendieck para una estructura definiblemente cerrada

Para entender en que consiste y como se usa la construccion de Grothendieck vamos a to-
mar como ejemplo a una estructura definiblemente cerrada 20 C 9% = T'. Recuerde que esta
es simplemente un funtor 2 : 7 — Conj que respeta limites, co-productos e induce homo-
morfismos entre las algebras de sub-objetos. El objetivo de la construccion de Grothendick
es presentar este funtor como un limite proyectivo de funtores representables y por lo tanto
identificar a 2 con un pro-definible.

Usaremos como indices a la categoria de elementos, cuyos objetos son las parejas (X, a)
donde X es un definible en 7 y a € 2A(X). Los morfismos entre (X, a) y (Y, b) son morfismos
definibles o : X — Y tales que o*(a) = b.

Para comprobar que estos indices estan dirigidos en sentido inverso, basta construir los
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siguientes limites:

siendo F el igualador de a y f3.

Asi tenemos un sistema dirigido inverso (X, a) — X (abreviaremos X (x q) como X,) cuyo
limite proyectivo Pro X, = liﬂXa deberia representar a 2. Intuitivamente, lo que hacemos
es desempacar 2 poniendo una copia de X por cada elemento en 2A(X).

Para comprobar que efectivamente Pro X, representa a 2 usamos la caracterizacién de
morfismos 1-9, por tanto, debemos mostrar que Hom(Pro X,, Z7) = liﬂHom(Xa, Z) estéd en
correspondencia natural con 2A(Z) para cualquier Z en T .

Dicha correspondencia se obtiene como limite de las evaluaciones 7, : Hom(X,, Z) — 4(Z)
que envian f — fy(a), las cuales son coherentes pues cuando f ~ g, o sea, cuando f = ga con
(X, a)-=+(Y,b) tenemos fy(a) = gu(b). En direccién contraria, para cada ¢ € A(Z) tenemos
el indice (Z, ¢) y el morfismo 1z : Z. — Z tiene una clase de equivalencia en lim Hom(X,, 7).

lim Hom(X,, Z) +—— 2A(2)

f E— fgl(a)

1Z | C

c

Estas funciones son inversas pues 1z, o(c) = ¢y cuando ¢ = fy(a) tenemos (X, a)L(Z ,C)
con f=14f, osea, 15 ~ f.

Proposicion 2.2.8. Cada estructura definiblemente cerrada es pro-definible, en particular,
todo modelo de la teoria es pro-definible. Ademds, para cada par de modelos los morfismos
entre ellos son duales a las inmersiones elementales.

Demostracion. La primera parte esta probada arriba. Considere [ y B dos conjuntos de
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parametros

Hom (A, B) = Hom(2, Pro X,)
= @Hom(ﬂ, Xp)
»

= l%ﬂm(Xb)

Los elementos de este ultimo conjunto son tuplas coherentes (indexadas por B) de elemen-
tos en A que respetan todos los definibles (a, € 2A(X) < b € B(X)), estas no son otra cosa
que inmersiones elementales de B en 2. O

La proposicién anterior nos dice que existe una inclusiéon (funtor fiel y pleno) contravariante
de la clase elemental Mod(7T") en la categoria ProT.

La construccion de Grothendieck para el funtor de morfismos definibles

Ahora si, vamos a demostrar que el funtor de morfismos Hom(— x X,Y) : T — Conj es
representable en Ind 7. Para esto la categoria de indices tendra por objetos a las funciones
definibles f : Z; x X — Y y por morfismos f—g a funciones definibles o : Z; — Z,, tales
que

A X X
axlg
Zgx X — Y
La idea es que, en cualquier estructura definiblemente cerrada 2, cada a € 2(Z) define
un morfismo f, : X — Y que el diagrama conmute significa que f, = guu(q). Nuestra

mirada esta puesta en mostrar que Ind Z; = [X,Y]. Antes de esto necesitamos verificar que
la categoria de indices sea dirigida. Primero usamos los co-productos:

ZfXX
f
X 1a \ \t
(z;11z)x x %y o fllg

p2X1le / A
g

Zgx X
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Luego, como es posible que parametros distintos definan el mismo morfismo para igualar

«

un par ¢ — f necesitamos usar bases candnicas; y por tanto, suponer que 7' elimina
B

imaginarios.

Explicitamente, tomamos el cociente bajo la relacién de equivalencia en £ —» ZJ% definida
por E :: V,[f(z1,2) = f(22,x)]. Asi, obtenemos f : (Z;/E) x X — Y y observamos que ¢ :
Zy — Zy/E es un morfismo f L5 f. Note que para cualquier a € RU(Z,) tenemos que fuu(q) =
9o = fou de donde (a¥(a),8%(a)) € A(E). Esto implica que f—f iguala cualquier par

_a

Demostremos ahora que Ind Zy = [X, Y], es decir, que Ind Zy representa al funtor Hom(— x
X,Y). Sea Z cualquier definible en 7', mostraremos que Hom(Z, Ind Zy) = liﬂHom(Z, Zy)
(ver 1-8) es igual a Hom(Z x X,Y):

Acadat: Z — Z; podemos asignarle la composicién f(tx1) : Zx X — Y, esta asignacion
es coherente, es decir, para u ~ t (existe fZsgconu=oat: 7 — Z,) tenemos

ZfXX
tx1 ale/ \
IxX —— Zygx X ——— Y
ux1 g

osea, glux1)=glax1)(tx1)=f(tx1).

Reciprocamente, cada h : Z x X — Y sirve de indice, y por tanto tenemos el morfismo
1, : Z — Z;. En resumen:

lim Hom(Z, Zf) +—— Hom(Z x X,Y’)

tf f f(t X 1)

1Z}L )

Estas funciones son inversas (h = h(lz, x 1) y cuando h = f(t x 1) tenemos h-55f con
t =1tlg,,0sea ly ~t)y por tanto conforman una biyeccién natural.

Teorema 2.4. Una teoria T elimina imaginarios, si y solo si, los funtores de morfismos
definibles son representables en Ind T .

Demostracion. Arriba vimos que la eliminacién de imaginarios garantiza que la construccion
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de Grothendieck es dirigida. Mostremos ahora el reciproco. A cada equivalencia E — X2 le
asociamos su morfismo caracteristico yg : X x X — 2.

Si [X, 2] = IndY; representa al funtor Hom(— x X, 2), entonces a xg le corresponde un
morfismo ¢ : X — [X,2] en Ind 7. De ahi que para un k fijo, existe ¢, : X — Y} tal que
q = qx- Ver pagina 16.

Para cualquier a € MM(X) con M = T', el morfismo xg, : X — 2 es el caracteristico de la
clase a respecto a E. Por lo cual, (a,b) € M(E) siempre y cuando x g, = X g Por otro lado,
en Ind 7™ tenemos que g(a) : 1 — [X, 2] es precisamente "yg,; por tanto, q(a) = q(b)
equivale a que xg . = xgp. Por dltimo, como g = g, verificar que g(a) = ¢(b) es precisamente
ver si existe k——i tal que (faqe)™(a) = (faqr)™(b).

Lo anterior muestra, que (a, b) € M(E), si y solo si, existe algin k- tal que (foqr)™ (a) =
(faqr)™(b); es decir,
ME) = ) M(N)
k——i

Siendo N, el nucleo de f,qs.

Por compacidad, en la uniéon basta tomar finitos a y por estar dirigido solamente uno. Por
tanto, £ = N, y podemos interpretar X/E como img( foqx)- O

Interpretaciones cerradas y estabilidad

Si T y 7o eliminan imaginarios, diremos que una intepretacion (7 — 7g es cerrada si su
extension inductiva ¢ : Ind 7 — Ind 7Ty es cerrada para todo par en 7.

Lema 2.2.9. 5i T elimina imaginarios, para toda expansion por constantes la interpretacion
canénica 3* : T — T es cerrada.

Demostracidn. Por construccion j*[X,Y] = Indser Z; y [*X, 2Y] = Ind era Z,,.

Cada f definible en 7 también lo es en 7%, usaremos la convencién 7*f = f. Asi, la in-
clusién entre indices {f € T} < {g € T} induce un morfismo ¢ : Indser Zy — Indjera Zy.
O, mejor dicho, las identidades de Z; vistas en 7™ dan lugar al morfismo ¢. Para definir la
inversa de t mostraremos que la inclusion entre indices es cofinal:

Para cada ¢g : Z;, x X — Y definible con pardmetro a € A(W) tenemos Z, = A, siendo
A=W xZenT yelgrafode grg=1v, conyp = (W xZx X)xY enT.

Al definir Wy < W usando la condicién "¢ es funcional en Y”, obtenemos un morfismo
fo: (WoxZ)xX =Y enT.EnT? tenemos a:1— Wyym: Z, — Z el morfismo
axm:Z,— (Wy x Z) hace que g — f,.
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Esta co-finalidad, o, mejor dicho los morfismos Z, — Z;, dan lugar a un morfismo que
resulta naturalmente inverso a t. O

Corolario 2.5. Si T elimina imaginarios, para cualquier estructura definiblemente cerrada
A : T — Conj, Al evaluarlo en la potencia [X,Y] en IndT se obtienen los morfismos -
definibles.

Demostracion.
ALX, Y] = TYYX, V)
= Homg (1, [* X, jY])
= Homy (X, Y). O

Proposicion 2.2.10. Cuando ambas teorias que eliminan imaginarios, una interpretacion
L: Ty — T es cerrada, si y solo si, es estable.

Demostracion. Dado 9 |= T, gracias al corolario anterior
M[eX, Y] = Homgy (¢ X, 1Y)
por la misma razon, recuerde que Mg = N,
M([X,Y]) =My [X, Y] = Homgy, (X, Y).
esto quiere decir que la funcion
M MX,Y)) = M X, Y])
envia cada morfismo 9My-definible f en /M f.

Cuando ¢ es estable (™ es una inmersién, por tanto un funtor fiel y pleno, en conclusién
t™ es una biyeccién. Visto que t es biyectiva en cada modelo, t es isomorfismo.

Reciprocamente, cada B — ¢ X definible en 7 con parametros en 91, tiene un morfismo
caracteristico xg : tX — 2 en T Por ley exponencial, a este morfismo le corresponde
un codigo "xp"' 1 1 — [¢tX,2]. Como ¢ es cerrado, existe "x4 ' : 1 — ([X,2] tal que
t"xa' = "xg . De nuevo por ley exponencial, "y 4 corresponde a un A — X en 76”0
tal que ™A = B. O

Terminamos esta seccién recordando que cada 9 = T es un funtor M : T — Conj
que dificilmente es cerrado; sin embargo, este puede descomponerse en un funtor cerrado
37T — T™ y un funtor de puntos I'™ : 7™ — Conj. Ademés, los automorfismos de I
son precisamente las transformaciones naturales biyectivas de 9t a el mismo.
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2.2.3. Representacion interna de los automorfismos de un funtor

Sea F': C — D un funtor, externamente los endomorfismos (End F") son las transformacio-
nes naturales de F' en si mismo, o sea, las tuplas 0 = (0x)xec que son coherentes con cada
morfismo en C y los automorfismos (Aut F) son aquellos endomorfismos para los cuales oy
siempre es un ismorfismo.

Cuando D es cartesiana, podemos agregar pardmetros en un objeto T" € D, al considerar
(Endr F') las transformaciones naturales de T'x F a F, o sea, ox : T x FX — FX, la
idea es que para cada punto a : 1 — T, 0% = ox(a X lpx) : FX — FX define un
endomorfismo. Para garantizar que estos endomorfismos siempre seran isomorfismos basta
que (pr,0) : T x FX — T x FX sea un isomorfismo, tomamos esto tltimo como definicién
de AU.tT F.

Cuando h : T} — T, es un morfismo en D tenemos una funcién h* : Endp, F' — Endp F
definida por,
T1 x I'X

hox
hx1
.

Ty x FX —— FX,

h* se restringe correctamente a Auty F, pues (h*ox, 1p,) ™' = h*(ox, X15,) . En resumen,
hemos definido dos funtores contra-variantes 7' — Endy F'y T — Auty F entre D y Conj;
en la proposicion 2.2.11 mostraremos que cuando D tiene potencias, la construcciéon de estos
funtores se puede realizar internamente.

Una tultima definicion antes de probar dicha proposicion, dado J : Cy — C, notamos
Endr(F/J) y Auty(F/J) a los subconjuntos de Endr F''y Auty F' formados por aquellos o
tales que o;x : T'x FJXy — FJX, es la proyeccién para cada Xy en Cy.

Proposicién 2.2.11. Sea F : C — D y J : Cy — C funtores. Si D es cartesiana y cerrada,
o al menos cerrada sobre F', entonces existen M = ProM, y G = ProGy en ProD con
My, monoides y Gy, grupos en D, tales que M representa al funtor T — Endr(F/J) y G a
T — Autyp(F/J).

Adicionalmente, para cualquier H : D — Dy cerrado, tenemos que H(M) y H(G) repre-
sentan a U — Endy(HF/J) y U — Auty(HF/J) respectivamente.
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Demostracion. Para f: X — Y en C tenemos el limite en D

Gf .................................................................... N Aut[FX]

[FX,Ff]

~

Awt[FY] s [FY,FY] —— [FX,FY]
[Ff.FY]

Si X = JX, debemos, adicionalmente, tomar el pullback tanto en My como en G ¢ alo largo
de la identidad -1px : 1 — [F'J X, F'JX]. Tomando como indices a subconjuntos finitos de

morfismos en C, a cada k = {f1, -+, fu} le asociamos Gy < M, el limite simultaneo de los
n diagramas y definimos G = Pro Gy y M = Pro M,,.

Decir que H es cerrado es asegurar que H[F X, FY]| es isomorfo a [HFX, HFY], por
tanto, los limites arriba construidos también son naturalmente isomorfos. (H se extiende a
las categorias Pro justamente conservando los limites.) O

Lema 2.2.12. Si1:Cy — C, m: C — Cy es un cubrimiento interno, y H : Co — D un funtor
cerrado, entonces existe un isomorfismo en entre los grupos Aut(Hon /i) y Aut(I'poHom /1)

Demostracion. Ver [9]. Para el caso de un cubrimiento interno entre teorias su contenido es
exactamente el mismo de la proposicion 2.1.4. O

Uniendo este lema con la proposicién anterior se sigue directamente el siguiente corolario,
el cual es un equivalente categérico del teorema 2.2

Corolario 2.6. Sit : Co — C, m : C — Cy es un cubrimiento interno, existe G limite
proyectivo de grupos en Ind Cy tal que para cualquier funtor cerrado H : Cy — D se tiene qué

I'poH(G)=Aut(l'po Hom/t)



3 Teoria de Galois

En este capitulo estableceremos una correspondencia de Galois para el cubrimiento interno
de dos teorias y luego exploraremos sus consecuencias en dos casos especiales. En el caso
finito, veremos que la versién aca expuesta es equivalente a la version de Grothendieck,
presentada en [5], y también a la de Poizat [20].

En el caso lineal, inspirados en el trabajo de Kamensky [10], a cada categoria tannakiana le
asociamos una teoria que resulta ser cubrimiento interno de la teoria de campos algebraica-
mente cerrados. El grupo de enlace de dicho cubrimiento nos permite recuperar un esquema
afin de grupos a partir de la categoria de representaciones del mismo.

3.1. El caso de los cubrimientos internos

Bases algebraicas para topologias pro-discretas

Un grupo topolégico es un grupo con una topologia en la cual multiplicar y tomar
inversos son operaciones continuas.

Definicién 3.1.1. Dados un grupo G y una familia de subgrupos H que satisface:
= Para todo Hy, Hy € H existe un Hz € ‘H con Hz < Hy N H,.
» Si H € H entonces g~ Hg € H para cualquier g € G.

Existe una unica topologia 7 que hace de G' un grupo topoldgico en el cual H es una base
para el filtro de vecindades de la identidad. Observe que para determinar la topologia de un
grupo basta conocer las vecindades de la identidad, pues la multiplicacién g — hg define un
homeomorfismo para cada h € GG. En este caso, diremos que 7 es la topologia pro-discreta
en GG con base algebraica H.

Nota 3.1.2. El lector no tendra problema en verificar que con esta topologia, un subgrupo
H < @ es abierto si y solo si existe H' € ‘H con H' < H; ademés, la clausura de un subgrupo
se puede calcular mediante
H= (| HH= () HH.
H'eH H'eH
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En particular, si H esta formada por subgrupos normales, la clausura de un subgrupo es
igual a la interseccién de los subgrupos abiertos que lo contienen.

Ejemplo 3.1.3. Dado un limite proyectivo de grupos G = ILmGk, dotamos a G de la topo-
logia pro-discreta con base algebraica H = {ker(G — Gy)}. En particular, consideraremos
que todo grupo pro-finito viene dotado con esta topologia.

El estabilizador de una expansion por constantes

A lo largo de esta seccion ¢ : Ty — T es un cubrimiento interno para el cudl Tj tiene
suficientes constantes. Esto ultimo significa que tenemos una fibra de internalidad 2 cuyo
reducto a Ty es constante (i.e. 2y = dclp, (0)). En particular, supondremos que Ty Tj
eliminan imaginarios.

Denotaremos G = Pro Gy, al grupo pro-definible de enlace, y para todo 9 = T dotaremos
a Aut(My/M) = Mu(G) = @mo(ak) de la topologia pro-discreta.

Definicién 3.1.4. Sea T® una expansién por constantes de T. O sea B es una estructura
definiblemente cerrada en 7. Como cada *B-definible es sub-objeto de algiin T-definible,
(B To — T2 también es un cubrimiento interno con fibra de internalidad .

To —— T

b

T‘B

El teorema 2.2 nos dice que existe un grupo pro-definible G® = ProGP en Ty, al que
llamaremos estabilizador de B, tal que para todo 9 = T se cumple

G®(IMy) = Aute (/M) = Aut(IM/My U B). (3-1)

El siguiente lema muestra que la anterior construccién es funtorial (contra-variante) y de
paso nos da una manera de entender los sub-grupos pro-definibles de un grupo de enlace.

Lema 3.1.5. Sea ¢ : To — T un cubrimiento interno con suficientes constantes. Sea G =
Pro Gy, su grupo de enlace y M E=T.

1. Dar un grupo pro-definible H = Pro H, en Ty con H — G, es equivalente a, encontrar
relaciones de equivalencia RY definibles con pardmetros tales que:

» R refina RY siempre que ki < k.

» Para cada k existe un (k) tal que Rf(k) refine la compatibilidad Ry,.
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1. Si H— G es un grupo pro-definible entonces My(H) es un subgrupo cerrado.

1. Para cada estructura definiblemente cerrada B C M en T, tenemos que Mo(G®) es un
subgrupo cerrado de My(G).

Demostracion. Al recordar la construccién del grupo de enlace hecha en la seccion 2.1 ob-
servamos que III se sigue facilmente de I: basta tomar como relaciones de equivalencia las
respectivas compatibilidades, para x un conjunto finito de B-definibles, y elegir x(k) = k
pues cada T-definible es 2B-definible.

Para demostrar 1 recuerde que

Hom(H, G) = Hom(Pro H,,, ProGy,) = @@Hom([—[m Gy).
kK

De ahi concluimos que la parte sustancial del enunciado es estudiar los sub-grupos definibles
H,., — Gy. El resto del enunciado se sigue de consideraciones categoricas triviales, pero no
obvias.

Recapitulemos la descripcion de Gy, vista en el teorema 2.2, para ello tome Z el definible en
T cuyos puntos serdn bases de internalidad para la suerte nueval. Como T tiene suficientes
constantes, existe una clase de equivalencia Z, — Z, respecto a la compatibilidad Ry, tal
que (G = Im Zy X Zy; donde q,, : Z% — 1Q le asocia a cada par de bases (a,c) € M(Z?) el
cambio de base 1., = ¢. @,

En este caso, a partir de H, < Gj podemos definir R = ¢* 1H para z, 20 en Z;. Note
que RE es equivalencia precisamente porque H, es sub-grupo. Extendiendo RZ de forma
adecuada a todo Z? tenemos que esta equivalencia refina a Rj,.

Reciprocamente, dada una relacion de equivalencia definible con parametros R. que refine
a Ry tenemos B. — Gy definido por B, = Jm(R. A Z,f) como ¢ es estable y T} tiene
suficientes constantes existe Hy <— G}, con tH, = B,. O

El teorema fundamental

Definicién 3.1.6. Dado M =Ty H — G tenemos My(H) < My(G) = Aut(M/My). Los
puntos fijos de H son la estructura definiblemente cerrada en 7', definida mediante

My (Y)={m e M) | oy(m) =m para todo o € My(H)}, (3-2)

para cualquier Y definible en T.

1Si bien T puede tener muchas suertes nuevas respecto a Tp, cada indice k introduce solo una y usa un solo
principio de superposicién. Ver comentarios al teorema 2.2.
2Los casos extremos son unir RZ con la diagonal o con Ry.
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Teorema 3.1 (Correspondencia entre estabilizadores y puntos fijos). Sea ¢ : To — T un
cubrimiento interno con suficientes constantes y sea G = Pro Gy su grupo de enlace. Dado

M =T tenemos:

1. Para cada estructura definiblemente cerrada B C M definimos G* — G, tal que
G® (M) = Aut(M/ (Mo U B)) y

Moz = delp (Mo U B).

1. Para cada sub-grupo pro-definible H — G tememos que

G (M) = Mo(H).

Demostracion. 1 Tome H = 9 (G®)Es claro que dclp (9 UB) C My, pues si un automor-
fismo fija a un conjunto también fija a su clausura definible. La otra contenencia, es resultado
de la proposicién 2.1 aplicada a la teoria 72.

11 Como My (GT#) = Aut(9/My) tenemos que My (H) C Mo(G™#). Para mostrar la otra
contenencia veamos que para cada automorfismo o € 9My(G) \ My (H) existe un b € My con

o(b) # b:

Usando las convenciones del lemma 3.1.5 existe algin & tal que oy, € Mo(Gr) \ Mo(He(r))-
Tomando a una base de internalidad apropiada, es decir a € 9M(Z;) tenemos que (a,o0(a)) €
M(Ry) \ M(RL,)), basta tomar b = a/ R, O

Corolario 3.2 (Teorema Fundamental). Sea ¢ : Ty — T un cubrimiento interno con su-
ficientes constantes y sea G = Pro Gy, su grupo de enlace. Para cada M |= T existe una
correspondencia biyectiva entre estructuras definiblemente cerradas My C B C M y sub-
grupos cerrados de Aut(9M/My) = Mo(G). En particular, todos los sub-grupos cerrados de
Mo(G) son pro-definibles.

Reduccion a una fibra de internalidad

Tome 2 una fibra de internalidad, es decir 2 = dclp({ay }) donde cada ay es una base de
internalidad para el T-definible Y. Es vélido suponer |2(| < |T| < |Ly|+ Xo pues cada suerte
necesita una sola base.

Teorema 3.3 (Teorema Fundamental Reducido). Sea T' un cubrimiento interno de Ty con
fibra de internalidad 2 con reducto constante Ay = dclr, (1)) y grupo de enlace G. Eziste una
biyeccion entre subgrupos pro-definibles de G y estructuras definiblemente cerradas 8 C 2.

Demostracion. Note que en la demostracién del teorema 3.1, tenemos que My(H) = Mo (G ) =
Mo (G*7) donde Ay = A N My, pues b es definible a partir de una base de internalidad.
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El detalle importante es que 2y no depende de 9, de hecho depende tinicamente de T™:
para b = f(a) con a base de internalidad, tenemos que b € 2y equivale a que exista x con

T =V R 20 = f(21) = f(22).

En la otra direccion, cada B puede reducirse a
APB = Ags = Mes NA = delp (M UDB) N A

De nuevo 2A|®B no depende de 9 sino tnicamente de T, pues a € A|B equivale a que
exista b € B y un morfismo definible f con T*Y* = J,a = f(z,b). En consecuencia,
GY® = G®, O

3.2. El caso finito. Entre Grothendieck y Poizat

En [5, Exposé V. 4.] Grothendieck replantea la teoria de Galois, en forma categdrica,
unificando asf la teorfa de extensiones de cuerpos con la teoria de espacios recubridores.?
Para él la teoria de Galois se resume en la existencia de un funtor fibra, el cual establece

una equivalencia con la categoria de acciones finitas y continuas de un grupo pro-finito.

En esta seccion, vamos a mostrar no solo que las estructuras finitas son ejemplos naturales
de funtores fibra, sino que el teorema categdrico subyacente puede ser demostrado usando
los resultados modelo tedricos expuestos en este documento. Por tltimo, vamos a verificar
que en el caso finito, lo expuesto en este documento coincide con lo expuesto por Poizat en
[20] para la parte algebraica de una teorfa completa.

En resumen, esta seccién argumenta que, al menos en el caso finito, las perspectivas ca-
tegdrica y modelo tedrica sobre la teoria de Galois son equivalentes. La siguiente seccion ira
un paso mas adelante, estudiando el caso lineal de dimension finita.

La categoria de acciones de un grupo

Sea GG un grupo, una funcién f : X — Y donde G actia sobre X y sobre Y, es equiva-
riante si g- f(z) = f(g-x). Esta ecuacién equivale a que los siguientes diagramas conmutan:

GxX — X v
lg-(—)
Y.

X
Ixf ! g'(—)l
X

GxY —Y

f
—

f
—

3Véase [4] para una explicacién mds motivada y detallada que la original.
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Definimos la categoria de acciones de un grupo G, denotada Conj“, tomando como
objetos a los conjuntos sobre los cuales G actiia y como morfismos a las funciones equiva-
riantes.

Ejemplo 3.2.1. Dado M = T es claro que G = Aut(9) actiia en M(X) para todo definible
X en 7. Ademas, si f : X — Y es un morfismo definible en 7 entonces f™ es una funcién
equivariante. Lo anterior significa que visto como funtor 901 se levanta a la categoria de
acciones de su grupo de automorfismos.

Cualquier grupo actiia sobre si mismo y de acuerdo con la definicion anterior, las funciones
equivariantes entre G y X estan en correspondencia con los puntos de X:

[:G—=X;f(h)y=h-x
re X,z = f(e)

A cada funcién la evaluamos en la identidad y por cada punto definimos la funcién me-
diante la accién en ese punto. Observe que f es equivariante g - f(h) = f(gh) gracias a la
asociatividad g - (h - x) = (gh) - x.

Note que para un punto x € X, su drbita G-z := {g-x | g € G} y su estabilizador
G, :={9€ G | g-x =z} son exactamente la imagen y el niicleo? del morfismo correspon-
diente. En conclusién, cada punto induce un isomorfismo (de acciones) entre su érbita y el
cociente del grupo dividido entre su estabilizador. Donde para un subgrupo H, G actia en
el cociente G/H = {gH | g € G} mediante multiplicacién a izquierda.

Dos versiones para la teoria de Galois finita

Teorema 3.4. [Grothendieck, [5, Ezpose V, Théoréme 4.1.]] Dada una categoria C que
satisfaga los axiomas (G1), (G2) y (G3) abajo enunciados, junto con un funtor w de C en
Fin que cumpla (G4), (G5) y (G6). El grupo de automorfismos G = Aut(w) es pro-finito.

Ademds, w induce una equivalencia entre C y la categoria de acciones continuas® de G sobre
G

conguntos finitos Fin,, .

Teorema 3.5. [Versidn modelo-tedrica] Dada una estructura finita® M, su grupo de auto-

morfismos G = Aut(9M) es pro-finito. Ademds, tomando T = Th(IM), M visto como funtor
G

de T = Def(T) en Fin induce una equivalencia entre la clausura imaginaria T y Fing, ..

Demostracion. Suponga que T elimina imaginarios. Por ser 9t finita, 7" es un cubrimiento
interno de la teorfa trivial F = Defy(0). El corolario 2.3 dice que G = Aut(9M) = lim G,
siendo G}, grupos finitos.

4Estrictamente el niicleo es la relacién de equivalencia g ~ h cuando ¢G, = hG,.

SEn un grupo topoldgico, una accién se dice continua si el estabilizador de todo punto es un subgrupo
abierto.

SEl caso més interesante es cuando el vocabulario incluye infinitas suertes bésicas.
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Note que Aut(9N) actia continuamente sobre M (Y') para cada Y en T si la accién de G
en M(Y') proviene de Gy, entonces para cada a € M(Y) el estabilizador G, < G contiene a
ker(G — Gy). Si f es un morfismo definible, entonces cualquier automorfismo conmuta con
™ o sea, f™ es una funcién equivariante.

G

De este modo, 9 es un funtor de 7 en Fin,, ,.

Claramente es fiel y por 1.2 es pleno.

Por ultimo, suponga que G actia continuamente en X, y tome x € X. Como el estabilizador
G, < @ es abierto, y también cerrado, por 3.2 existe B C M tal que G, = G®. Por otro
lado, existe k tal que ker(G — Gj) < G, por tanto la accién de G en G - x proviende de
Gy; tome Z;, en T torsor (accion fiel y transitiva) para Gy y elija b € B(Z;). Note que
G -b C IM(Z) es definible por 1.2, por tanto G - x es isomorfo a G -b = M(Y). Eligiendo un
x en cada érbita de X y tomando co-productos, concluimos que 9 es representativo. 0

El plan es demostrar que los dos teoremas son equivalentes. Para esto, primero veremos que
3.4 implica 3.5, es decir, verificaremos que 7 “? y 9t°? satisfacen los axiomas de Grothendieck.
Posteriormente, para mostrar que la implicacién reciproca le asociaremos a cada categoria
un vocabulario y a cada funtor una teoria, y probaremos que al cumplirse los axiomas de
Grothendieck hay una equivalencia natural entre la categoria dada y la categoria de definibles
de la teoria asociada al funtor.

Axiomas de Grothendieck

Dada una categoria C y un funtor w : C — Fin, llamamos axiomas de Grothendieck
las siguientes condiciones:

(G1) C tiene objeto final y productos fibrados; en consecuencia, C es finitamente completa.

(G2) C tiene co-productos finitos (en particular, objeto inicial) y los objetos en C admiten
cocientes por grupos finitos de automorfismos.

(G3) Todo morfismo f : X — Y admite una factorizacién v = pp con p : X — Y’ un
epimorfismo regular y i : Y’ — Y una inclusién de co-producto (Y =Y'[[Y").

(G4) El funtor w respeta limites, es decir, preserva el objeto final y conmuta con los productos
fibrados.

(G5) w conmuta con las sumas directas finitas, preserva epimorfismos estrictos y conmuta
con los cocientes por grupos finitos.

(G6) Dado un morfismo f: X — Y tal que wf es un isomorfismo se tiene que f también es
un isomorfismo.

Ejemplo 3.2.2. Dado un grupo topolégico G, la categoria de acciones finitas y conti-
nuas Fing . junto con el funtor olvido w : FinS , — Fin satisfacen los axiomas de



3.2 El caso finito. Entre Grothendieck y Poizat 73

Grothendieck. Observe que existe un homomorfismo canénico de G en Aut(w) dado por
g {g-(=): X = X}y

Lema 3.2.3. Dada una teoria completa que elimina imaginarios T y un (el inico) modelo
finito M =T, la categoria T = Def(T') junto con M : T — Fin satisfacen los axiomas de
Grothendieck.

Demostracion. Los axiomas (G1), (G3) y la primera parte de (G2) son discutidos deta-
lladamente en la seccién 1.1. La segunda parte de (G2) es consecuencia la eliminacién de
imaginarios:

Dado G un grupo finito de automorfismos definibles de un X en 7, considere la relacién
de equivalencia Eg — X? definida por la férmula \/ e ¢4(21,z2) donde, para todo g € G,
la férmula ¢,(z1,z2) define el morfismo g : X — X. Es facil ver que ¢ : X — X/Eq es el

co-igualador de {g: X — X} .

Teniendo en cuenta lo anterior 9t satisface (G4) y (G5) autométicamente. Por ultimo, si
™ es un isomorfismo, por ser una teoria completa 7' |= f es biyeccién. De ahi que f~*
sea un morfismo definible, si f :: ¢(x1,y2) entonces f~1 i ¢(xa, y1). O]

La teoria asociada a un funtor finito
Dada una categoria C definimos su teoria libre T¢:

= El vocabulario de Ty tiene una suerte s, por cada objeto A en C y un simbolo de
funcién sy : s4 — sp por cada morfismo f: A — B.

» Los axiomas de T¢ son V,s1,(x) = x para cada objeto A y V,ss(s,(x)) = sgy(z) para
cada par de morfismos A2 B NG}
Gracias a la anterior definicién existe un funtor s : C — Def(7¢) al que llamamos funtor

de simbolos. A cada funtor w : C — Fin le corresponde un modelo finito de 9, = T¢; asi,
a w le asociamos la teoria T,, = Th(IM,).

C — Def(Tp) —— Def(T,)

Lema 3.2.4. Si C y w satisfacen los axiomas de Grothendieck, entonces C es equivalente a
T, y T, elimina imaginarios.

Demostracion. Vamos a ver que el funtor § : C — 7T, obtenido como composiciéon entre el
funtor de simbolos y el canénico de T¢ a 7T, es una equivalencia de categorias.
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Primero, si X es una suerte en L entonces existe un objeto A en C tal que X = 5A, o
equivalentemente, M, (X) = M, (54) = w(A):

Como toda suerte es producto o co-producto de suertes; por induccién, si M, (X;) = w(A;)
para i = 1,2 entonces gracias a (G1) y (G4) (0 (G2) y (G5) ) M, (X1 x Xo) = w(A; x Ay)
(O EJJIW(Xl (] X2) = (A)(Al LI Ag))

Segundo, cada Y < SA es de la forma s(m : B — A) siendo m un monomorfismo en
C. Esto se demuestra usando induccién sobre la férmula ¢(z) usada para definir Y: usando
(G1) cubrimos el caso de igualdad entre términos y la conjuncién de férmulas, usando (G3)
cubrimos la negacién y el cuantificador existencial.

Recordando que cada morfismo definible f : SA — §B tiene un grafo gr f — 5(A x B), el
anterior punto demuestra que 5 es pleno y representativo.

Tercero, el axioma (G6) garantiza que 5 es fiel: Suponga que §f = Sg esto significa que
wf = si}ﬁ“ = sgﬁw = wg; asi, si h es el igualador de f y g, por (G1) wh es un isomorfismo,
entonces también h es un isomorfismo y f = g.

Por 1ltimo, la segunda parte de (G2) y (G5) aseguran que 7, elimina imaginarios:

Dada una equivalencia E < X2 en 7, para cada k > 1 defina X; — X mediante la
condicién “existen exactamente k elementos equivalentes a 7. Como X es finito existe un
n tal que X = | ];_, Xj. Considere A — X} dado por “(zy,---,z)) son todos distintos
y equivalentes”. Note que el grupo de permutaciones, es un grupo finito de automorfismos
definibles de Ay A/Sj, es definiblemente isomorfo a X, /E. Asi X/E = | |}_,(Xy/E). O

Al unir el lema anterior con el teorema 3.5, obtenemos una demostracién completa del
teorema 3.4.

El reducto algebraico de una teoria completa

Finalizamos esta seccién conectando con la teoria de Galois expuesta por Poizat en [20]. Sea
T una teoria completa que elimina imaginarios. Un definible X en T se dice algebraico si
tiene un nimero finito de realizaciones, es decir, para algun (y por tanto cualquier) 9 = T,
M(X) es finito.

Llamamos reducto algebraico de T, denotado 7%, a la sub-categoria plena de los de-
finibles algebraicos. Cualquier 9 modelo de T se restringe a un funtor M9 : T4 — Fin;
més atin, M4 y N son naturalmente isomorfos para cualquier otro M = T Note que T 9
es una categoria booleana, extensiva y efectiva, ademds, el funtor 99 preserva toda esa
estructura; En otras palabras, 7% junto con 9% satisfacen los axiomas de Grothendieck.

Recordemos la definicién de clausura algebraica, dado A C 9t decimos que b € acl(A)
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si existe X algebraico en T, o sea X es definible con pardmetros en A, tal que b € M(X).

Corolario 3.6 (Versién Poizat). Sea T' una teoria que elimina imaginarios y A C M E=T.
El grupo de automorfismos G = Aut(acl(A)/A) es pro-finito. Ademds, eziste una corres-
pondencia biyectiva entre subgrupos cerrados de G y estructuras definiblemente cerradas

dcl(A) € B C acl(A4).

Demostracion. Tome T' = T4 y note que M es igual a acl(A). En virtud del lema 3.2.4 el
reducto algebraico de 7" es equivalente a la categoria de definibles de T,4). El enunciado
se sigue directamente de 3.5 y 3.2. O

3.3. EIl caso lineal. Formalismo de Tannaka

Concluimos este trabajo mostrando que es posible reconstruir un (esquema de) grupo
afin a partir de su categoria de representaciones lineales. Vamos a demostrar este hecho a
partir del formalismo de Tannaka. La idea de cualquier formalismo es cambiar una clase
de estructuras por una descripcién axiomatica de las mismas y mostrar que cualquier otra
estructura que se ajuste a los axiomas resulta equivalente a alguna de las estructuras en la
clase. En este caso, la clase esta compuesta por categorias de representaciones de grupos
afinas y sus dos caracteristicas principales son ser abelianas y poseer un producto tensorial
que codifica morfismos.

Llamaremos categoria tannakiana a una categoria que se ajuste a esas caracteristicas y
funtor fibra a un funtor que asocie a cada objeto un espacio vectorial. A partir de cada
categoria tannakiana definiremos una teoria, cuyos modelos se encuentran en correspondencia
con los funtores fibra; dicha teoria resultara ser un cubrimiento interno de la teoria de campos
algebraicamente cerrados. Por 1ltimo, usando teoria de Galois, mostraremos que el grupo
de enlace es precisamente el grupo afin que necesitamos para probar que esa categoria es
equivalente a una categoria de representaciones.

Grupos afines y sus representaciones

Referimos a la primera parte de [25]

Definicién 3.3.1. Dado un cuerpo k, notamos Alg, a la categoria de k-algebras conmutati-
vas y con unidad. Un esquema afin sobre k, es un funtor representable de S : Alg, — Conj,
esto quiere decir, que existe una k notada O(S) tal que para todo R en Alg, tenemos

S(R) = Homy (O(S), R). (3-3)
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Un (esquema de) grupo afin sobre k, es un esquema afin G tal que para todo R en
Alg, obtenemos naturalmente un grupo G(R). En adelante diremos simplemente grupo afin.

Un grupo algebraico afin sobre k, es un grupo afin para el cual O(G) es un élgebra
finitamente generada sobre k.

Nota 3.3.2. La naturalidad significa que existen transformaciones naturales m : G x G — G,
e:{e} - Gyi:G — G que hacen de G un grupo en la categoria cartesiana (definicién
2.2.5) de esquemas afines. Por el lema de Yoneda, lema 1.1.25, G es un esquema de grupo
afin, si y solo si, O(G) es un algebra de Hopf.

Ejemplos 3.3.3. (1) El grupo aditivo R — (R, +) y el grupo multiplicativo R — (R*,)
para R en Alg,, son grupos algebraicos afines representados por las algebras k[X]| y
k[X, X =Kk[X,Y]/(XY — 1) respectivamente.

(11) Los grupos de matrices con determinante 1 (SL,,) y de matrices invertibles (GL,), son
grupos algebraicos afines representados por las dlgebras k[ Xy, ..., X,,]/(det(X;;) —1)
v k[Xq1,. .., Xon, Y]/(det(X;;)Y — 1) respectivamente.

(11) Para un grupo finito G, podemos construir su grupo afin (casi) constante G
representado por el dlgebra de funciones k. Note que cuando R no tiene divisores de

cero G(R) = G.

(1v) Sea V un k-espacio vectorial de dimension finita GLy

Representaciones de un grupo

Dado un grupo GG y un cuerpo k existen tres formas equivalentes para definir lo que es una
representacién (finita)” de G en k:

Definicién 3.3.4. Una representacion es un homomorfismo p : G — GL(V) siendo GL(V)
el grupo lineal de un espacio k-lineal de dimension finita V.

Un morfismo entre representaciones es una transformacion lineal f : V' — W tal que para
cualquier g € G el siguiente diagrama conmuta:

v L w

p(g)l Jg(g)

v L w

Lo anterior significa que f : M — N es un homomorfismo de kG-moddulos y equivale a decir
que f: X — Y es una transformaciéon natural.

"En este trabajo siempre nos restringiremos a las representaciones finitas.
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En conclusién, hemos definido la categoria de representaciones k-lineales del grupo G,
la cual denominaremos Rep, G. Notese que, al mirar las representaciones como modulos
verificar que esta categorfa es abeliana® resulta un simple ejercicio mecanico.

Mas aun, al asegurar que la dimensién sobre k siempre sea finita, obtenemos que cada
modulo es de longitud finita (artiniano y noetheriano) y por tanto se cumple el teorema de
Krull-Schmidt, sobre descomposicién tnica en suma directa finita de indescomponibles.’

Codificando los morfismos entre representaciones.

En &lgebra lineal, dos observaciones elementales nos permiten codificar los morfismos, de
acuerdo con lo expuesto en la seccion 2.2.1 y especialmente en la pagina 56: primera, las
transformaciones lineales conforman un espacio lineal, en particular podemos definir el espa-
cio dual, la transposicion y caracterizar la dimension finita mediante reflexividad; segunda,
las transformaciones bi-lineales se encapsulan en transformaciones lineales del producto ten-
sorial, dando lugar a la ley exponencial

Homy (U ® V, W) = Homy (U, Homy (V, W)).

A continuacién, adaptamos esta codificacion al caso de representaciones. Para cualquier
par de representaciones X, Y el espacio de transformaciones k-lineales entre V' y W, notado
Homy (X,Y) = k[X,Y] es de nuevo una representacién, donde la acciéon de un elemento
g € G sobre una transformacién f : V — W es la transformacion definida por

(g-fHw)=g-flg™"-v)

Note que los morfismos de representaciones entre X y Y, son una sub-representacién de
k[X,Y] donde la accién de G es trivial (¢ - f = f), notamos Homg(X,Y) = G[X, Y] a esta
representacion.

Por otra parte, la accién
9-(x®y)=g-10g-y
hace de el producto tensorial X ® Y una nueva representacion.
Con estos ingredientes, obtenemos la ley exponencial
Homg(X ® Y, Z) = Homg (X, k[Y, Z])

Note que en ella, los homomorfismos externos son kG-lineales mientras que los internos son
simplemente k-lineales.

8Brevemente en una categoria abeliana, los conjuntos de morfismos son grupos abelianos, ademads, es
posible definir las sumas directas, los niicleos y los co-niicleos, de manera tal que son vélidos los teoremas
de isomorfismo. Detalles en el capitulo VIII de [15]

9Un objeto X se dice indescomponible (o conexo) si, para cualquier descomposicién X = A® B tenemos
que A=00 B=0.
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Categorias monoidales rigidas

En el inciso anterior mostramos que (Veck, ®x) y (Repy G, ®x) son una categorfas monoi-
dales cerradas; sin embargo, para capturar las nociones de objeto dual, reflexividad y tener
una forma de capturar la dimensién, necesitamos una hipdtesis adicional conocida como ri-
gidez. Sea C = (C,®, ¢,1, 1, m) una categoria monoidal cerrada, la simetria de ® permite
construir dos morfismos:

El primero, viene de reorganizar el producto las evaluaciones de [X,Y] y [X’, Y]
([X.Y]® [X,Y]) @ (X ® X)X, Y]® X) @ (X, Y] ® X) 25y oV,

donde, ¢ es una composicién de la condiciones asociativa y conmutativa. A (n ® )¢ le
corresponde un morfismo

s XY]QXY] 5 XX, Y®Y]

Decimos que en C las potencias conmutan con el producto si s siempre es un isomor-
fismo.

El segundo morfismo, nace al observar que usando un producto distinto del cartesiano la
unidad ya no es objeto final y los morfismos internos de un objeto en ella cobran interés.
Concretamente, definimos el objeto dual como X' := [X, 1] este viene equipado con una
evaluacion ny = (,)x : X'® X — 1; al componer esta con la condicién conmutativa tenemos

np X @ X — 1
t:X — [X' 1]

Decimos que X es reflexivo sit es un isomorfismo.

Una categoria monoidal se dice rigida si es cerrada, las potencias conmutan con el producto
y todos los objetos son reflexivos. Un caso particular de potencias conmutando con productos
muestra que

~

X'@Y-=[X,1]®[1,Y]—[X,Y].

Atn mds particular, es que [X, X] ~ X' ® X, al aplicar el funtor Hom(1,—) : C — Conj a
la composicion
X, X]—X'® X251

obtenemos la funcion traza trx : End(X) — End(1). Definimos el rango de un objeto
como el resultado de aplicar la traza en la identidad rk(X) := trx(1x).

Ejemplo 3.3.5. Las categorias (Veck, ®y) v (Rep, G, ®) son monoidales rigidas. Cuando
k tiene carateristica cero, para todo objeto V' en ellas rk(V') = dimy V.
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Categorias tannakianas, funtores fibra y automorfismos

Definicién 3.3.6. Sea k un cuerpo de caracteristica cero, Una categoria tannakiana
sobre k, es una categoria C tal que:

s C es k-lineal, abeliana y localmente finita. Esto tltimo significa, que cada espacio

de morfismos tiene dimension finita sobre k y que cada objeto tiene una serie de

descomposicion.?

» (C,®) es una categoria monoidal y rigida. El funtor ® es bi-lineal y End(1) = k.
» Para todo objeto X, su rango rk(X) es un niimero natural.

Si C es una categoria tanakiana sobre k, un funtor tensorial w : C — VecK con k < K es
llamado funtor fibra sobre K si es k-lineal, fiel y exacto.

Si w es un funtor fibra, llamamos automorfismo tensorial a un isomorfismo natural
T :w — w tal que el siguiente diagrama conmuta:

WX®Y) — wX)®w)
TX®Y Tx Ty

WX®Y) — w(X)®w)

Notamos por Aut®(w) al grupo de los automorfismos tensoriales de w.

Ejemplo 3.3.7. La categoria Rep, GG es una categoria tannakiana sobre k y el funtor olvido
(V,p) = V es un funtor fibra. Note que cada g € G define un automorfismo tensorial 79 del
funtor olvido; basta tomar T(gV ) = p(g). Por tanto, tenemos un homomorfismo de grupos de

G en Aut®(w).
La teoria asociada a una categoria tannakiana

Definicién 3.3.8. Dada una categoria tannakiana C sobre un campo de caracteristica cero
k. Definimos las teoria de primer orden 7 de la siguiente manera. El vocabulario consta de:

= Para cada objeto X una suerte Vx junto con simbolos de funciéon +x y constante Ox.
» Para cada morfismo f : X — Y un simbolo de funcién V; : Vx — Vi
» Para cada par de objetos X, Y un simbolo de funcién Byy : Vx x Vy = Vxgy.

= Una constante 1 en la suerte Vj.

0En una categoria abeliana, una serie de descomposicién para X es una secuencia de sub-objetos 0 = X C
X1 C - € X, = X tal que todos los cocientes X;;1/X; son simples.
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Abreviemos mediante -x a la composicién de By x : Vi X Vx = Vigx v Vi : Vigx — Vx.
Los axiomas de T¢ deben asegurar que para cualquier 9 |= T¢

s (V1) es un campo algebraicamente cerrado que extiende a k. En adelante notaremos
a este campo K™,

= M(Vx) es un espacio K™-lineal de dimensién rk(X). Igualmente, V™ es una transfor-
macién K™ -lineal.

= BYy : M(Vx) x M(Vy) = M(Vxey) es una funcion K™ bi-lineal, que induce un
isomorfismo entre M(Vy) @xm M(Vy) vy M(Vxgy).

= La asignacion X — M(Vx), f+— V" es un funtor fibra sobre K.

Note que todo lo anterior puede expresarse con férmulas de primer orden gracias a la
posibilidad de cuantificar sobre los escalares.

Lema 3.3.9. La interpretacion de ACFy en'l¢ definida a partir de 1K = Vy es una inmersion

estable.

Demostracion. En virtud al lema 2.1.11 basta mostrar que T es inyectiva, para cada suerte
Vx en Lpc hay un principio de superposicion y que para cada simbolo de funcién en Lyc el
morfismo inducido Lo primero, es consecuencia de que ACF es completa, vease 1.2.20.

]
Sea T la expansién imaginaria de Ty obtenida al agregar el espacio proyectivo Py para
cada objeto X.
Lema 3.3.10. La teoria Tp elimina imaginarios. [7, prop. 5.2

Proposicién 3.3.11. T¢ es un cubrimiento interno de ACF.

Fibras de internalidad y funtores fibra.

Proposicién 3.3.12. Si A es una fibra de internalidad, entonces X — A(Vx) define un
funtor fibra en K®. En caso que K* sea algebraicamente cerrado A = Te.

Proposicién 3.3.13. Seak < K yw : C = VecK un funtor fibra y K < K algebraicamente
cerrado. Entonces Vx — w(X) ®k K determina un 9, modelo de T, donde A = w C M es
una fibra de internalidad y K* = K.

El grupo de enlace y los automorfismos tensoriales

Teorema 3.7. Para toda fibra de internalidad A tenemos que G(K?*) = Aut®(w @, K*).
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Teorema 3.8. 5i C = Rep, H y 2 es fibra de internalidad con reducto constante entonces
Aut®(w) = G(k) = H.
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Lenguajes y estructuras con varias suertes

Un vocabulario L estd compuesto por tres clases de simbolos: suertes basicas, simbolos de
relaciones y simbolos de funciones. Una L-estructura es una asignacién 9t que obedece las
siguientes reglas:

» A cada suerte bdsica X, M le asigna un conjunto X™. Consideraremos suerte a
cualquier producto finito de suertes y extendemos la asignacion 901 en forma natural,
es decir, si S = X x Y tendremos S™ = X" x Y™ En particular, el producto vacio
de suertes 1 es una suerte y en cualquier estructura 1™ serd un conjunto con un tinico
elemento.

También consideraremos como suerte al co-producto finito de suertes y en concordancia
extendemos 9, asignando a X LY la unién disyunta de X™ y Y™ En particular, el
co-producto vacio de suertes 0 es una suerte y siempre 0™ serd el conjunto vacio.

» A cada simbolo de relacion R en la suerte X, 9 le asigna un subconjunto R™ C
X" en particular, un simbolo de relacién P en la suerte 1 es llamado simbolo pro-
posicional, pues P™ solo tiene dos opciones ser verdadero (tener un elemento) o ser
falso (no tener elementos).

Todo vocabulario incluye un simbolo de relacién =x en la suerte X? para cualquier X
en L, cuya interpretacién siempre sers la igualdad entre elementos de X™. Adicional-
mente, todo vocabulario incluye los simbolos proposicionales T y L siendo el primero
siempre verdadero y el segundo siempre falso.

= A cada simbolo de funcion f con salida en la suerte X y llegada en la suerte Y,
M le asigna una funciéon ™ : X™ — Y™ en particular, un simbolo de funcién con
salida en 1 es llamado un simbolo de constante en la suerte de llegada.

Todo vocabulario incluye simbolos de funcién para las proyecciones y para las inclu-
siones; en detalle, cuando S = [[I_, X; es un producto de suertes, introducimos el
simbolo de funcién p; : S — X, cuya interpretacién siempre serd la proyeccion; Dual-
mente, si S = [[;_; X; es un co-producto de suertes, introducimos el simbolo de funcién
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i » X; — S cuya interpretacién siempre serd la inclusién. Como casos especiales, te-
nemos la identidad id : X — X la funcién constante pg : X — 1 y la funcién vacia
Mo : 0— X.

Notamos una L-estructura como M = (X%, £, RM)ier jesrer donde {Xi},c), {fities v
{Ri}cx son todas las suertes basicas, simbolos de funcién y simbolos de relacién en L.

El lenguaje £ = L(L) es construido en tres etapas inductivas, definiendo primero las
variables, luego los términos y por ultimo las formulas. A cada suerte basica X en L le
asociamos un simbolo z al que llamaremos su variable'; a un producto de suertes S =
[T, X; le asociamos la variable (z1,...,2,) y a un co-producto S = [}, X; la variable
(1o ....xy,). Estas operaciones pueden encadenarse, por ejemplo, si X y Y son suertes
bésicas entonces la suerte S = X U(X XY )UY tiene variable (z1. (21, Y2)2-y3). Formalmente,
a las suertes 0, 1 yn = 1 U --- U1 se le asocian las variables ()o, () ¥ ()1 ...~()n); sin
embargo, usualmente consideramos que esas suertes tienen variable i con 1 <7 < n. Siendo
M una L-estructura es usual denotar a X™ mediante M,.

Los términos del lenguaje £ son construidos inductivamente a partir de las variables, los
simbolos de funcién, la formacion de tuplas y la formacion de co-tuplas; en consecuencia,
cada término se escribe de la forma t(z) : Y tiene variable (salida) x y suerte (llegada) Y.
Maés especificamente, cada variable es un termino id(z) : X. Dados un término t(x) : YV y
un simbolo de funcién f:Y — Z, construimos el término ft(x) : Z. Dados dos términos en
la misma variable t(x) : Y y t/(x) : Z, construimos el término (¢1,t5)(x) : Y x Z. Dados dos
términos en la misma suerte t(z) : Z y t/(y) : Z construimos el término (t;-t,)(z1-y2) : Z.
Para una L-estructura 9 cada término #(z) : Y permite construir una funcién ™ : X™ —
Y bajo esta perspectiva, las co-tuplas corresponden con las funciones definidas a trozos,
de modo que cuando a € M, Ll M,,

t™(a) siae€ M,
t™(a) sia€ M,

(t1-t5)™ (a) = {

Por ejemplo, si tenemos dos constantes a y b en la suerte X la tupla (a,b) es una constante
en la suerte X x X, por tanto se interpretard como una funcién (a,b)™ : 17 — (X x X)™;
en contraste, la co-tupla (a-b) son dos constantes en la suerte X, es decir, se interpretard
como una funcién (a.b)™ : 2™ — X Dado que hay isomorfismos naturales

Hom(1U 1, X) = Hom(1,X) x Hom(1, X) = Hom(1, X x X)

las co-tuplas de elementos usualmente son ignoradas.

Lo usual en los libros de texto sobre légica es considerar un conjunto numerable de variables para cada
suerte bdsica; sin embargo, en este trabajo preferimos contar con una tnica variable para cada suerte y
tomar los sub-indices como parte integral del lenguaje, pues asi podemos darle un trato unificado a los
co-productos.



84 Apéndice

Las formulas del lenguaje £, son construidas inductivamente a partir de las férmulas
atémicas, las operaciones booleanas y los cuantificadores. Dados un simbolo de relacion R
en la suerte Y y un término t(z) : Y construimos la formula atémica Rt(x). Dadas ¢(x)
y ¥ (x) construimos las férmulas (o A ¥)(z) v —¢(x). Dada ¢(x1,...,x,) construimos las
formulas (V@) (@1, ..., Tn-1) ¥ (Fa, @) (1, - oy Tpo1).

Hemos elegido la notacién anterior para dejar perfectamente claro que cada férmula esta
escrita en una variable bien definida; de esta manera, para cada L-estructura )M y cada
féormula ¢(x) definimos inductivamente su conjunto solucion (M) C M,, o equivalente-
mente, definimos la relacion de satisfaccién =: para a € M, decir a € ¢(9M) equivale a decir
M E ¢(a). A pesar de que oficialmente las férmulas tienen una estructura muy rigida,? a
lo largo de este trabajo usaremos las abreviaturas usuales para mejorar la legibilidad, espe-
rando que estas no introduzcan ambigiiedades; por ejemplo, escribiremos x = x en lugar de
=x (id, id)(x).

Llamamos sentencia a una férmula en la suerte 1, y teoria a un conjunto de sentencias
en el lenguaje L.> Cada L-estructura 9 induce un teoria Th(IM) := {¢© | M | ¢}; diremos
que M es modelo de una teoria 7' cuando 7" C Th(9M) y que T satisface una sentencia
¢ cuando todos sus modelos la satisfacen. El famoso teorema de completitud asegura que
T = ¢, siy solo si, ¢ puede ser deducida a partir de un subconjunto finito de 7" en el sistema
de deduccién natural para la logica clasica de primer orden.

2Hay muchas notaciones equivalentes para formalizar la sintaxis de un lenguaje; sin embargo, desde un
punto de vista préctico lo importante de una férmula (o un término) es el arbol con las operaciones
usadas para construirla.

3Lo correcto serfa decir en el lenguaje £(L) cuyo vocabulario es L.
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