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Introduccion

Un concepto muy estudiado actualmente en teoria de modelos es la nocién de
clase elemental abstracta (cea), cuyo origen se remonta al estudio de las pro-
piedades que tiene la clase de los modelos de una teoria completa en primer
orden (tales como la propiedad de amalgamacion, la joint embedding property
(JEP), la categoricidad, entre otras).

De hecho, la nocién de clase elemental abstracta corresponde a una genera-
lizacion del concepto de clase elemental (clases cuyos elementos son exacta-
mente las estructuras que modelan una cierta teorfa) en primer orden debida
a B. Jénsson y S. Shelah ( [J656, J660, Sh88, Sh300]),.

Desde el desarrollo de la teoria de la clasificacion, una rama de investigacién
en teoria de modelos consiste en estudiar algunas propiedades adicionales
que las clases elementales abstractas pueden presentar, como por ejemplo la
propiedad de amalgamacion, la excelencia, la estabilidad, la docilidad (ta-
meness), entre otras.

S. Shelah conjeturé que existe un cardinal p(x) tal que para toda clase ele-
mental abstracta C con nimero de Lowenheim-Skolem a lo sumo x, si K es
categdrica para un cardinal A > (k) entonces K es categdrica para todos
los cardinales més grandes. El problema en general ha sido muy dificil de
atacar, sin embargo existen respuestas parciales a dicha conjetura en algunos
contextos particulares. Uno de ellos es el de las clases elementales abstractas
dociles (ver [Sh394, GrVal]), contexto donde R. Grossberg y M. VanDieren
demostraron un teorema de transferencia de categoricidad (ver [GrVa2])

Por otro lado, Hrushovski desarrollé6 una técnica en [Hr93, Hr92] median-
te la cual dio un contraejemplo para la siguiente conjetura debida a Zilber:

v
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todo conjunto fuertemente minimal no trivial es esencialmente un conjunto
sin estructura, un espacio vectorial sobre un anillo de divisién o un cuerpo al-
gebraicamente cerrado. Aunque en algunos desarrollos (como en [BaHo]) de
manera implicita se trabaja con ciertas construcciones de Hrushovski como si
fueran clases elementales abstractas, no hay en trabajo alguno un desarrollo
explicito al respecto. La construccién dada en [Hr92| (fusiones), a primera
vista no se parece a la presentada inicialmente en [Hr93] (ejemplo “ab ini-
tio”), aunque en ambos casos es definida una predimensién sobre la que se
basa la nocién de autosuficiencia.

La diferencia radica en que en el segundo caso se tiene en el lenguaje un
simbolo de relacién de aridad 3 donde la predimensién se define haciendo un
conteo sobre dicha relacién; mientras en el caso de las fusiones se trabaja
sobre dos teorias completas, modelo-completas y fuertemente minimales en
lenguajes disyuntos respectivamente donde la predimensién se define a par-
tir de las dimensiones que resultan al considerar las clausuras algebraicas en
estos dos lenguajes. En ambos casos, se trabaja solamente sobre la clase de
estructuras para las cuales dicha predimension es no negativa. Dicha predi-
mensién es muy importante, ya que sobre aquella estd basada la definicion
de la relacién “ser autosuficiente”.

Durante el congreso “Logic and its applications in Algebra and Geometry”
(Ann Arbor, 2003), John Baldwin pregunté sobre que tipo de clase elemental
abstracta resulta ser la clase de las fusiones junto a la relacién ser autosu-
ficiente. En este trabajo probamos que la clase de las fusiones junto con la
relacion ser autosuficiente forman una clase elemental abstracta y estudia-
mos algunas de las propiedades modelo tedricas que esta clase presenta, como
por ejemplo la propiedad de 2-amalgamacion (la cual es probada en [Hol95]
y aqui llenamos los detalles de dicha prueba) y la docilidad (que probamos
en esta tesis), respondiendo de manera parcial a la pregunta de Baldwin.

El teorema principal de esta tesis es el siguiente:
Proposicién 2.23 La clase de las fusiones es LS(K ,s)-décil
La prueba de este hecho es similar a la demostracién hecha por R. Grossberg

y A. Kolesnikov ([GrKo]) del hecho de que las clases excelentes son déciles.
Pero en nuestro contexto, basta probar una versién débil de 3-amalgamacién



INDICE GENERAL vi

del cual se sigue como consecuencia la docilidad.

En el capitulo 0 de esta tesis presentamos algunas definiciones preliminares
(clase elemental abstracta y pregeometria) y algunos hechos bésicos relacio-
nados con estas nociones, que va a ser muy importantes dentro del desarrollo
de esta tesis. Uno de los resultados mas llamativos de esta parte, es el hecho
de que un elemento no pertenezca a la clausura algebraica de un determinado
conjunto resulta ser tipo-definible en primer orden (observacién 0.11).

En el capitulo 1 presentamos la definicién de fusiéon y de autosuficiencia
(basado en el desarrollo dado en [Hol95]), ademds algunos resultados basicos
relativos a estas nociones. En este capitulo, presentamos la prueba del hecho
de que la clase de las fusiones junto con la relacion de autosuficiencia es una
clase elemental abstracta. En [Hol95] ya habia algunos pasos en ese senti-
do (de hecho, la transitividad de la autosuficiencia (proposicién 1.16 (3)),
la version fuerte del axioma del tridngulo pero con conjuntos (proposicion
1.18) y el lema previo a la prueba del axioma de Lowenheim-Skolem-Tarski
descendente (lema 1.28) | son probados en [Hol95], aunque la prueba de 1.28
estd incompleta alli y en esta tesis llenamos los detalles y corregimos algunas
imprecisiones). Algunos de los axiomas de clase elemental abstracta (como
por ejemplo los axiomas de isomorfismo y de uniones de cadenas en la clase)
se siguen de manera facil aunque no se mencionen en algun otro sitio, tal
vez el axioma menos trivial de verificar de los probados en este trabajo es
el de Loweinheim-Skolem-Tarski descendente (LSTD), pues aunque utiliza
fuertemente el lema 1.28 probado en [Hol95] (que es un resultado similar al
esperado en fusiones aunque trabaja sobre conjuntos) requiere una iteracion
de la construccion dada en ese lema con la construccion obtenida al tomar
la clausura de Skolem bajo existenciales.

En el capitulo 2 presentamos la prueba dada en [Hol95] del hecho de que
la clase de las fusiones satisface la propiedad de amalgamacién (proposicion
2.5). En esta tesis aclaramos algunas imprecisiones y llenamos algunos de
los detalles que presenta la prueba presentada alli. Lo interesante de esa
demostracion, es que se basa en un resultado previo (proposicién 2.4) que
permite construir dos torres de tipos (cada uno en uno de los lenguajes dis-
yuntos considerados en la definicion de fusién, que involucran condiciones
de independencia) de tamano w de manera que existe una fusién que realiza
la union de dichas torres y que la subtupla de dicha realizaciéon que corres-
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ponde al primer paso de dichas torres es autosuficiente en dicha fusién. El
primer paso de dichas torres corresponde a un completamiento de los tipos
en cada lenguaje, sobre el vacio, de la unién de las fusiones a amalgamar. De
esto, una copia isomorfa de dicha unién resulta autosuficiente en la fusion
que va a amalgamar. Haciendo un poco de combinatoria es posible probar
que cada copia isomorfa de las fusiones a amalgamar es autosuficiente en la
copia isomorfa de la unién de dichas fusiones (y aqui juega un papel muy
importante una independencia supuesta entre partes disyuntas de la unién
de los modelos a amalgamar), y por la transitividad de la autosuficiencia se
sigue el resultado.

Pero es posible aprovechar ain maés esta herramienta de las torres de tipos.
En esta tesis probamos que, siguiendo un argumento similar al empleado en
la demostracion de la propiedad de amalgamacion, se tiene la propiedad joint
embedding property (JEP) . Ademds, con esa misma herramienta probamos
una versién débil de 3-amalgamacién (considerando solamente identidades),
y haciendo un renombramiento cuidadoso podemos suponer que dos de esas
inmersiones autosuficientes no son inclusiones. Esta segunda version débil de
3-amalgamacion es suficiente para probar la docilidad de la clase de las fu-
siones junto con la autosuficiencia, usando una técnica derivada de la prueba
presentada por R. Grossberg y A. Kolesnivok en [GrKo].

Preguntas que pueden llevar a trabajos posteriores, es estudiar el desarrollo
hecho por R. Grossberg y M. VanDieren en clases ddciles ([GrVal]) en el
contexto de las fusiones. En este desarrollo, se demuestra la existencia de
Galois-indiscernibles bajo cierta hipdtesis de Galois-estabilidad. También se
conoce un resultado de transferencia de categoricidad debido a Grossberg
y VanDieren en el contexto de las clases déciles ([GrVa2]), como habiamos
mencionado en algiin parrafo anterior.

El ejemplo inicial dado por Hrushovski en [Hr93| para refutar la conjetura
de Zilber sobre la bi-interpretabilidad de conjuntos fuertemente minimales
es el llamado ejemplo “ab initio”. El contexto de este ejemplo es el de un
lenguaje de primer orden con un simbolo de relaciéon de aridad 3, sobre el
cual se define una predimension haciendo un conteo del ntimero de triplas
que pertenecen a la relaciéon. Considerando la clase de estructuras para las
cuales dicha predimensién es no negativa (condicion de Schanuel, nombre
debido a su parecido con la famosa conjetura de Schanuel, ver observacion
4.5), se puede definir de manera andloga a lo expuesto en el caso de las fun-
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ciones una nocion de autosuficiencia. En el tercer capitulo probamos que
la clase de estructuras de este tipo que satisfacen la condicion de Schanuel
(que denotamos por KCyp) junto con la relacién de autosuficiencia es una clase
elemental abstracta. De hecho, la prueba de este resultado es muy similar a
la demostracion realizada en el caso de las fusiones.

En [Hr93] es probado el hecho de que estructuras finitas en K, satisfacen
la propiedad de amalgamacién. En esta tesis probamos esta misma afirma-
cién (proposicién 3.34) pero en el caso general (considerando posiblemente
estructuras infinitas), realizando una adaptacién de la prueba expuesta en
[Hr93].

Dentro de la prueba del hecho de que la clase de las fusiones y del ejem-
plo “ab initio” junto con la relacién “ser autosuficiente” (definida en cada
contexto) es una clase elemental abstracta, juego un papel muy importan-
te el hecho de que dicha relacion estd definida sobre una predimensién (la
cual satisface en particular la propiedad de submodularidad). De hecho, bas-
ta esta observacién para probar que una construccion de Hrushovski junto
con una relacién “ser autosuficiente” en dicho contexto, médulo que la clase
se “comporte bien” respecto a los isomorfismos (lo que denominamos com-
patibilidad con isomorfismos) y uniones de cadenas, es una clase elemental
abstracta. Preguntas que pueden llevar a trabajos posteriores, son sobre que
propiedades adicionales satisfacen estas construcciones.

En el cuarto capitulo presentamos un anélisis de las condiciones bajos las
cuales se puede hacer un andlisis similar al expuesto en los casos “ab initio”
y fusiones pero en el caso general de las construcciones de Hrushovski.

Considerando una construccion de Hrushovski con las condiciones pedidas
en el capitulo 4, tenemos que la clase de dichas estructuras que satisfacen
la condicién de Schanuel junto con la relacién de autosuficiencia forman una
clase elemental abstracta (proposicién 4.28). La pregunta que surge en ese
momento es sobre qué tipo de propiedades cumplen estas construcciones. Lo
que se espera es que el andlisis realizado en esta tesis sirva como un punto de
partida para este tipo de estudio en construcciones de Hrushovski en general
(como por ejemplo en los denominados bad fields, el ejemplo del cuerpo alge-
braicamente cerrado de caracteristica 0 con pseudo-exponencial debido a B.
Zilber, entre otros).



Capitulo 0

Algunas nociones basicas

En el presente capitulo introductorio presentaremos las definiciones de las
nociones basicas de clase elemental abstracta y de pregeometria, y algunos

hechos basicos sobre esta ultima nocién.

0.1

Definicién 0.1. Sea K una clase de L-estructuras, donde L es un lenguaje
de primer orden, y <y una relacién binaria en K. Decimos que (K, =x) es

Clase elemental abstracta

una clase elemental abstracta (o c.e.a.) siy solo si

1.
2.

=<k es un orden parcial en K.

Si A < B entonces A C B.

(tridngulo) Si 2A,B, € € K son tales que A C B < Cy A < €,

entonces A <i B.

(isomorfismo (1)) Si A € Ky A = B entonces B € K.

1
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5. (isomorfismo (2)) Si ; y B, son estructuras en K tales que 2y C Ay
v B =k Bay fi : A — B; (i = 1,2) isomorfismos tales que f; C fo,
entonces Ay < As.

IR

fl 24 = B,
c == Ay <ic Ao
f23912 i’ By

6. (cadenas de Tarski-Vaught(1)) Si {2; | i < A} C K es una =<x-cadena,
entonces | J,_, 2 € Ky A; =k U, i para todo i < A.

7. (cadenas de Tarski-Vaught (2)) Si {2(; | i < A} C K es una <x-cadena
v B € K es tal que /A, <x B para todo k < A, entonces Ui<)\ A, < B.

8. (Lowenheim-Skolem-Tarski descendente) Existe un cardinal LS(K) tal
que dados 2 € Ky X C |2, existe B € K tal que X C B < A,
donde ||B]| < |X|+ LS(K) + Rq (tal cardinal LS(K) es denominado

nimero de Lowenheim-Skolem de la clase KC).

Esta definicién es una axiomatizaciéon de algunas propiedades que pre-
sentan las clases elementales en primer orden (clases cuyos elementos son
exactamente todos los modelos de cierta teorfa de primer orden). Aunque
toda clase elemental es elemental abstracta, hay ejemplos de clases elemen-
tales abstractas que no son elementales. Uno de estos ejemplos clasicos no
elementales es la clase Mod(1¢)) donde 9 es una férmula en L, ., junto a la
relacién < (ser submodelo elemental).

Un ejemplo estudiado recientemente es la clase de estructuras (M, +, -, ex)
que satisfacen la férmula .z € L, (@), que es la conjuncién de las siguien-
tes:

1. (M,+,-) es un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica 0
2. ex es una funcién en M tal que ex(x + y) = ex(z) - ex(y)

3. (M,+,, ex) es existencialmente cerrada
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4. (M, +,-, ex) es contablemente cerrada cerrada (es decir, dado X finito
en esta estructura, c/(X) es a lo sumo contable)

5. El nucleo de ex es estandar (es decir, dicho niicleo es ciclico)
6. (M,+, -, ex) satisface la conjetura de Schanuel.

Las anteriores condiciones son expresables en Ly, ,,(Q)

Una referencia muy completa sobre esta definicién (sobre lo conocido hasta
2001) es [Gr02].

Adicionalmente, J. Baldwin da una breve perspertiva del trabajo realizado y
lo que ain falta por hacer en el estudio de las clases elementales abstractas
(ver [Bal).

0.2 Clausura algebraica

Notacion 0.2. Sean A, B conjuntos. La uniéon AU B es denotada por AB.
Si a es un elemento de un conjunto C', denotamos por Aa a la uniéon AU {a}.

Notacién 0.3. Sea X un conjunto. Denotamos [X]<¥ := {B € P(X) |
|B|] < Ro}. Adicionalmente, A C f;ni1, X quiere decir que A € [X]<¥

La presente seccion pretende dar un vistazo a una generalizacién modelo-
teorica de las nociones de clausura algebraica y de dimension en espacios
vectoriales.

Definicién 0.4. Sea L un lenguaje de primer orden, 2l una L-estructura y
A C |2U|. Decimos que a € acl(A) siy solo si existe ¢(x,7) L-formula, b € A
(abusando del lenguaje) y n < w tales que 2 = ¢(a;b) A 3="zp(z;b). El
conjunto acl(A) es denominado la clausura algebraica de A.

Intuitivamente, un elemento a esta en la clausura de A si es “solucién”
de una férmula (en espacios vectoriales esto es andlogo a ser combinacién
lineal) con pardmetros en A y dicha férmula solo tiene un ntmero finito de
“soluciones”.

Definicién 0.5. Sea T una teoria en un lenguaje L de primer orden. De-
cimos que T es fuertemente minimal si y solo si en toda estructura 2 = T
todo definible es finito o cofinito.
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Hecho 0.6. Sea T una teoria de primer orden fuertemente minimal y A |=
T la funcion acl : P(|2A]) — P(|AU]) definida anteriormente satisface las
siquientes propiedades:

Al ac(X) = U{acl(Y) : Y € [X]|=¥} (cardcter finito)

A2 X Cacl(X) (monotonia (1))

A3 acl(acl(X)) = acl(X) (idempotencia de acl(X))

A/ Sia € acl(Xb)\acl(X) entonces b € acl(Xa) (intercambio)

Los lectores interesados en la prueba de este hecho pueden remitirse a
[He98] paginas 43-44 y 46 (Al, A2 y A4) y [Ho94] pagina 135 (A3)

0.3 Pregeometrias

La siguiente definicion es una generalizacién del anterior concepto, pero desde
un punto de vista conjuntista.

Definicién 0.7. Sean G un conjunto y ¢l : P(G) — P(G). Decimos que
(G, cl) es una pregeometria si:

Al cl(X) = U{cl(Y) : Y € [X]<*} (cardcter finito)
A2 X C el(X) (monotonia (1))

A3 cl(cl(X)) = cl(X) (idempotencia de cl(X))

A4 Sia € c(Xb)\el(X) entonces b € cl(Xa) (intercambio)

Algunas consecuencias inmediatas que podemos describir son las siguien-
tes.

Lema 0.8 (monotonia (2)). Sea (G, cl) una pregeometria. St A C B C G,
entonces cl(A) C cl(B).

Demostracion. Sea a € cl(A), luego existe A" € [A]<“ tal que a € cl(A’) en
virtud de Al. Como A’ C A C B, entonces tenemos que a € cl(B) en virtud
de Al. Por lo tanto, cl(A) C cl(B). O
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Lema 0.9 (transitividad). Si (G, cl) es una pregeometria y X,Y C G son
tales que X C cl(Y') entonces cl(X) C cl(Y)

Demostracion. Sea a € cl(X), luego existe X' € [X]|<¥ tal que a € cl(X')
(por Al). Como X' C X C ¢l(Y) en virtud de lema 0.8 tenemos que a €
c(cl(Y)). Pero como cl(cl(Y)) = cl(Y) (en virtud de A3), entonces a €
cl(Y). Por lo tanto, cl(X) C cl(Y). O

A continuacién daremos algunos ejemplos de pregeometrias.

Ejemplo 0.10. Sea T una teoria fuertemente minimal y 2 = 7. Tene-
mos que (||, acl) es una pregeometria (hecho 0.6), donde acl es la clausura
algebraica definida en |2(|.

A continuacién veremos una pequena observacion, aunque muy sencilla de
probar, que va a ser muy 1til mas adelante cuando trabajemos en el contexto
de las fusiones, ya que permitira definir mediante tipos el hecho de que un
elemento no depende algebraicamente de un conjunto especifico.

Observaciéon 0.11. Siendo 7' una teoria fuertemente minimal y 2 = T,
notemos que si B C Ay a € ||, el hecho de que a ¢ acl(B) es tipo-definible,
pues esto es equivalente a que para toda tupla b C B, toda L(2l)-férmula
¢(z,7) (donde 7 y b tengan la misma longitud) y todo n < w se tiene que

A gla,B] — I p(rsD).

Siendo un poco més explicitos, un elemento a € [2A| realiza el tipo

p(2) = {p(2,5) — Fap(2:5) | ¢(.7) € Fla(L(T)), U(5) = 1(B),b € B,
n < w} siy solo si dicho elemento no estd en acl(B).

Ejemplo 0.12. Dado un conjunto X, tenemos que (X,idp(x)) es trivial-
mente una pregeometria.

Continuamos introduciendo algunos conceptos basicos, correspondientes a
algunas generalizaciones de nociones conocidas en el contexto de los espacios
vectoriales.

Definicién 0.13. Sean (G, ¢l) una pregeometria y X C G. Decimos que X
es cerrado si X = cl(X).

Definicién 0.14. Sean (G, ¢l) una pregeometria y X C G un cerrado.
Decimos que Y C X es una base para X si es minimal tal que cl(Y) = X.
Decimos que Y C G es independiente si es una base para cl(Y).
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El siguiente hecho es una caracterizacion muy tutil del concepto de inde-
pendencia.

Hecho 0.15. Sean (G, cl) una pregeometria y X C G. X es cl-independiente
si y solo si para todo a € X tenemos que a ¢ cl(X\{a}).

Proposicién 0.16. Sean (G,cl) una pregeometria y X C G un cerrado.
Y C X es una base para X si y solo si es independiente tal que cl(Y) = X.

Demostracion. Supongamos que Y C X es base para X. Y es independiente
puesto que si existiera Y C Y tal que cl(Y”) = ¢l(Y'), entonces Y’ contradiria
la minimalidad de Y C X. Luego Y es independiente tal que cl(Y) = X.

Reciprocamente, sea Y C X independiente tal que ¢/(Y) = X. Si existiera
Y’ C Y tal que cl(Y') = X, entonces tendriamos que cl(Y') = X = cl(Y),
contradiciendo la independencia de Y. O

Las nociones anteriores corresponden a generalizaciones de las nociones
de base e independencia usuales en espacios vectoriales.

Hecho 0.17. Si A y B son bases para cl(X) entonces |A| = |B].

Notacién 0.18. Dada una base para cl(X), su cardinal se denomina cl-
dimension de X y se denota por d(X).

El siguiente es un hecho bastante conocido en el contexto de las pregeo-
metrias.

Hecho 0.19. Sean (G,cl) una pregeometria, X,Y C G y d la respectiva
cl-dimension. d satisface las siguientes propiedades:

1 d(x) < |X]
2. (submodularidad) d(XY)+d(X NY) < d(X)+d(Y).
d(y).

3. (monotonia) Si X CY entonces d(X) <

(Y)

Definicién 0.20. Sean (G, cl) una pregeometria y Y, W C G. Decimos que
Y es cl-independiente sobre W si y solo si d(Y'W') = |Y'| + d(W’) para todo
Y' € [Y]<¥ y todo W' € [W]<“. Una base para X sobre W es un conjunto
Y C X maximal independiente sobre W.

Si no da lugar a confusiones, se puede omitir el prefijo ¢l en la definicién
anterior.
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Hecho 0.21. SiY), Y, C X son bases para X sobre W, entonces |Y1| = |Ya|.

Notacién 0.22. El cardinal de una base para X sobre W se denota por
d(X/W).

Dicha notacién no es ambigua gracias al hecho anterior.

Dado que estas nociones son analogas a las conocidas en el contexto de
los espacios vectoriales y de la teoria de cuerpos, es natural que se tenga
el siguiente resultado.

Lema 0.23. Sean (G,cl) una pregeometria, W C G y a € G\cl(W). En-
tonces d(Wa) = d(W) + 1

Demostracion. Sea X C W base para cl(WW), por lo tanto cl(X) = cl(W).
Como Xa C Wa, entonces cl(Xa) C cl(Wa). Sea B € [Wa]<“, luego
B C cl(Xa) (sea z € B, si x = a trivialmente x € ¢l(Xa), si x # a entonces
x €W Cel(W)=cl(X)Ccl(Xa))y por la transitividad y el cardcter finito
de ¢l tenemos que cl(Wa) C cl(Xa); por lo tanto cl(Xa) = cl(Wa).

Una pequena observaciéon que tenemos es que a ¢ cl(X) (pues de lo
contrario a € cl(X) C cl(W), lo que es claramente una contradiccién) y por
consiguiente a ¢ X.

Si suponemos que Xa no es independiente, en virtud del hecho 0.15 tene-
mos que existe b € Xa tal que b € cl(Xa\{b}). Si b= a, entonces tendriamos
que a = b € cl(Xa\{b}) = cl(X) (contradiccién). Por lo tanto, b # a. De es-
to, podemos decir que existe b € X tal que b € cl(Xa\{b}) = cl((X\{b})a),
y como b ¢ cl(X\{b}) (ya que X es independiente por ser base, en virtud
del hecho 0.15) entonces por la propiedad de intercambio de ¢l tenemos que
a € cl((X\{b})b) = cl(X) (contradiccién). Por lo tanto, Xa es independien-
te.

Si suponemos que existe Xa C V' C Wa independiente tal que cl(V) =
cd(Wa) = cl(Xa), esto claramente contradice la independencia de V' pues
Xa genera a (V). Luego Xa es base para cl(Wa). De esto podemos con-
cluir que d(Wa) = | Xa| = |X|+1=d(W)+1yaquea ¢ X. O

La siguiente proposicién provee una caracterizaciéon muy 1til del concepto
de “ser independiente sobre un conjunto”, muy similar a la caracterizacién
dada de la nocion “ser independiente”.
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Proposicién 0.24. Sean (G,cl) una pregeometria y Y, W C G. Entonces
Y es independiente sobre W si y solo si para todo a € Y se tiene que a ¢

cdd(W(Y\{a}))

Demostracion. Sea B Cfinio W(Y\{a}) y a € Y. Si a € cl(B), entonces
cl(B) = cl(Ba) por lo que d(B) = d(Ba). Definamos By := BN (Y\{a}) y
By := BNW. Como By, Bia € [Y]<¥, By € [W]<¥, entonces |By| + d(Bs) =
d(B1By) = d(B) = d(Ba) = d((Bya)Bs) = |Bia| + d(Bs), luego |B,| = |Bal|
(lo cual es falso puesto que a ¢ By y By es finito). Por lo tanto a ¢ cl(B) y
por el cardcter finito de ¢l tenemos que a ¢ cl(W (Y \{a}))

Reciprocamente, supongamos que para todo a € Y se tiene que
a ¢ dAd(W(Y\{a})). Sean Y’ := {a1,---,a,} € [Y]™¥ y W € [W].
Como a; ¢ cl(W’) (pues de lo contario a; € cl(W(Y\{a;}))) entonces
d(W'ay) = d(W’) + 1, en virtud del lema 0.23. Siguiendo un argumento
similar podemos probar que a; ¢ /(W' U {ay,---,a,-1}) y de este hecho
tenemos que d(W' U {ay, -+ ,a;}) =d(W')+i (i = 2,--- ,n). Por lo tanto,
dW'Y") = d(W') +|Y"|. 0

Proposicién 0.25. Si X C cl(W) entonces d(X/W) = 0.
Demostracion. Supongamos que X C cl(W) y que Y C X es independiente
sobre W. SiY # 0, existe a € Y y como Y C X C (W) C c(W(Y\{a}))

entonces a € cl(W(Y\{a})) (contradice la proposicion 0.24). Luego Y =0 y
por tanto d(X/W) = 0. O



Capitulo 1

Las fusiones de Hrushovski

El origen de las construcciones de Hrushovski se remonta a [Hr93] y [Hr92],
donde E. Hrushovski refuta la conjetura de Zilber relativa a la tricotomia
de la biinterpretabilidad de estructuras fuertemente minimales, construyen-
do una especie de limite de Fraissé sobre estructuras finitas que preserva una
dimensién relativizada que es definida en ese contexto que no resulta encajar
en ninguna de las condiciones dadas por Zilber en dicha tricotomia.

El caso general de las construcciones de Hrushovski parte de una clase de es-
tructuras IC de primer orden (no necesariamente elemental en primer orden)
donde hay definida una predimension dy sobre todos los subconjuntos finitos
de cada estructura de la clase (es decir, Im(dy) C Z,y dadosA € Ly X,Y €
[|R()] <« se tiene que do(X) < |X| vy do(X NY)+do(XUY) < do(X)+do(Y)).
Luego consideramos la subclase Ky de las estructuras 2l € K para las cua-
les do(X) > 0 para cada X € [|2|]<¥ (la cual es denominada condicion de
Schanuel, la razén de este nombre es explicada en la observacién 4.5). Sobre
subconjuntos de estructuras en Ky es definida una dimension relativizada
d(+;-) donde el segundo conjunto es arbitrario y el primero es subconjunto
finito del primero, en la que estd basada la definiciéon de la nociéon de au-
tosuficiencia (A es autosuficiente en B ssi d(-; A) = d(+; B) restringiendo a
[A]<¥, hecho que se denota por <). En realidad, la mayoria de desarrollos en
este tema se interesan en la construccion de la especie de <-limite de Fraissé
sobre el cual estd basado el contrajemplo de la conjetura de Zilber comen-
tada atras. En esta tesis no nos interesamos por estudiar ese limite sino
estudiamos la clase (Kp, <) como clase elemental abstracta en dos contextos



CAPITULO 1. LAS FUSIONES DE HRUSHOVSKI 10

particulares: fusiones de Hrushovski y ejemplo “ab initio”. En el presente
capitulo estudiamos el caso de las fusiones de Hrushovski.

1.1 Definicion de fusion

Sean 77, T teorias de primer orden completas, fuertemente minimales y
modelo completas en lenguajes L y Lo respectivamente, donde L; N Ly =
{=}. Adicionalmente consideramos d; como la respectiva funcién dimensién
basada en la clausura algebraica relativa al lenguaje L; (i = 1,2).

Definicién 1.1. Sea X Cypipi, || donde A = T U T, Se define
do : [|2U]¥ — Z como doy(X) := dy(X) + do( X) — | X].

Si A =11 U Ty y adicionalmente do(X) > 0 para todo X € [|2|]<* decimos
que 2 es una fusion de Ty y Ts.

Hecho 1.2. SiT es una teoria fuertemente minimal, A =T y{ay, -+ ,an} C
|2A| es tal que d({ai,---,a,}) = k, entonces existe una L(T)-formula
o(xy, -+ xy) tal que A = play, -+ -, a,] y adicionalmente A = @by, - -+, by
ssi d({by, - ,b,}) < k.

El siguiente hecho es bastante importante puesto que nos dice que la clase
de las fusiones sobre Ly y Ls es elemental.

Hecho 1.3. La clase de las fusiones sobre L1 y Lo es elemental, con axio-
matizacion Ty U Ty adicionando axiomas de la forma

vz ((W) Na(®) =\ i = )
i#j

donde para k1, ko € N tales que ki+ko < |T| se tiene que p; es una L;-formula
tal que si p; ocurre en un modelo de T; entonces d;(T) < k; (i =1,2).

Tales férmulas ¢; (i = 1,2) existen en virtud del hecho 1.2
La anterior axiomatizacion la denotamos por 7',

La funcion dy definida anteriormente satisface algunas propiedades muy in-
teresantes, las cuales enunciaremos a continuacion.
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Hecho 1.4. Dados A | Ty U Ty y dy la funcion definida anteriormente,
definimos do(X/Y) := do(XY) — do(Y). Tenemos que para todo X, Y €
[124]]=

1 —[X| < do(X/Y)
2. do(X) < |X]|.
3. (submodularidad) do(XY) + do(X NY) < do(X) + dp(Y)

Observacién 1.5. Notemos que do(X/Y) = do(XY)—dp(Y) = dp(X\Y/Y)
si X,Y son finitos.

Observacion 1.6. Si Z; C Zy Cyinio || son tales que ZNZy = Z N Zs,
entonces do(Z/Zy) < do(Z/Zy) (es decir, do(ZZs) + do(Zy) < do(ZZy) +
do(Z3)). Esto se sigue al tomar X := ZZ; y Y := Z, en la propiedad 3. del
hecho 1.4, dado que XY =27,y X NY = Z;.

Definicién 1.7. Dados X, Y C 2, donde 2 = T1UT, y X es finito, se define
do(X/Y) = mln{do(X/Y/) ’ XNy g Y’ gf,mito Y}

Observacién 1.8. La definicién 1.7 extiende la dada en el caso de que Y
sea finito, puesto que si denotamos dy(X/Y) := min{dy(X/Y’) | X NY C
Y’ Ctinito Y} tenemos que dj(X/Y) < do(X/Y) (pues XNY CY Criniro Y);
y siendo X NY C W Cyinito Y tal que di(X/Y) = do(X/W), como X NY =
XNWy W CY de laobservacion 1.6 tenemos que do(X/Y) < do(X/W) =
dy(X/Y).

Definicién 1.9. Sean 2 =T, UTs fusion de Ty y To, U C |”A] y X € [|A|]<~.
Definimos d(X; U) := min{do(X") | X C X’ Crinito U}

Aqui es fundamental pedir que 2 sea una fusién para que d(X;U) exista,
pues de esa manera seria el minimo de cierto conjunto no vacio de nimeros
naturales.

Observacién 1.10. Es relativamente facil demostrar que la funcién d(-) :=
d(-;U) (donde U C |2 es fijo, donde 2 es una fusién) satisface las siguientes
propiedades:

1. d(X) < |X]|
2. (submodularidad) d(XY) + d(X NY) < d(X) + d(Y)
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3. (monotonia) Si X C Y entonces d(X) < d(Y)

Esto se sigue como consecuencia de que las dimensiones d,(+) satisfacen estas
propiedades (hecho 0.19).

De esta manera, podemos considerar una pregeometria en 2l de una manera
natural: a € cl(X) si y solo si existe Y € [X]<“ tal que d(Ya) = d(Y)
(intuitivamente, la clausura de Ya es la misma de V).

Como estd definida esta clausura, tenemos garantizado el caracter finito (si
a € cl(X), para cualquier conjunto Y € [X]|<¥ que sirva de testigo de la
igualdad d(Ya) = d(Y) tenemos que a € cl(Y) pues Y € [Y]<¥).

La monotonia (1) es facil de verificar, puesto que si a € X, al tomar Y :=
{a} € [X]=¥ tenemos que d({a}) = d({a}a), luego a € cl(X).

La idempotencia y la propiedad de intercambio son sencillas pero un poco
tediosas de probar, razoén por la cual no lo haremos aqui.

En la parte restante de esta seccién, supondremos que los conjuntos in-
volucrados son subconjuntos de una fusion.

Proposicién 1.11. Si X C X' Cyiie U es tal que do(X') = d(X;U),
entonces do(X') = d(X";U)

Demostracion. De la definicion de d(-;U) tenemos que d(X';U) < do(X')
puesto que X' C X' Criio U. Por otro lado, como X C X' entonces
d(X;U) < d(X";U) puesto que {A € [U]*¥ | X' C A} C {A € [U]** |
X C A}; es decir, do(X') = d(X;U) < d(X';U). Por lo tanto, do(X’) =

d(X";U). O

El siguiente hecho es importante, puesto que en este se basa la nocién de
ser subconjunto autosuficiente. Una prueba de este hecho se puede encontrar
en [Hol95].

Hecho 1.12. Para A C B son equivalentes:
1. Para todo X € [A]<¥, d(X; A) =d(X; B).
2. Dado X € [A]*¥ existe X CY Cinio A tal que do(Y) = d(X; B).
3. Para todo Y € [B]<* do(Y/Y NA)>0.

Si A es finito, 1., 2. y 3. son equivalentes a

4. do(A) = d(A; B).
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Definicién 1.13. Supongamos que A C B. Decimos que A es autosuficiente
en B (lo que denotaremos por A < B) si y solo si alguna de las condiciones
del hecho 1.12 ocurre.

Si A, B son fusiones tales que 2 C B, decimos que U es autosuficiente en B
(lo que denotaremos por 2 < 9B) si y solo si || < |9B]

Los siguientes resultados son bastante ttiles, pues permiten demostrar de
una manera mas facil la autosuficiencia.

Proposicién 1.14. Si A C B y ademds dy(X/A) > 0 para todo X € [B]<¥,
entonces A < B.

Demostracion. Como do(X/A) := min{do(X/Y) | XNACY Crinito A} y
XNACXNA Cyinito A entonces do(X/A) < do(X/X N A). Por hipdtesis
tenemos que 0 < do(X/A), luego 0 < do(X/X N A). En consecuencia, del
hecho 1.12 (3) podemos decir que A < B. O

Corolario 1.15. Si A C B y adicionalmente do(X/A) > 0 para todo X €
[B\A]<“, entonces A < B.

Demostracion. Se sigue de la proposiciéon 1.14 y de la observacién 1.5. [

1.2 Fusiones de Hrushovski y clases elemen-
tales abstractas

A continuacién presentaremos algunos hechos previos que vamos a consi-
derar con el fin de dar una conexién entre las fusiones, la nocién de ser
autosuficiente en un modelo y las clases elementales abstractas. En adelante
denotaremos por Ky, a la clase de las fusiones de dos teorias 17 y 15 comple-
tas, modelo-completas y fuertemente minimales en lenguajes disyuntos L; y
Lo respectivamente. Cuando digamos que 2 es una fusion, sobreentederemos
que es una fusién de T y 1.

Proposicién 1.16. (Ky,,, <) es un orden parcial.

Demostracion. 1. Sea 2 una fusiéon. Como d(X;|2A|) = d(X;|]) para
todo X € [|2|]< entonces A < 2 (en virtud del hecho 1.12 (1)).

2. Sean 2, B fusiones tales que A < B y B < A. De esto podemos decir
que A C B y ‘B C 2A. Por lo tanto 2 = ‘B.
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3. Sean 2, B y € fusiones tales que A < By B < €. Sea X Ciniro 2,
como 2A < B entonces del hecho 1.12 (1) tenemos que d(X;|A|) =
d(X;[%B]). Como X Cinito || C [B| y B < € entonces por el hecho
1.12 (1) d(X;|®B|) = d(X;|€]). Por lo tanto d(X;|2]) = d(X;|€|), vy
en virtud del hecho 1.12 (1) tenemos que A < €.

0

Proposicién 1.17. 5i A y B son fusiones tales que A < B, entonces A C
B.

Demostracion. Se sigue directamente de la definicién de <. O

Lema 1.18. Sean Ay C Ay C Az subconjuntos de una fusion tales que A; <
As, entonces A; < A,.

Demostracion. Puesto que A; < Az, del hecho 1.12 (3) se tiene que para
todo Y € [A3]<“ do(Y/Y N A;) > 0. Pero esto en particular se cumple si
Y € [A2]<w, 1ueg0 Al S AQ. ]

Corolario 1.19. Sean 2, C 2, C A3 fusiones tales que A; < s, entonces
Ay <Ay,

Observacion 1.20. Este ultimo resultado es mucho mas fuerte que el axio-
ma del tridngulo exigido dentro de la definicién de clase elemental abstracta.
Preguntas naturales que surgen en este momento son sobre qué tipo de con-
secuencias modelo-tedricas trae consigo este resultado, puesto que en algunos
desarrollos el axioma de triangulo es fuertemente utilizado. Es posible que
se tengan algunos resultados que las clases elementales abstractas en general
no tienen.

Corolario 1.21 (axioma del tridngulo en fusiones). Sean 2A; C Ay <
s fusiones tales que Ay < As, entonces Ay < As.

Demostracion. Se sigue del corolario anterior, puesto que 2; < 23 implica
que Ay C A3 (proposicién 1.17) O

Proposicién 1.22 (uniones de <-cadenas (1) en fusiones). Sea {2; |
i < A} una <-cadena de fusiones. Entonces|J,_, ; es fusion yA; < J,-, 2
para todo i < \.

1<
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Demostracion. Por ser T, T, teorias modelo completas en sus respectivos
lenguajes, entonces tenemos que {2l; | i < A\} es una <-cadena en el lenguaje
L1 U Ly. Por lo tanto tenemos que 2; < |J,_, 2; y por tanto [ J._, 2; es una
fusién en virtud del hecho 1.3.

Por otro lado, sean k < A fijoy Y C finito [J;, [24i]- Por lo tanto existe j < A
tal que Y C |2;|. Hay que considerar dos casos:

<A i<

1. Si k < j, como por hipdtesis A, < 2; entonces do(Y/Y N [™Ax]) > 0
(por el hecho 1.12 (3)).

2. Si j <k, por hipdtesis tenemos que A; < A, Como Y Cinio [2A;] C
12| v como A, < A (por la proposicién 1.16) entonces dy(Y/Y N
[Ax) > 0.

Luego tenemos que A, < |J,., 2; para cada k < A, en virtud del hecho 1.12
(3). O

Proposicién 1.23. Sea {4; | i < A} una C-cadena de subconjuntos de una
fusion y B tal que A, < B para todo k < \. Entonces UK/\ A; < B.

Demostracion. Sea X Cfinito UK/\ A;, luego existe j < A tal que X C A;.
Como por hipétesis A; < B, entonces existe X C Y Cypinio A; tal que
do(Y) = d(X; B) (por el hecho 1.12 (2)). Pero como X C Y Cyipito A; C
;< Ai entonces en virtud del hecho 1.12 (2) podemos decir que |J,_, 4; <
B. O

Corolario 1.24. Sea {2; | i < A} una C-cadena de fusiones y B una fusion
tal que A, < B para todo k < X. Entonces |J;_, 2 < B.

El anterior corolario es un poco mas fuerte que el axioma correspondien-
te exigido dentro de la definicién de clase elemental abstracta, puesto que
la cadena no necesariamente debe ser KC-elemental. Una pregunta natural
que surge en este momento es qué tipo de consecuencias modelo-tedricas se
pueden presentar gracias a esta situacion.

Corolario 1.25 (uniones de <-cadenas (2) en fusiones). Sea {2; | i <
A} una <-cadena de fusiones y B una fusion tal que Ay < B para todo k < \.
Entonces | J,_, ;i <B.

Proposicién 1.26 (axioma de isomorfismos (1)). Sea 2 una fusion. Si
A =B entonces B es fusion.
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Demostracion. Se sigue trivialmente del hecho 1.3. O

Proposicién 1.27 (axioma de isomorfismos (2)). Sean 2; y B; (i =
1,2) fusiones tales que Ay C Ay y By < By y fi + A, = B, (i = 1,2)
L1 U Ly-isomorfismos tales que f1 C fo. Entonces Ay < 2As.

Demostracion. Todo X C finie |21] cumple que d(X; [24]) = d(f1(X), |B1]).
En efecto, siendo X Cyiniro 24| por definicién de d(-;|;]) existe X C
X' Criito |2] tal que do(X') = d(X;|2]). Pero como do(X') = di(X') +
LX) — 1X] = dy (fi(X) + da(£1(X7) — Fi(X)] = do(f(X")) ¥ puesto
que fi(X) € f1(X") Crinito |B1] entonces d(f1(X);[B1]) < do(f1(X')) =
do(X') = d(X;|24]). Andlogamente se puede probar que d(f1(X);|B1]) >
d(X;[24]), Tuego d(f1(X);[B1]) = d(X;[24]). Como fi(X) C [Bs] y By <
By entonces d(f1(X);[B1]) = d(f1(X);|Ba|) (en virtud del hecho 1.12 (1)).
Haciendo un argumento similar al que hicimos anteriormente, podemos ver
que d(f2(X);|Ba|) = d(X;|s|). Por lo tanto, como f; C fy tenemos que
f1(X) = fo(X). De esto podemos concluir que d(X;|20;|) = d(f1(X); |B1]) =
d(f1(X);[Bs]) = d(f2(X);|Bs]) = d(X; |202]), luego en virtud del hecho 1.12
(1) podemos concluir que 2; < 2As. O

La primera parte del siguiente lema es probado el [Hol95] (la existencia
del subconjunto autosuficiente), pero no llena los detalles en el caso infinito
aunque si lo menciona. A continuacion llenamos dichos detalles, y probamos
la cota que tiene el cardinal de dicho subconjunto autosuficiente.

Lema 1.28. Dados una fusion B y X C A C |B|, existe X' tal que X C
X' < A, donde | X'| < |X|+ Ry

Demostracion. Supongamos que X es finito. Sean X’ tal que do(X') =
d(X; A). De la proposicién 1.11 podemos decir que do(X') = d(X’; A). Luego
del hecho 1.12 (4) podemos decir que X’ < A, donde trivialmente tenemos
que | X'| <R = |X|+ Ny (pues X’ es finito).

Si X es infinito definimos X, := X, X,,.1 = UYG[Xn]@ Y’ (donde n < wy
Y'iestal que Y CY' < A)y X' :=J,_, Xn. Veamos que {X, | n < w}
es una C-cadena; en efecto sean n < w y a € X,,, como 7 := {a} € [X,|*¥
sabemos que existe Z’ tal que Z C Z' < A, por lo tanto a € Z C Z' C
UYE[XH]@ Y' = X,11; luego X,, € X,,11. Sean F € [X'|*¥ y m < w minimo
tal que F' C X,,. Sabemos que existe [/ < A tal que F' C F’ (hecho en el
parrafo anterior). Como F € [X,,]< entonces F' C X,,.; € X'. Puesto
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que [ < A del hecho 1.12 (2) tenemos que existe F' C G Cyiniro ' tal que
do(G) = d(F; A), pero como F' C X' entonces tenemos que F' C G C X'
Luego en virtud del hecho 1.12 (2) podemos decir que X C X' < A.

Veamos ahora que para todo n < w se tiene que |X,| < |X|+ Xy. En
efecto, para n = 0 se tiene trivialmente puesto que X, := X.

Supongamos que |X,| < [X|+ Ro. Por lo tanto [Xyi1| = |Uycpy, <o Y" <

No - |X,| (pues cada Y’ es finito). Como |X,| < |X| + Ny (hipdtesis de
induccién) entonces | X, 1] < Vo - | X, | < Ng - (| X] + Ro) = | X| + No.
De esto podemos decir que [ X'| = U, -, Xu| < (| X]4+Rg)-Rg = |X|+R. O

n<w

Notese el gran parecido que tiene el lema anterior con el axioma de
Lowenheim-Skolem-Tarski descendente, aunque no se estd trabajando con
estructuras todavia.

Notacién 1.29. Sean 2 una L-estructura de primer orden y B C |2|. Deno-
tamos por Sk(B) a la clausura de Skolem bajo existenciales. Informalmente,
dicha clausura se construye al tomar una solucién en 2l (si la hay) por ca-
da férmula que tenga parametros en B. No sobra aclarar que tenemos que
B C Sk(B).

Proposicién 1.30 (LSTD en fusiones).
Dados A una fusion sobre lenguajes Ly y Ly y X C ||, existe una fusion B
tal que X CB <A, donde ||B| < |X|+ |L1 U La| + N

Demostracion. Definimos Xy := X’ (donde X’ es tal que X C X' < |
y X' < [X]+Rg), Yo := Sk(Xp), Xnt1 := (Y,)" (donde (Y3)" es tal que
Y, © (V) < [y (V)] < [Yal +Ro) ¥ Yarr = Sk(Xun) (n < w).
Definamos B :=J, _, X,. Tenemos que B es un L; U Ly modelo, puesto que

n<w
si F' € LiU Ly es simbolo de funcién de aridad m y aq, - - - , a,, € B, sabemos
que existe k < w tal que ay,- -+, ay, € X, luego F*(ay, -+, a,,) € Sk(Xy) =

Y € (Vi) = Xii1 € B. Denotemos por B a este L; U Ly-modelo.

Por otro lado, por la manera como se ha construido 8 tenemos que B < 2
(gracias al test de Tarski-Vaught); como en particular tenemos que A = B
y como 2 es fusion entonces B es también fusion, puesto que la clase de las
fusiones es elemental en primer orden (proposicién 1.3).

Adicionalmente, como X,, < |2| para todo n < w, en virtud de la proposicién
1.23 tenemos que B = J,,_, X, < ||, es decir, X € X' C B <A

Por otro lado, tenemos que | X, | < |X| 4 |L; U Ls| + Ry para todo n < w.
En efecto, |Xo| = |X'| < |X]|+ RNy < |X]| + |L1 U Lg| 4+ Rg en virtud del
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lema 1.28. Supongamos que |X,,| < |X|+ |L1 U Ls| + Xy. Como |Y,, 1] =
|SE(X,)| < |Xu| 4 | L1 U Lo| + Vg entonces |V, 11| < |X| + |L1 U Ly| + RNy
(gracias a la hipétesis de induccién y a la observacién anterior) y por lo
tanto | X,p1| = |(Yoe1)'| < |YVoaaa| + Ro < | X| + |L1 U Lo| + Xy (en virtud de
lo visto anteriormente y del lema 1.28).

De esto, podemos afirmar que ||B|| = U, Xn| < (|X|+[L1UL2|[+Rg)-Rg =
| X| + |L1 U Lo| 4+ Ro. O

Como consecuencia del trabajo realizado en este capitulo, tenemos que
(K fus, <) es una clase elemental abstracta.

Proposicién 1.31. (Ky,s, <) es una clase elemental abstracta con nimero
de Lowénheim-Skolem LS(Kyus) = |L1 U Lo| + Vg



Capitulo 2

Las fusiones de Hrushovski
como clases elementales
abstractas

En el capitulo anterior probamos que (K5, <) es una clase elemental abs-
tracta. En este momento surgen preguntas naturales sobre las propiedades
que esta satisface. En el presente capitulo presentamos una adaptacion de
la prueba del hecho que las fusiones satisfacen la propiedad de amalgama-
cién que presenta K. Holland en [Hol95]. Utilizando la técnica utilizada alli
para probar la propiedad de amalgamacion, probamos en este capitulo ver-
siones débiles de n-amalgamacién para 3 < n < w. La versién débil de la
3-amalgamacién es muy importante en esta tesis ya que es suficiente para
demostrar el hecho de que las fusiones son déciles, haciendo un argumento
similar al empleado por R. Grossberg y A. Kolesnikov en [GrKo] para probar
que las clases excelentes son dociles.

2.1 Algunos resultados previos.

Notacién 2.1. Entenderemos por j-independencia la acl;-independencia (j =
1,2) usual que se habia definido anteriormente.

Hecho 2.2. Dado X finito, do(X/W) = di(X/W) + do(X/W) — | X\W]|.
Proposicién 2.3. Parai € {1,2} y j € {1,2}\{i}, si acl;(W)\W es j-in-
dependiente sobre W entonces W < acl;(W).

19
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Demostracion. Sea X Cpinio acl(W)\W. X es j-independiente sobre W
(pues de lo contrario existirian X’ Crinito X ¥ W' Clinito W tales que
d;(X'W') # | X'|+d;(W'), y como X C acl;(W)\W contradiria la j-indepen-
dencia de acl;(W)\W sobre W). Como X C acl;(W), entonces d;(X/W) =0
en virtud de la proposicion 0.25. Por lo tanto, do(X/W) = d;(X/W) — | X].
Como d;(X/W) = |X|, entonces do(X/W) > 0. Por lo tanto, W < acl;(W)
en virtud de la proposiciéon 1.15. 0

El siguiente lema es en esencia probado en [Hol95], salvo que alli hay
algunos detalles que no son aclarados. Por ejemplo, alli se afirma que el
modelo NV encontrado es una fusién pero no son llenados los detalles. Alli
no es posible probar la no negatividad de dy utilizando solamente las torres
de tipos armados en la prueba, ya que cada una de estas se arma sobre un
solo lenguaje y la funcién dy involucra los dos lenguajes al tiempo. En la
prueba que presentamos a continuacién llenamos ese detalle al considerar
una realizacién de las torres de tipos en un modelo suficientemente saturado
de Ty,s. Ademés en [Hol95] no es probada la autosuficiencia de la subtupla
de la realizacion de las torres de tipos correspondiente al primer paso de las
torres en cuestion, en la fusién N que es realizacion de dichas torres, aunque
sugiere como debe ser probada esta afirmacion.

Proposicién 2.4. Sea T una tupla de variables (posiblemente, de longitud
infinita) y p;(T) L;-tipos completos sobre ) (i = 1,2) con distintas realizacio-
nes en modelos de T; respectivamente. Supongamos que para toda subvariable
finita T de T tenemos que ny + ny — [(T') > 0; tomando n; = d;(a’) donde
@ es la subtupla correspondiente a T, de una realizacion de p;(T). Entonces
existen una fusion N y una realizacion b de p,(T)Upy(T) en N tal queb < N.
Demostracion. Sean 7° := T, p} := p; (i = 1,2) y ’ una realizacion de p; (7)
en un modelo de T;. Extendamos m° a una enumeracién m* de acl;(im°) en
este modelo, y tomemos pi(T') := tpr, (m'/0). Extendamos p3(T) a un Lo-
tipo completo p3(Z'), tomando las nuevas variables en Z'\7° 2-independientes
sobre 7°. Intercambiando los papeles de L, y T} por los papeles de Lo y Th en
cada paso, obtenemos dos cadenas p{(z°) C p}(z') C p?(7?) C -- - de L;-tipos
completos (i = 1,2), donde tomamos ¢; := |J,_,p (i = 1,2). Puesto que
LiN Ly = {=}, por el teorema de consistencia Robinson tenemos que ¢; U go
es consistente. Tomando @ una realizacién de ¢; Ugs, tenemos que acl;(a) = a
(i = 1,2) ya que si tomamos @’ Cfinito @, esta subtupla ha sido considerada
en un paso finito de la construccion de ¢; y ¢o, sea n < w este paso y b
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la respectiva subtupla de @ que realiza los tipos p7(7") (j = 1,2), y como
by = acly(b") para algin k € {1,2} (p;(**") (j = 1,2) fue construido
de esa manera) entonces acl;(a’) C acli(acl,(b")) = acli(gnﬂ) Ca(sik=1
acli(gnﬂ) = an y sik # i acl; (l_)nH) = 1_7”+2), entonces por el caracter finito
de acl; tenemos que acl;(a) C a. Ademds, tenemos que @ es una L; U Lo-
estructura, que denotaremos por N’. Como podemos considerar un modelo

¢ = TYys suficientemente saturado, entonces existe una realizacién N = Tfus
(es decir, N es fusién) de ¢; U ¢2. Por otro lado, si denotamos por 0" la

subtupla de N que realiza los tipos p}(7") (j = 1,2), tenemos que h=10 <
b para todo n < w. En efecto, para n= 0 este hecho es trivial. Asumiendo
que para n < w tenemos que b < b como por construccion tenemos que
by = acly(b") para algin k € {1, 2} y BN es j-independiente sobre "
(j € {1,2}\{k}), entonces b" < acly(b") = p (proposicién 2.3), y gramas
a la transitividad de < tenemos que b < Bnﬂ. Puesto que N = |, b
entonces por el hecho 1.12 (3) tenemos que b < N. O

2.2 Propiedad de amalgamacion.

A continuacién daremos una prueba de la amalgamacion en fusiones, basada
en la hecha en [Hol95]. La prueba que presenta K. Holland en [Hol95] es un
poco fuerte puesto que la amalgamacion la esta realizando sobre la unién de
los modelos a amalgamar. Esta técnica la usaremos més adelante para probar
una version mas débil de 3-amalgamacién, la cual nos permitira probar que
la clase de las fusiones es docil.

Proposicién 2.5 (amalgamacién en fusiones). Sean M < N; (i =1,2)
fusiones. Entonces existen N} =y N; y K fusiones tales que N} < N{Nj <
K.

Demostracion. Sean M < N; (i = 1,2) fusiones. Sin pérdida de generalidad,
podemos asumir que Ny NNy = M. Consideremos m una enumeracién de M
y m; una enumeracion de N\M (i = 1,2). Sean p; := p;(Ty,7,) (j = 1,2)
un L;-tipo completo que extiende los tipos tp;(mn) y tp;(mns) v tal que p;
asegura que todo elemento de 7, no j-depende de y,Z y todo elemento de ¥,
no j-depende de 7, T (esto es posible en virtud de la observacién 0.11). En
virtud de de la proposicién 2.4, existen una realizacién b = NjN} (isomorfa
a N1 Ny sobre M) de p; U py y una fusién K tales que N{N) < K. Por otro
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lado, tomando X € [N]NJ\NJ|<“ = [N]\NJ]<“ tenemos que X N Nj = 0.
Por lo tanto, tenemos que

do(X/Né) = mln{d()(X/Y) | X N Né Q Y gfim‘to Né}
= mln{do(X/Y> ’ @ Q Y Qfmim Né}

En consecuencia, existe Y € [NJ]< tal que do(X/Y) = do(X/N}). Pode-
mos decir que d;(XY) = d;(X)+d;(Y) para j = 1,2 (puesto que si tenemos
X’ una j-base para X y Y’ una j-base para Y, X’ no j-depende de Y’ y Y’
no j-depende de X’), entonces

do(X/Y) = do(XY)—do(Y)
= (di(XY) + do(XY) = [XV]) = (di(Y) + do(Y) — [Y])
= di(X) + dao(X) — [X] = do(X)
> 0

por lo tanto do(X/Nj) = do(X/Y) > 0. En virtud del corolario 1.15, tenemos

que Ni < N{Nj. De manera analoga podemos demostrar que Ny < NjNJ.
Gracias a la transitividad de < (proposicién 1.16), tenemos que N < K

y que N) < K. O

Nosotros podemos aprovechar ain més la técnica usada en [Hol95] pa-
ra probar que en Ky, vale la propiedad de amalgamacién. De hecho, a
continuaciéon probaremos usando dicha técnica que en Ky, vale también la
propiedad joint embedding property (JEP).

Proposicién 2.6 (JEP en fusiones). Sean N; (i = 1,2) fusiones. Enton-
ces existen N = N; y K fusiones tales que N/ < NJNJ) < K (i=1,2).

Demostracion. Sean N; (i = 1,2) fusiones. Consideremos 7 una enume-
racion de M := N; N Ny y 7; una enumeracién de N\M (i = 1,2). Sea
p;j = p;(TY,Y,) (j = 1,2) un L,-tipo completo que extiende los tipos tp;(mn;)
y tp;j(mns) y tal que p; asegura que todo elemento de 7; no j-depende de
U,T vy todo elemento de 7, no j-depende de 7,7 (esto es posible en virtud
de la observacién 0.11). En virtud de de la proposicién 2.4, existen una
realizacién b = N|N} (isomorfa a N;Ny) de p; U po y una fusién K tales
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que N{N; < K. Por otro lado, tomando X € [N]NJ\Nj|<“ = [N]\N}]<¥
tenemos que X N N, = (). Por lo tanto, tenemos que

do(X/Né) = mln{d()(X/Y) | X N Né Q Y gﬁmw Né}
= IIllIl{do(X/Y) ’ @ Q Y gfl'm‘to Né}

En consecuencia, existe Y € [NJ]< tal que do(X/Y) = do(X/N}). Pode-
mos decir que d;(XY) = d;(X)+d;(Y) para j = 1,2 (puesto que si tenemos
X’ una base para X y Y’ una base para Y, X’ no j-depende de Y’ y Y’ no
j-depende de X'), entonces

do(X/Y) = do(XY)—do(Y)

(d1(XY) 4+ do(XY) — |XY]) = (di(Y) + do(Y) — [Y])
di(X) + da(X) — | X]

= do(X)

> 0

por lo tanto do(X/Nj) = do(X/Y) > 0. En virtud del corolario 1.15, tenemos

que Ni < N{Nj. De manera andloga podemos demostrar que Nj < NjNJ.
Gracias a la transitividad de < (proposicién 1.16), tenemos que Ny < K

y que Ny < K. O

2.3 Algunas versiones débiles de la propiedad
de 3-amalgamacion.

El lema 2.4 demostré ser una herramienta bastante util para probar la pro-
piedad de amalgamacién en el contexto de las fusiones. Ademads, fue bastante
util para probar la propiedad JEP en este caso. Pero todavia podemos sacarle
mayor provecho a este resultado. De hecho, realizando una ligera adaptacion
en la demostracién de la propiedad de amalgamacién podemos probar una
version débil de 3-amalgamacion, donde las <-inmersiones consideradas son
inclusiones. El argumento empleado en dicha prueba es posible generalizarlo
para probar la version débil andloga de n-amalgamacion para 4 < n < w
(proposicién 2.16).
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Realizando renombramientos de manera ciudadosa, dos de estas inmer-
siones pueden suponerse que no sean inclusiones. Esta segunda version débil
de 3-amalgamacién es suficiente, como veremos en la seccién 2.4, para probar
que la clase (K, <) es una clase ddcil.

A continuacién daremos algunas definiciones preliminares.

Definicién 2.7. Sea K una clase elemental abstracta. Decimos que (IC, | )
es una nocion de bifurcamiento débil si | es una relacion ternaria llamada
no bifurcamiento, de la forma @ | 4B para @ € M* para algin M € Ky
A C B bases de amalgamacion en /C, tal que

1. (invarianza bajo automorfismos) para cualquier a, A, By N € K que
los contenga, se tiene que @ | 4B ssi f(@) | sa)f(B) para todo f au-
tomorfismo de N.

2. (definibilidad) existe un cardinal  tal que existe una férmula en primer
orden ¢(7) en el lenguaje L(K) U {€, P,Q} tal que

<H(’%)7 S A7 B’ 90@)><p(§)€le(L(IC)) ): So[a] <~ a \LAB

para todo a € @ finito.
3. (disyuncién) @ | 4B implica quean B C A

4. (existencia) Dado A base de amalgamacion en IC, si @ es tal que existe
un modelo N que contiene a A pero es disyunto de @, entonces @ | 4 A.

5. (propiedad de extensién) si a | 4B entonces para todo C' € K base de
amalgamacién tal que B C C existe @ en algin M € K tal que@ | 4C
v ga —tp(a/A) = ga — tp(a'/A) (ver definicién 2.20).

6. (simetrfa) si@ | 4Ab, entonces b | 4Aa.

Definicién 2.8. Un conjunto atémico A se dice bueno ssi para toda férmula
consistente ¢(T;a) (con @ € A) existe un tipo aislado p € S(A) que contiene

a o(T;a).

Definicién 2.9. Sea I un subconjunto de P(n) (n < w fijo) cerrado bajo
subconjuntos (es decir, si t € [ y s C t entonces s € I). Decimos que
S := (M |s€I)esun [-sistema ssi para todo s,t € T
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1. s Ct implica que M, <x M,

2. Msﬂt - Ms N Mt'
Denotemos AY = J,, M.

Definicién 2.10. Sea (K, | ) una nocién de bifurcamiento débil. Suponga
que I € P (n) :=Pn)\{n} y que S := (My | s € I) es un I-sistema.
Decimos que S es n-estable ssi para toda enumeracién s := {s(i) | i < m}de
I (tal que s(i1) C s(ip) implica que i1 < i2) se tiene que

1. ASS(Z.) es bueno para cada i

2. para cada (b; € M| | i < j < m) existen (b; € [Myu)nsi| | @ < m)
tales que

ga —tp(bo, -+ /|My|) = ga — tp(by, - - - /[ My])

y s(i) C s(j) implica que b} = b;.

A5y Lty J 1My

i<j

Definicién 2.11 (n-amalgamacién). Sea (IC, | ) una nocién de bifurca-
miento débil. Decimos que (KC, | ) satisface la n-propiedad de existencia ssi
para cada sistema estable (M | s € P~(n)) existe un modelo sobre A?.

A continuacién presentaremos la prueba de una version débil de 3- amal-
gamacion ya que no necesariamente estamos trabajando sobre sistemas esta-
bles. En la versién que probaremos no consideramos directamente una nocién
de no bifurcamiento | , aunque en la prueba utilizamos la proposicién 2.4
que trabaja con la nocién de independencia algebraica. Ademas, utilizamos
una nocion de independencia entre partes las disyuntas consideradas en la
unién de los modelos a amalgamar, tal como se hizo para probar la propiedad
de amalgamacion en este contexto (proposicién 2.5).
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Teorema 2.12. Considere el siguiente diagrama conmutativo:

M;

»\id
id M4 4”’ M6
M, M, id

o~ N

MOT’MQ

K2

donde las <-inmersiones consideradas son inclusiones y todos los nodos son
fustones en lenguajes disyuntos Ly, Lo. Entonces existen una fusion My y
<-inmersiones fs; : Mz — Mz, fs7: Ms — My y fer : Mg — M7 tales que el
nuevo diagrama conmuta.

Demostracion. Sean m una enumeracion de M := Mz N Mz N Mg, Mg una
enumeracion de My = (Mg N M;)\M para s,t € {3,5,6} con s # ty
ms una enumeracion de M. := M \(Mg U Mg, U M), con s,t,u € {3,5,6}
distintos entre si. De esto tenemos que My = MU Mg U Mg, U M y que
(Mg U M; U M)\My = M] U M/ U M,,. Obsérvese que M, My, My,, Mg,,
M., M|y M] son disyuntos 2 a 2. Sea M, la enumeracion de M; sugerida
por la igualdad M, = M. U My U M, U M.

Considere pj), un L;-tipo completo con variables 7., 7y, Ueu ¥V ¥ (8, t,u €
{3,5,6} distintas entre si) que extienda los tipos tp;(T3), tp;(Ms) v tp;(Me),
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donde pj, asegura que todo elemento de y,~¥y,~Y,,~7 no i-depende de
U —~U, U, v que todo elemento de 7, —~7,—~7,, no i-depende de
Ue~Yu YV, Para s, t,u € {3,5,6} distintos entre si (este hecho es tipo-
definible por la observacién 0.11), para i = 1,2. Por la proposicién 2.4,
existen fusiones M3, M! y M/ que son isomorfas a Ms, M5 y Mg respectiva-
mente, y una fusién M, tal que MMM < M;. Renombrando My, M}y M
(las respectivas imégenes isomorfas de My, My y M, in M{MEM() podemos
suponer que My, My y M, son subconjuntos de M}MLMY.

Tomando X € [Mi{MIMNM;]< = [M{MI\M}]<, tenemos que X N
M} = (0. Por lo tanto, do(X/M}) = min{do(X/Y) | X N M, C Y Cpinito
M}} = min{do(X/Y) | 0 €Y Cyinito Mi}. Entonces, existe Y € [Mi]<
tal que do(X/Y) = do(X/Mj). Pero tenemos que d;(XY) = d;(X) + di(Y)
(puesto que si X’ es una i-base para X y Y’ es una i-base para Y, ningin
elemento de X’ i-depende de Y’ y ningtin elemento de Y i-depende de X'),
por consiguiente do(X/M}) = do(X/Y) = do(XY) — dp(Y) = (di(XY) +
B(XY) = [XY]) = (dy (V) dao(Y) = [V ]) = dy(X) +da(X) | X] = do(X) >
0; luego por el corolario 1.15 tenemos que Mj; < MiMIM{. Gracias a la
transitividad de <, tenemos que M; < M. De una manera andloga podemos
probar que M, < M; (k= 5,6). O

Haciendo un argumento similar al empleado para probar la anterior ver-
sion débil de 3-amalgamacion, podemos probar que vale una version débil de
n-amalgamacion. Antes de hacer dicha prueba, necesitamos definir algunas
nuevas nociones.

Notacién 2.13. Siendo 0 < n < w, denotamos P~ (n) := P(n)\{n}.

Definicién 2.14. Sea (K, <x) una clase elemental abstracta. Un n-sistema
débil en K es un conjunto (Mg | S € P~(n)) de modelos en K tales que si
S CT Cn entonces Mg <jc M.

Definicién 2.15. Sean (I, <x) una clase elemental abstracta y 2 <n < w.
Decimos que (K, <x) tiene la propiedad de n-amalgamacién débil (n-PA
débil) si para todo n-sistema débil de modelos en K existen M € Ky <i-
inmersiones fs : Mg — M para cada S € [n]""!, tales que el nuevo diagrama
conmuta.

A continuacién generalizamos la construccion dada anteriormente y de-
mostraremos que la clase de las fusiones satisface la propiedad de n-amalgamacion
débil para todo 4 < n < w.
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Teorema 2.16. Ky, tiene la propiedad de n-amalgamacion débil para todo
4<n<uw.

Demostracion. Sea (Mg | K € P~(n)) un n-sistema débil. Denotemos A :=
"ty Ar :={F € P(A) | T € §} (donde T € A).

Tomemos M := (\xcq Mg y ™ una enumeracién de M, para cada § €
[A7]"1 sea M = [ﬂKe%’ MK} \M yparacada2 <k <n—-1yFe[Ar]"F

tomemos Mg := |5 M) \ [U1§i<k {U®E[AT]n_i M;;} - M]
Nétese que My = U<, {Uée[AT}TH Mg} U M.

Sea pjy un L;-tipo completo que extiende los tipos tp;(mx) (K € [n]"71),
donde p}, asegura que para cada T € A

cada variable en la tupla de variables asociada a
[UKGA\{T} MK] \M = [U1gz’§nf1 {UQSG[A\{T}V M&;H no i-depende de la
tupla de variables asociada a M7 = J,;,,_, {UQSG[AT]n—i Mé} UM

cada variable en la tupla de variables asociada a
Mr =Ucicn {Ueﬁe[AT]”*i M;;} U M no i-depende de la tupla de variables

asociada a [UKeA\{T} MK] \M = [UlgiSn—l {U@G[A\{T}]i Mé}]

(este hecho es tipo-definible gracias a la observacién 0.11), parai = 1,2. Por
la proposicién 2.4, existen My = My (K € A) y una fusién N tales que
Urea Mg < N. Renombrando My, para cada R € [n]"? (la respectiva ima-
gen isomorfa a Mg en |Jy 4 M} ) podemos suponer que My es subconjunto
de UKeA M;(

Sea T € A. Tomando X € [Uyes Mi\M7I™ = [Ugea\fry M \M7]=,
tenemos que X N My, = (. Por lo tanto, do(X/M}) = min{dy(X/Y) |
XNMyCY Crinito M7} = min{do(X/Y) | 0 CY Cpinito My} De esa
manera, existe Y € [M}]<¥ tal que do(X/Y) = do(X/M7). En consecuencia,
tenemos que d;(XY) = d;(X) + d;(Y) (ya que si X’ es una i-base para X y
Y’ es una i-base para Y, X’ no i-depende de Y’ y Y’ no i-depende de X'),
entonces do(X/M7) = do(X/Y) = do(XY) —do(Y) = (di(XY) + do( XY) —
XY]) = (d(Y) + da(Y) = [Y]) = di(X) + da(X) — | X] = 0; por lo tanto
gracias al corolario 1.15 podemos afirmar que My < |Jgey My. En virtud
de la transitividad de <, podemos afirmar que M/} < N. O
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Ademas, tenemos una versiéon un poco mas fuerte que la anterior, pero
aun muy débil, de la propiedad de 3-amalgamacion, puesto que todas las
<-inmersiones consideradas, excepto dos (fi3: My — M3y fo3 : My — Ms),
siguen siendo inclusiones.

Teorema 2.17. Considere el siguiente diagrama conmutativo

M;
»\id
id M4 4”’ M@

My My |

\ id \23
id

MOTM2

donde todas las <-inmersiones consideradas son inclusiones, posiblemente
excepto fi3 y faz, todos los nodos son fusiones en lenguajes disyuntos Ly, Lo
y ademds My N My = My N My = My N My = My. Entonces existen una
fusion M7 y <-inmersiones fzz : My — My, fs7: Ms — My y fer : Mg — M7
tales que el nuevo diagrama conmuta.

Demostracion. Por hip6tesis tenemos que M| := fi3(My) = fo3(My), enton-
ces tomando M := fi3(M;) (i = 1,2) tenemos que M| < M! < M (i = 1,2).
Por lo tanto, el siguiente diagrama conmuta:

Sea M} un renombramiento de My tal que My < Mjy MyNM{ = MiNM; =
Mj. Entonces nuestro grafico tiene ahora la siguiente forma:
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Tome M un renombramiento de M; tal que M) < M.y M{ < M! (podemos
hacer este renombramiento porque al renombrar M, por M) en M;, solo se
necesita renombrar M; — My por M| — M/, en M; para obtener la condicion
deseada, puesto que My N M{ = M}); y sea M un renombramiento de Mg
tal que M < M§ y M) < M{ (haciendo un argumento similar). De esta
manera tenemos el siguiente diagrama conmutativo, donde sus aristas son
<-inclusiones entre fusiones, ya que fue construido de esa manera:

!
M;
NG
| M, ——— M}
id
; _id )
Ml M3 id

id id
N\ N
My ——— M
Por lo tanto, por el teorema 2.12 existen una fusion M; y <-inmersines
fsr o My — My, fg + Mg — Mry fsr @ My — My tales que fz;(M)) =
T (ML), (M) = Fiz(M3) ¥ Fsr(M) = fin(M}) (es decir, el muevo diagra-
ma conmuta). Denotemos por g; : M; — M/ (i = 0,1,2,4,5,6) cad uno de
los renombramientos hechos anteriormente. Por consiguiente tenemos que
go = fis | My = fas | My and g; = fj3 | M; (j = 1,2). Definamos
fir = fiz09; : Mj — My (j = 5,6), los cuales son <-inmersiones.

Tenemos que fs57(My) = fer(My). En efecto, puesto que fi.(M}) =
fe(M3) v g5(My) = gs(My) = My (yva que M. y M} fueron construidos
respetando el renombramiento M), entonces fs7(My) = (fi; 0 g5)(My) =
Jia(95(My)) = f57(My) = [fig(My) = [fiz(96(Ma)) = (fg7096)(Ma) = for(Ms).

Por otro lado, tenemos que f57(M;) = (f37 o fi3)(M;y). En efecto, pues-
to que fi;(My) = fsr(M7) y g1(My) = fi3(My) = gs(My) = M (ya que
M! fue construido respetando el renombramiento M]), entonces f57(M;) =
(fs7 095)(My) = fir(g5(M1)) = f5z(M7) = fsr(M7) = far(fra3(M1))) =
(f37 © f13)(M1)-

Ademds, tenemos que for(Ma) = (fy © fas) (My), puesto que fiy(Mp) =
fasr(M5) v g2(Ms) = foz(Ms) = ge(Mz) = M) (ya que M| fue construido
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rspetando el renombramiento MJ), por lo tanto fer(Ma) = (fl; 0 g6)(Ma) =
Jer(gs(M2)) = [foz(My) = fr(M3) = fsr(fas(Ma))) = (fsr © faz)(Ms).

Entonces, el siguiente diagrama conmuta:

M Lo M,
\\id Lo fe7
fa7 - .
id M4 ——> M@
Coad
My My |

\ id \23
id

MOT’M2

K

2.4 Docilidad.

La nocién de docilidad de una clase elemental abstracta es definida inicial-
mente en el articulo de S. Shelah sobre transferencia de categoricidad en
clases elementales abstractas con amalgamacion [Sh394]. Durante mucho
tiempo no fue estudiada, pero recientemente esta nocién volvié a ser tratada
por R. Grossberg y M. VanDieren ([GrVal, GrVa2]), donde es demostrado
un teorema de transferencia de categoricidad en este contexto.

Logramos una version particular de la propiedad de 3-amalgamacion, pe-
ro que es suficiente para probar el resultado central de esta seccién, segun la
cual la clase de las fusiones sobre lenguajes disyuntos es |L; U Ly| + No-déeil.
La prueba de este hecho usa un argumento similar al empleado para demos-
trar que las clases excelentes son déciles (ver [GrKo]). Antes de comenzar
esta prueba, necesitamos dar unas definiciones preliminares, donde se toma
(K, <x) como una clase elemental abstracta.

Definicién 2.18. Sean M;, M L-estructuras en KC (j = 0, 1) tales que M <
M;ya; € M; (j =0,1) tuplas de la misma longitud. Definimos la relacién E
como se sigue: (ag, M, My)E(ay, M, M) ssi existen N € K y <y-inmersiones
fi i My — N (j=0,1) tales que fo(@o) = fi(a1) y fol M = fi | M =idy
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M;’Mo
id ifo

'
Ml"'}i"N

Observacién 2.19. Si K tiene la propiedad de amalgamacién, es sencillo
probar que E es una relacién de equivalencia.

Definicién 2.20. Sean M, N € K (suponiendo que K tiene la propiedad de
amalgamacién) y @ € N, definimos el tipo de Galois de una tupla @ sobre
M en N (denotandolo por ga — tp(a/M,N)) como la clase de equivalencia
(@, M,N)/E. Ademads, si a > 0 es un ordinal, definimos ga — S*(M) :=
{ga —tp(a/M,N) | M <x N yae N}

Definicién 2.21. Sean N, My, M, € K tales que My <x M;. Sip := ga —
tp(a/My, N), definimos p | My := ga — tp(a/My, N).

Definicién 2.22. Sea y > LS(K) un cardinal. Decimos que la clase K es
x-décil ssi tiene la propiedad de amalgamacién y ademas para todo M € KC
de tamano > x;, si p,q € ga—S*(M) son diferentes entonces existe M’ < M
de tamano y tal que p | M’ # q | M.

Recordemos que habiamos denotado por Ky,s a la clase de fusiones de
teorias 17, T completas, modelo completas, fuertemente minimales en len-
guajes disyuntos Li,Ls, donde su nimero de Lowenheim-Skolem es
LS(Kyys) = |L1 U Lo| + R.

En las siguientes lineas daremos una prueba del hecho de que la clase Ky
de las fusiones es LS(Kfys)-décil. Esta prueba usa técnicas derivadas de
[GrKo] en su demostracion de la docilidad de las clases excelentes. Aqui
hacemos algunas correcciones de la demostraciéon en [GrKol, ya que tiene
algunas imprecisiones, que detallaremos mas adelante.

El argumento central en dicha prueba en realidad se puede lograr usando
el caso particular de la propiedad de 3-amalgamacién que logramos previa-
mente en Kyys.

Proposicién 2.23. La clase de las fusiones es LS(K fys)-ddcil.
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Demostracion. Se tiene que la clase de las fusiones satisface la propiedad de
amalgamacién (proposicion 2.5).

Por otro lado, razonando por reduccién al absurdo, sea £ > LS(KCyys) el
menor cardinal tal que existen M;, M € Ky, (i = 0,1) de tamafio x (sin
pérdida de generalidad) y tuplas @; € M; (i = 0,1) de la misma lungitud
tales que ga — tp(ag/M, My) # ga — tp(a; /M, My), pero que para todos los
modelos M’ < M de tamano LS(Ky,s) se tiene que ga — tp(ag, M', My) =
ga — tp(ay, M', My).

Sea y un cardinal regular suficientemente grande tales que M, My, My € H(x)
y que H(x) codifica Ky,s por medio del conjuntode tipos que omiten ciertas
expansiones de los modelos en K,s (ya que toda clase elemental abstracta
es proyectiva con omisién de tipos).

Sea {B; < (H(x), M, My, My, €,---) | i<k} tal que

1. ap,ay € By.

2. ||Bill = [i] + LS(Kus) (i < k).

3. <BJ |] §Z> S Bi+1 (Z < Ii).

4. Bs :=J,.sBi (0 # 0 ordinal limite)

5. M* M, M (las respectivas interpretaciones de los predicados M, M,
y My en B;, i < k) son <-cadenas crecientes continuas de K, s-modelos
cuyas uniones son respectivamente M, My y M;.

6. MinM =M yMOM=M
T [Mgll = |Mi]| = [il + LS (Kpus) (i < 5).
8. Cada B; (i < k) tiene la codificacién de K,

Por construccién tenemos que By < (H(x), M, My, My, €,---). Ademés
H(x) es capaz de codificar que si M’ tiene tamanio LS(K,s), entonces ga —
tp(ag, M', My) = ga —tp(ay, M’, My); y ademds By se da cuenta que ||M°]| =
LS(Kys). Por lo tanto By se da cuenta de que ga — tp(ag, M°, M) = ga —
tp(ay, M°, MYP). Por lo tanto, existen N§| € Ky,s y <-inmersiones f : M) —
NG, (= 0,1) tales que 2 | M° = iduy v f3(a0) = (@)
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0
NOl

N N

0 0
M ——— M;

0
1

Suponga ahora que tenemos ya construido el siguiente <-diagrama con-
mutativo para ¢ < K

141
M;
V
i+1 i+1
id MZ+ Ml

En virtud del teorema 2.17 (el caso particular de la propiedad de 3-
amalgamacién probada en paginas anteriores) tenemos que existen Nii' €
Kfus y <-inmersiones f™ : MI*' — Ngi' (j = 0,1) tales que el siguiente
diagrama conmuta:

+1 T i+1
M; - N§
-
id Lovof
id " .
i+1 i+1
id M M
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Sin pérdida de generalidad, renombrando N/{', podemos asumir que
N, < Nt Note que sabemos que fit' | M1 = fi+1 | M pero no
si fott | M = fiT | M = idy1. Podriamos intentar renombrar NG
para obtener este hecho, pero no es licito hacerlo puesto que en este paso ya
lo hemos renombrado.

Si £ < k es un ordinal limite, tomamos Ny, := U, Ngy v f; == U, ]
M} — N§, (j =0,1).

Tenemos que fF: M; — Ng son <-inmersiones tales que fg(ao) = f1'(@) y
51T M= ff | M. Renombrando N{;, podemos suponer que f§ [ M = fI' |
M = idy;, por lo tanto ga — tp(ag/M, My) = ga — tp(a, /M, My). Este hecho
contradice la hip6tesis inicial ga — tp(ag/M, My) # ga — tp(a, /M, My). O

En la definicién de igualdad entre tipos de Galois, es crucial que se haga
la verificacion de f§ | M = fI' | M = idy. En la prueba original presen-
tada por Grossberg y Kolesnikov, en el paso k no se verifica que se tenga
esa serie de igualdades. De hecho, de lo expuesto por ellos en su trabajo
se puede probar facilmente (gracias a la forma en que fueron construidas)
que fi | M = f{ | M, pero el argumento expuesto por ellos no garantiza
la tercera igualdad, ya que en los pasos sucesores las <-inmersiones fi' y

+1 son obtenidas al aplicar el caso particular de 3-amalgamacién expuesto
en este trabajo, por lo que a priori no sabemos exactamente cual es su com-
portamiento. No serfa licito hacer un renombramiento en cada Ni™* ya que
esta estructura ya habia sido renombrada para que se tuviera la inclusion
N¢, < Nj'. En la prueba presentada en este escrito, hacemos la verifica-
cién de este hecho. Lo que hacemos es un renombramiento de N{; donde
¢ < kK es limite, de manera que ff | M* = f{ | M* = idyze, lo cual es
licito hacer ya que en esos casos no se habia hecho renombramiento alguno
dentro de la prueba original presentada por Grossberg y Kolesnikov. Pero
para no complicar demasiado la prueba, realizamos dicho renombramiento al
final de la construccién, es decir, en el modelo N{, de igual manera dicha

serie de igualdades queda verificada al hacer esta adicion a la prueba original.

El contexto de las clase elementales abstractas déciles ha sido muy amplia-
mente estudiado por teoristas de modelos como R. Grossberg y M. VanDie-
ren ([GrVal], [GrVa2]). Uno de los resultados més llamativos presentados en
dichos desarrollos, es la existencia de un teorema de transferencia de catego-
ricidad, el cual enunciaremos a continuacién:

Teorema 2.24. Suponga que K es una clase elemental abstracta x-docil



CAPITULO 2. LAS FUSIONES DE HRUSHOVSKI COMO CEAS 36

que satisface la propiedad de amalgamacion y la propiedad JEP. Sea pg :=
Hanf(K). Si x < Jgnoyr y K es categorica en algin AX* > Juoy+, entonces
K es categorica en p para todo p1 > Jignoy+

2.5 Un ejemplo de fusién de Hrushovski.

He aqui uno de los ejemplos iniciales de fusiones, debido a Hrushovski en su
estudio de estructuras fuertemente minimales y su relaciéon con la conjetura
de Zilber sobre la tricotomia de la bi-interpretabilidad de estructuras Ni-
categoricas ([Hr92]).

Notacién 2.25. Sea p un natural primo o 0. Denotamos por ACF, a la
L, .-teoria de los cuerpos algebraicamente cerrados de caracteristica p.

Los siguientes son unos hechos bastante conocidos de teoria de modelos
basica.

Hecho 2.26 (Teorema de Steinitz). ACF, es A\-categdrica para todo car-
dinal A > V.

Referencia. [Gr] O
Corolario 2.27. ACF), es una teoria completa.

Hecho 2.28. ACF), es una teoria modelo completa.

Referencia. [Gr] O

Hecho 2.29. ACF, es una teoria fuertemente minimal.

Referencia. [Ma00] O
Sean p, ¢ numeros primos distintos. Asi que las teorias T}, := ACFE), y

T, = ACF, (disyuntando artificialmente los lenguajes) satisfacen las con-

diciones pedidas en el capitulo 1. Por lo tanto, tiene sentido hablar de la
clase de las fusiones de estas dos teorias, la cual denotaremos por IC?;?S. En
virtud de lo demostrado en este trabajo, tenemos que (K77, <) es una cla-
se elemental abstracta con nimero de Lowenheim-Skolem LS(KCVY) = R
(proposicién 1.31) que satisface la propiedad de amalgamacién (proposicién
2.5), la propiedad JEP (proposicién 2.6) y que es Ro-décil (proposicién 2.23).
Este ejemplo es muy especial, dado que fue uno de los primeros ejemplos de
este tipo de construccién que Hrushovski utilizé inicialmente ([Hr92]) para
refutar la conjetura de Zilber sobre la tricotomia de la biinterpretabilidad de
conjuntos fuertemente minimales.



Capitulo 3

Ejemplos de construcciones de
Hrushovski y clases elementales
abstractas.

3.1 Otros tipos de construcciones de Hrushovs-
ki.

Las fusiones son un caso particular de las denominadas construcciones de
Hrushovski. Este tipo de construcciones parte desde una clase de estructuras
K (no necesariamente elemental en primer orden) donde hay definida una
predimension dy sobre los subconjuntos finitos de las estructuras de dicha
clase; se considera la subclase Iy := {2 € K | dy | [|”]]<¥ > 0}, donde
la condicién dy | [|4]]<¥ > 0 la denominamos condicién de Schanuel (de-
nominada de esta manera dado a su similitud con la famosa conjetura de
Schanuel), aunque algunos autores prefieren denominarla condicion de Hru-
shovski. En esta subclase, se define dimensiones relativizadas a subconjuntos
de estructuras en kg, sobre las cuales se define la relacién “ser autofuciente”
(la cual usualmente denotamos por <).

Si (Ko, <) se “comporta bien” bajo isomorfismos, se tiene que (K, <) es
una clase elemental abstracta, donde la prueba de este hecho es similar a la

realizada en el caso de las fusiones.

En el caso de las fusiones, se tiene algunas propiedades adicionales como

37
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lo son la propiedad de amalgamacion y docilidad. Una pregunta que surge
en este momento, es sobre qué propiedades de este tipo se tienen en algunos
casos particulares de construcciones de Hrushovski. En el presente capitulo
probamos que la clase de estructuras en el ejemplo “ab initio” que satisfacen
la condicién de Schanuel junto con la relacién de autosuficiencia es una clase
elemental abstracta, y presentamos una prueba de que esta clase satisface la

propiedad de amalgamacién (la cual es una generalizacién de un resultado
dado por Hrushovski en [Hr93]).

Lo que se espera es que una ligera modificacion de la técnica utilizada en
la prueba de la propiedad de amalgamacién en este contexto, sirva para pro-
bar versiones débiles de 3-amalgamacion que permitan realizar una posible
demostracion de docilidad de esta clase.

3.2 Ejemplo ab initio

A continuacion presentaremos aspectos basicos del ejemplo “ab initio” de
construcciones de Hrushovski, dado inicialmente en [Hr93].

El contexto de este ejemplo es el de la estructuras en un lenguaje fijo L
de primer orden, con un simbolo de relacion de aridad 3, el cual denotaremos
por R.

Notacién 3.1. Sean M una L-estructura y A € [|[M|]<“. Denotamos por
r(A) al nimero de triplas @ € A? tales que M | Rla.

Definicién 3.2. Sean M una L-estructura y A, B € [[M||<¥. Definimos
do(A) == |A] = r(A) y do(A/B) := dy(AU B) — do(B).

Notacién 3.3. Denotamos por Iy, a la clase de L-estructuras M para las
cuales dy(A) > 0 para todo A € [|M]]<~.

La siguiente proposicion nos dice que dy es una predimension.
Proposicién 3.4. Tenemos que para todo A, B € [|[M|]<:

1. do(A) < |A].

2. (submodularidad) dy(AB) + do(AN B) < dy(A) + do(B)
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Demostracion. Se tiene 1. trivialmente de la definicion de dy. Para probar
2., veamos primero que r(A) +r(B) < r(AB)+r(AN B). Al hacer el conteo
de r(AB), dado @ € RM N (AB)? tenemos los siguentes casos:

1.

2.

En @ solo hay elementos de A\B.

En @ solo hay elementos de B\ A.

En @ solo hay elementos de A N B.

En @ hay simultaneamente elementos de A\B y AN B.
En @ hay simultaneamente elementos de B\A y AN B.
En @ hay simultaneamente elementos de A\B y B\A.

En @ hay simultaneamente un elemento de A\B, uno de B\ A y uno de
AN B.

Los siete casos son disyuntos, y describen todas las posibilidades que pueden
pasar con los elementos de la tupla @. Denotando por r;(AB) el nimero de tu-
plas en RN N(AB)? que estén consideradas en el caso i (i € {1,2,3,4,5,6,7}),
tenemos que Y., r;(AB) = r(AB). Por otro lado, tenemos que r(A) =
r1(AB) +13(AB) +1r4(AB), r(B) = r2(AB) +13(AB) +15(AB) y r3(AB) =
r(AU B). Por lo tanto

r(A)+r(B) =ri(AB) + r3(AB) 4+ r4(AB) + ro(AB) + r3(AB) 4 r5(AB)

= (3 r(AB)) + ry(4B)
< (Z ri(AB)) +r3(AB)

=7(AB) +r(ANB)

Por lo tanto, —r(AB) —r(ANB) < —r(A) —r(B).
Puesto que |AB|+ |ANB| = |A|+ | B| podemos afirmar que do(AB)+dy(AN

B) =

|AB| —r(AB) + |[AnB| —r(AnB) < |A| = r(A) + |B| — r(B) =

do(A) + do(B). O
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Observacion 3.5. Si Z; C Zy Cyinio |M] son tales que ZNZy = Z N Zs,
entonces do(Z/Zy) < do(Z/Zy) (es decir, do(ZZs) + do(Zy) < do(ZZy) +
do(Z3)). La prueba de este hecho es idéntica a la presentada en la observacién
1.6

Observacién 3.6. Notemos que dy(A/B) := dy(AB)—dy(B) = do(A\B/B)
si A, B son finitos.

Definicién 3.7. Dados X,Y C M (X finito), donde M es una L-estructura
donde dy(X/-) estd acotado inferiormente, se define dy(X/Y") := min{dy(X/Y") |
XNy g Y/ gfinito Y}

Observacion 3.8. En general la anterior definicién no tiene sentido. Con-
sideremos la estructura N con universo |N| := {a} U N* donde R" :=
{(a,n,n) | n € N}; tomemos X :={a} yY := N*. Es claro que N € Iy. Pe-
ro notemos que al tomar Y,, :== {1, --- ,n+1} tenemos que do(XY,,)—do(Y,) =
| XY, | —r(XYNn)=[|Ys]—r(Yo)] = (n+2)—(n+1)—[(n+1)—0] = 1—(n+1) =
—n. Luego esto dice que dy(X/-) no es acotada inferiormente en N.

Pero hay ejemplos donde si existe tal cota: considere N cuyo universo es
IN| :={0,1,2,3} y RN := {(4,i,i) | i € 4}. Evidentemente N € K, don-
de dy(A) = |A] — r(A) = 0 para todo A € [|N||<“. Entonces do(X/Y) =
do(XY) — do(Y) = 0, luego aqui si tendria sentido la anterior definicién.

Observacion 3.9. La definicién 3.7 extiende la dada en el caso de que Y
sea finito. La prueba de este hecho es como en la observacion 1.8.

Definicién 3.10. Sea M € K. Definimos d(A; B) := min{dy(A4’") | A C
A/ gfinito B}7 siendo A gfinito B g |M|

Proposicién 3.11. Si A C A" Cy,i,C B C |[M| (donde M € Kgp) son tales
que do(A') = d(A; B), entonces dy(A") = d(A’; B)

Demostracion. Como en la proposicion 1.11. O

La siguiente serie de equivalencias es importante pues es crucial en la
definicion de ser autosuficiencia, en la cual basamos nuestra prueba de que
este tipo de construccion de Hrushovski es una clase elemental abstracta (y
de hecho su prueba es similar a la que se tiene en el caso de las fusiones, pues
aqui ya probamos que d satisface submodularidad, que es el hecho crucial
para probar la direccién no trivial 1.=3., tal como se muestra en [Hol95]).
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Por esa razén, su prueba es idéntica a la presentada en el caso de las fusiones
(ver [Hol95]).

Hecho 3.12. Siendo M € K, para A C B C |M| son equivalentes:
1. Para todo X € [A]<¥, d(X; A) = d(X; B).
2. Dado X € [A]*¥ existe X CY Ciniro B tal que do(Y') = d(X; B).
3. Para todo Y € [B]=¥ dp(Y/Y NA) >0 .
Si A es finito, 1., 2. y 3. son equivalentes a
4. dofA) = d(A; B).

Definicién 3.13. Siendo M € K, v A € B C |M|, decimos que A es
autosuficiente en B (lo que denotaremos por A < B) si y solo si alguna de
las condiciones del hecho 3.12 ocurre.

En el caso de que M C N sean estructuras en Ky, denotamos por M < N
el hecho de que |M| < |NJ.

Los siguientes resultados son bastante ttiles, pues permiten demostrar de
una manera mas facil la autosuficiencia.

Proposicién 3.14. SiA C B C |M| (donde M € Ku) y ademds do(X/A)
<

>
0 para todo X € [B]<¥ (en el caso de que tenga sentido), entonces A < B.

Demostracion. Como en la proposicién 1.14. O

Corolario 3.15. Si A C B y adicionalmente dy(X/A) > 0 para todo X €
[B\A]<¥, entonces A < B.

Demostracion. Se sigue de la proposicién 3.14 y de la observacion 3.6 (de la
misma manera como ocurre en el caso de las fusiones). O

3.2.1 Ejemplo “ab initio” como clase elemental abs-
tracta
A continuacién presentaremos algunos hechos previos que vamos a conside-

rar con el fin de dar una conexion entre el ejemplo “ab initio”, la nocién de
autosufiencia entre modelos y las clases elementales abstractas.
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Lo que pretendemos verificar es que (Ky, <) (donde < es la relacién “ser
autosuficiente”) es una clase elemental abstracta. Como veremos a conti-
nuacién, la gran mayoria de los axiomas de clase elemental abstracta son
probados en el ejemplo “ab initio” de manera similar a la forma como se
probo en el caso de las fusiones. Los tnicos axiomas que requieren una jus-
tificacién ligeramente diferente son los de las cerraduras bajo isomorfismos,
como veremos a continuacion.

Una primera observacion en este contexto, es que la clase Iy es elemen-
tal en primer orden.

Proposicién 3.16. La clase K,y es elemental en primer orden.

Demostracion. Siendo 7 una tupla finita (de longitud 0 < n < w) de va-
riables, denotemos por P(y) al conjunto de permutaciones de las variables
en y. Siendo y; (i = 1,--- , k) triplas de variables en ¥ distintas entre si, si
s € P(y) denotamos por Us) & la nueva tripla formada al reemplazar cada
variable en 7, por su respectiva imagen por medio de s.

Definamos:

k k
k@ = \/ ( N @uw #0s)) A\ B@a)

s€P(y) \i,j=1,i#j =1

AN (R(y’)ﬁ\/@’zys(i)))

7 tripla en

De esta manera, siendo @ una n-tupla en un modelo M en este lenguaje,
M = ¢F[a] ssi r(a) = k. Claramente

Top := {‘v’f( /\ (xi;«éxj)—>\/g0f;(f)>:0<n<w}
i j=1sij k=0
es una axiomatizacion de Ky O

Proposicién 3.17. (K, <) es un orden parcial.
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Demostracion. Como en la proposicién 1.16 0
Proposicién 3.18. Si M, N € Ky, son tales que M < N, entonces M C N.
Demostracion. Como en la proposicion 1.17 O

Lema 3.19. Sean A; C Ay C Az subconjuntos de una estructura N € K
tales que Ay < Az, entonces Ay < As,.

Demostracion. Como en el lema 1.18. O

Lema 3.20. Sean Ny C N; C Ny estructuras en Ky, tales que Ny < Na,
entonces Ny < Nj.

Demostracion. Como en el corolario 1.19 O

Observacion 3.21. Como en el caso de las fusiones, este tultimo resultado es
mucho mas fuerte que el axioma del triangulo exigido dentro de la definicion
de clase elemental abstracta.

Corolario 3.22 (axioma del tridngulo en “ab initio”). Sean My C M,
My estructuras en Kuy tales que My < My, entonces My < M.

Demostracion. Se sigue del corolario anterior, puesto que My < M3 implica
que My C Mj (proposicién 3.18) O

La siguiente proposicion es probada de manera similar que en el caso de
las fusiones (proposicién 1.22), salvo que la prueba de que la unién de una
<-cadena de estructuras en K, esta también en I, es ligeramente diferente.

Proposicién 3.23 (uniones de <-cadenas (1) en K,). Sea {M; | i <
A} una <-cadena en Ku,. Entonces |J,_\ M; € Koy y M; < |J,_\ M; para
todo 1 < \.

i<A i<\
Demostracion. De la definicion de |J,_, M; tenemos que para todo j < Ay
toda tripla @ € M; se cumple que M; = Rla] < |J,., M; = R[a]. Como para
todo A € HUKA Mi’]“’ existe j < A tal que A C M;, puesto que M; € Ky

tenemos que dy(A) > 0; por lo tanto J,_, M; € Kap.
El hecho de que M, < |J,., M; para cada k < X es probado como en la
proposicion 1.22. O

Proposicién 3.24. Sean {A; | i < A} una C-cadena de subconjuntos de una
estructura M € Ko y B € M tal que A, < B para todo k < \. Entonces
Ui<>\ A; < B.

IN
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Demostracion. Como en la proposicién 1.23 0

Corolario 3.25. Sean {M; | i < A\} una C-cadena de estructuras en Kap y
N € Ky tal que My, < N para todo k < \. Entonces UZ.</\ M, < N.

El anterior corolario es un poco mas fuerte que el axioma correspondiente
que es exigido dentro de la definicién de clase elemental abstracta, tal cual
como ocurre en el caso de las fusiones.

Corolario 3.26 (uniones de <-cadenas (2) en ICy). Sean {M; | i < \}
una <-cadena de estructuras en Kqo y N € K tal que My < N para todo
k < X. Entonces |J,_\ M; < N.

<X
La demostracién de las siguientes dos proposiciones depende fuertemente

del contexto en el que estamos trabajando y difierne de las pruebas presen-
tadas en el caso de las fusiones (proposiciones 1.26 y 1.27 respectivamente).

Proposicién 3.27 (axioma de isomorfismos (1)). Sea M € K. Si M =
N entonces N € Ka.

Demostracién. Siendo f : M = N, trivialmente tenemos que a € RY <
f(@) € RY, por lo tanto para todo A € [|N|]<% tenemos que r(A) =
r(f~'(A)). Por lo tanto, dado A € [|N|]<¥ tenemos que do(A) = |A|—r(A)
YA = r(f7HA)) = do(f71(A)) > 0. Es decir, N € Ky

Il

Proposicién 3.28 (axioma de isomorfismos (2)). Sean M; y N; (i =
1,2) estructuras en Kqp tales que My € My y Ny < Ny y fi + M; — N;
(i =1,2) L-isomorfismos tales que fi C fo. Entonces M; < M.

Demostracion. Todo X C finio | M| cumple que d(X; |Mq]) = d(f1(X), | N1]).
En efecto, siendo X Cyinio |Mi| por definicién de d(-;|M;]) existe X C
X' Ctinito | M] tal que do(X') = d(X;|M|). Pero como do(X') = |X'| —
F(X) = [ XY —r(A(X) = do(f1(X")) y presto que fi(X) € Fi(X") C it
[N1| tenemos por lo tanto que d(f1(X);[N1]) < do(f1(X")) = do(X') =
d(X;|M|). Andlogamente se puede probar que d(f1(X);|Ny|) > d(X; | M),
luego d(f1(X);|N1|) = d(X;|My]). Como f1(X) C |Ny| y Ny < N, enton-
ces d(f1(X);|Ny|) = d(f1(X);|N2|) (en virtud del hecho 3.12 (1)). Hacien-
do un argumento similar al que hicimos anteriormente, podemos ver que
d(f2(X);|Na|) = d(X;|Ms]). Por lo tanto, como f; C fy tenemos que
f1(X) = fo(X). De esto podemos concluir que d(X; |M;|) = d(f1(X);|N1]) =
d(f1(X);|Na|) = d(f2(X);|Na|) = d(X; |Ma]), luego en virtud del hecho 3.12
(1) podemos concluir que M; < M. O
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Proposicién 3.29 (LST. descendente en ejemplo “ab initio”).
Dados M € Ky y X C |M|, existe N € Ky, tal que X C N < M, don-
de [[N]| < [X]|+ [L] +Ro

La prueba del axioma de Lowenheim-Skolem-Tarski descendente en el
ejemplo “ab initio” es practicamente la misma que se tiene en el caso de las
fusiones.

Lema 3.30. Dados N € Ky y X C A C|N|, existe X' tal que X C X' < A,
donde | X'| < |X| 4+ Ny

Demostracion. Como en el lema 1.28. O

Demostracion de la proposicion 3.29. Definimos Xy := X’ (donde X’ es tal
que X C X' < |M|y | X' <|X]|+Rg), Yy := Sk(Xp), Xpy1:= (Y) (donde
(Vo) os tal que Y, C (V) < [M] y |(Va)] < [Yal +Ro) ¥ Yars = SK(Xoi1)
(n < w). Definamos B :=J,,_, X,. Tenemos que B es un L-modelo (como
en la proposicién 1.30). Denotemos por N a este L-modelo.

Por otro lado, por la manera como se ha construido N tenemos que N C M,
luego si A € [|N|]<¥ C [|M|]<* entonces dy(A) = |A| — r(A) > 0 en virtud
del hecho de que M € Ky, por lo tanto N € K.

Lo demas se sigue haciendo el mismo argumento presentado en la proposicién
1.30. ]

De lo visto anteriormente, tenemos que (Kgp, <) es una clase elemental
abstracta.

Proposicion 3.31. (Ku, <) es una clase elemental abstracta con nimero
de Lowénheim-Skolem LS(K) = |L| + Y,

Como lo acabamos de ver, para ver que una clase de construcciones de
Hrushovski sea clase elemental abstracta, basta ver que la funcién sobre la
cual se esta definiendo la relacién “ser autosuficiente” es una predimension, y
verificar que dicha relacion y dicha clase se comporten bien bajo isomorfismos.

Amalgamacién en el ejemplo “ab initio”.

En [Hr93] es probada una versién de la propiedad de amalgamacién en el
ejemplo “ab initio”, pero considerando solamente estructuras finitas. De he-
cho, E. Hrushovski trabaja solamente con estructuras finitas pues el objetivo
de su trabajo es armar una especie de <-limite de Fraissé (que resulta ser
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contable) de ciertas estructuras finitas donde se preserve la dimensién relati-
vizada. Pero en este trabajo no nos interesa trabajar sobre dicho limite sino
considerar la clase de estructuras donde se cumpla la condicién de Schanuel.

Comparando con lo hecho en el caso de las fusiones, probar aqui la propiedad
de amalgamacion es mas sencillo puesto que solo estamos trabajando con un
simbolo de relaciéon y basta considerar la unién de los modelos a amalgamar,
como veremos mas adelante; el caso de las fusiones es mas complejo puesto
que posiblemente el lenguaje tiene operadores, razon por la cual es posible
que necesitemos un modelo que contenga propiamente una copia isomorfa de
la union de los modelos a amalgamar.

El siguiente hecho es probado en [Hr93] pero trabajando con estructuras
finitas (lema 1 (i)) ya que como comentamos parrafos atras, el interés de
Hrushovski es considerar una especie de limite de Fraissé de estructuras fini-
tas; pero nosotros ya habiamos aclarado que ese no es nuestro interés. Aqui
presentamos una adaptaciéon de dicha prueba, pero haciendo la salvedad que
podemos trabajar con estructuras infinitas. Su importancia radica en que es
muy 1til al hacer la combinatoria en la prueba de la propiedad de amalga-
macion.

Lo que se espera es que una utilizacion adecuada de este resultado sirva
para probar versiones débiles de 3-amalgamacién que permitan probar, co-
mo ocurrié en el caso de las fusiones, la docilidad de esta clase.

Lema 3.32 (andlogo al lema 1 (i) en [Hr93]). Si M, N € Ky, son tales
que M < N, entonces para todo Z € [|[N||=¥ se tiene que do(Z N |M]) <
do(Z).

Demostracion. Sean Z € [|[N||<¥, A = ZN|M|y A C A Ctinito |M]
tal que do(A) = d(A’; N) (el cual existe puesto que M < N). Para dicho
A C |M] tenemos que dy(A) = d(A; N) (por la proposicién 3.11). Definimos
Y = Z\A y ' == |[RN 0 (Z°\4%)|. Como d(A;N) < do(AY) = |AY| —
r(AY) < |A|+ Y| —r(A) — ' (puesto que r(A) + 1 < r(AY)) tenemos que
d(A; N) < dy(A) + |Y| =1/, como dy(A) = d(A; N) entonces |Y|—1r" > 0.

Asi de esta manera tenemos que do(Z) = do((ZNA)Y) = [(ZNA)Y|—r((ZN
A)Y) = | XNA|+|Y|=r(ZNA)—r" = do(ZNA)+|Y|—7" > do(ZNA) (puesto
que Y| —=17" > 0). Pero como ZNA = ZnN|M| (en efecto, como A C |M]|
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entonces ZNA C ZN|M|; y ademés ZN|M| = ZN(ZN|M|) = ZNA C ZNA
puesto que A" C A) podemos decir que do(Z) > do(ZNA) = do(ZN|M]). O

Definicién 3.33. Sean M, My, M; L-estructuras tales que M C M; (i =
0,1) y Mon M, = M. La estructura N cuyo universo es |My|U|M;| y tal que
N | RJ¢| ssi existe i € {0,1} para el cual M; = R[] (es decir, en RY no se
estd agregando informacién adicional a la dada en RMo U RM1) se denomina
amalgama libre de My y M, sobre M.

Proposicién 3.34 (amalgamacién en ejemplo “ab initio”). Si las es-
tructuras M, My, My € Ka, son tales que M < M; (i =0,1), entonces existe
N € Ky tal que M; < N (i=0,1).

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos asumir que My N M; =
M. Sea N la amalgama libre de M, y M; sobre M. Siendo X € [|[N|]<¥
tenemos que 7(X) = r(XN|My|) +r(XN|M;|)—r(XN|M]) y adicionalmente
que | X| = | X N [M|| + |X N |M|| — | X n|M]||. Por lo tanto tenemos que
do(X) = [X|=r(X) = [XN[Mo|[+[X | M[[ - | X O[M][—r(X N[ Mo]) —r(X N
|My|)+r(X N |M|) = do(X N |Mo|) +do(X N |My|) —do(X N |M]). Puesto que
M < M, en virtud del lema 3.32 tenemos que do(X N |M]) < do(X N | M)
(tomando Z := X N |Myl|), y como X N |M;| € [|M;|]<¥ y M; € Ky tenemos
que do(X N|M;]) > 0, por consiguiente do(X) = do(X N|Mo|) —do(X N|M]|)+
do(X N |M]) > 0. Es decir, N € K.

Falta verificar que en efecto M; < N (i = 0,1). En efecto, tomemos X €
[|Mo]]<“. Por definicién tenemos que d(X; My) > d(X; N) (puesto que My C
N). Sea X C Y’ Cyinio | Mo| tal que do(Y') = d(X; My). Basta probar
que do(Y') < do(Y') para todo X CY Cyinito |N|. Puesto que r(Y) =r(Y N
| Mo|) +r(YO[M|) —r(YN|M]) y que [Y] = [Y ([ Mol + Y N[ M| = [Y 1| M]|
tenemos que do(Y') = do(Y N |Mo]) +do(Y N |My]) — do(Y N [M]) > do(Y') +
do(Y N [M]) — do(Y N |M]) (ya que X CY N[ Mo| Crinito | Mo|). En virtud
del lema 3.32 tenemos que do(Y N |M]) < do(Y N |M;|) (puesto que M < My,
tomando Z := Y N|My|), luego do(Y') > do(Y")+do(Y N|My|)—do(Y N|M]|) >
do(Y"); por lo tanto d(X; N) > do(Y") = d(X; My) y en consecuencia My < N
(hecho 3.12). De manera andloga se prueba que M; < N. O



Capitulo 4

Algunas consideraciones
generales

En los capitulos anteriores vimos que en las fusiones y en el ejemplo “ab
initio”, el hecho de que la clase de estructuras que satisfacen la condicion de
Schanuel junto con la relacion “ser autosuficiente” sea una clase elemental
abstracta depende fuertemente de que la funcién dy sea una predimensién
que se “comporte bien” con respecto a los isomorfismos (compatibilidad con
isomorfismos, ver definicién 4.2).

En el presente capitulo damos un marco general, considerando algunas de
las propiedades que comparten el caso de las fusiones y del ejemplo “ab
initio”, que permite

Definicién 4.1. Una predimension dy definida sobre todo subconjunto finito
de cualquier L-estructura es una funciéon cuya imagen es subconjunto de 7Z
y tal que para todo A € [|[M||=¥, siendo M una L-estructura, se tiene que
do(A) < |A| y para todo A, B € [|[M|]=¥ se tiene que do(AB) + do(AN B) <
do(A) + do(B); esta ultima propiedad es denominada submodularidad

Definicién 4.2. Una predimension dy se dice compatible con isomorfismos
si dado f : M = N entonces para todo X € [|[M|]< tenemos que dy(X) =

do(f(X))-

Supuesto 4.3. El contexto general sobre el que vamos a trabajar en este
capitulo es el siguiente: dado un lenguaje de primer orden L fijo, considera-
mos en primera instancia una clase de L-estructuras K y una predimension d,

48
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definida sobre todo subconjunto finito de cualquier estructura en K. Vamos
a suponer que dy es compatible con isomorfismos.

Notacién 4.4. Ky denota la clase de las L-estructuras M en K tales que
do(X) > 0 para todo X € [|[M|]<“. La condicién dy(X) > 0 es denominada
condicion de Schanuel

Observacién 4.5. La razén por la cual la condicién dy(X) > 0 es denomi-
nada condicion de Schanuel radica en el hecho de que uno de los ejemplos de
construccién de Hrushovski propuestos por B. Zilber en [Zi01, Zi04a, Zi04b)]
consiste en considerar la clase de los cuerpos algebraicamente cerrados F
de caracteristica 0 que satisfacen la condicién do(X) := tr.do(X Uez (X)) —
lin.d.o(X) > 0 (donde tr.dgy denota el grado de trascendencia sobre Q, lin.d.q
denota la dimensién lineal sobre Q y ex se interpreta como un operador una-
rio tal que para todo =,y € F' se tiene que ex(x + y) = ex(x) - ex(y)); en el
caso de que F' se tome como C y ex como exp, la condicién dy(X) > 0 es
exactamente la famosa conjetura de Schanuel.

Observacion 4.6. Si Z; C Zy Cyinio |M] son tales que ZNZy = Z N Zs,
entonces do(Z/7Zy) < do(Z/Zy) (es decir, do(ZZ3) + do(Z1) < do(ZZy) +
do(Z3)). Su demostracion es como en la observacion 1.6

Definicién 4.7. Dados A, B subconjuntos finitos de una L-estructura, defi-
nimos do(A/B) := do(AB) — do(B).

Observacion 4.8. Notemos que do(A/B) = do(AB) — do(B) = do(A\B/B)
si A, B son finitos.

Definicién 4.9. Sea M € Ky. Definimos d(A; B) := min{dy(A") | A C
A, gfinito B}, siendo A gfinito B g |M|

La definicién anterior tiene sentido, pues {do(A") | A C A" Cyinio B} es
un conjunto no vacio de ntimeros naturales.

Proposicién 4.10. Si A C A" CypitoC B C |M| (donde M € Ky) son tales
que do(A’) = d(A; B), entonces do(A") = d(A’"; B)

Demostracion. De la definiciéon de d(-; B) tenemos que d(A’; B) < dy(A’)
puesto que A" C A" Cyiio B. Por otro lado, como A C A’ entonces
d(A; B) < d(A’; B) puesto que {X € [B]<¥ | A’ C X} C {X € [B]*¥ |
A C X}, es decir, do(A") = d(A;B) < d(A";B). Por lo tanto, dy(A") =
d(A’; B). O
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La siguiente serie de equivalencias es importante pues es crucial en la
definicion de autosuficiencia, tal cual como se hizo en el caso de las fusiones
y en el ejemplo “ab initio”. La prueba de este hecho es similar a la que se
tiene en el caso de las fusiones (ver [Hol95]) pues estamos suponiendo que dy
satisface submodularidad, que es el hecho crucial para probar la direccién no
trivial 1.=3. Escribiremos la prueba para las direcciones no triviales 1.=3.
y 3.=2.

Hecho 4.11. Siendo M € Ky, para A C B C |M| son equivalentes:
1. Para todo X € [A]=¥, d(X;A) = d(X; B).
2. Dado X € [A]= existe X CY Cyinio B tal que do(Y) = d(X; B).
3. Para todo Y € [B]<* do(Y/Y NA)>0.
Si A es finito, 1., 2. y 3. son equivalentes a
4. do(A) = d(A; B).

Demostracion. 1.=3.: Via reduccion al absurdo, supongamos que existe Y €
[B]<“ tal que do(Y/Y NA) < 0, tomando Z tal que Y NA C Z Cripito A
vy que do(Z) = d(Y N A; A) tenemos que Y NA =Y NZy que dy(Z) =
d(Z; A) (proposicién 4.10), y gracias a este hecho y a la submodularidad
de dy tenemos que do(Y/Z) = do(YZ) — do(Z) < dop(Y) — do(Y N A) =
do(Y/Y N'A) < 0; por lo tanto do(YZ) < do(Z). Pero Z C Y Z Cpiniro B,
luego d(Z; B) < do(YZ) < do(Z) = do(Z; A) (contradice 1.)

3.=2.: Sean X € [A]*¥ y X C Z C B tales que do(Z) = d(X;B). Por
3. tenemos que do(X;B) = do(Z) > do(Z N A) (ya que d(Z/Z N A) =
do(Z) — do(Z N A) > 0); pero por otro lado como X C ZNA Cyiniro B
entonces d(Z; B) < dy(Z N A). Por lo tanto d(Z; B) = do(Z N A). O

Definicién 4.12. Siendo M € Ky y A € B C |M|, decimos que A es
autosuficiente en B (lo que denotaremos por A < B) si y solo si alguna de
las condiciones del hecho 4.11 ocurre.

En el caso de que M C N sean estructuras en Ky, denotamos por M < N el
hecho de que |M| < |N].

A continuacion veremos que la clase Ky junto con la relacion <, bajo
las condiciones planteadas en los supuestos 4.3, 4.18 y 4.27, es una clase
elemental abstracta.
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Proposicién 4.13. (Ky, <) es un orden parcial.

Demostracion. Como en la proposicién 1.16 0
Proposicién 4.14. Si M, N € Ky son tales que M < N, entonces M C N.
Demostracion. Como en la proposicién 1.17 O

Lema 4.15. Sean Ny C N; C N, estructuras en Kq tales que Ny < Na,
entonces Ny < Nj.

Demostracion. Como en la proposicion 1.19 O

Observacién 4.16. El anterior resultado es mucho mas fuerte que el axioma
del tridangulo exigido dentro de la definicién de clase elemental abstracta.

Corolario 4.17 (axioma del tridangulo en Ky). Sean My C M; < M,
estructuras en Koy tales que My < Msy, entonces My < M.

Demostracion. Se sigue del corolario anterior, puesto que My < M3 implica
que My C Mj (proposicién 4.14) O

Supuesto 4.18. Vamos a suponer que K es cerrada bajo la union de <-
cadenas en Ky. Los casos particulares de las fusiones y del ejemplo “ab
initio” satisfacen esta condicién (la clase K tomada en el primer caso es
elemental y en particular cualquier <-cadena es una <-cadena; mientras que
el segundo caso la clase tomada es la clase de todas las L-estructuras).

Proposicién 4.19 (uniones de <-cadenas (1) en Ky). Sea {M; | i <
A} una <-cadena en Ko. Entonces \J,_\ M; € Ko y M; < ;-\ M; para
todo 1 < .

Demostracion. En virtud del supuesto 4.18 tenemos que J;,_, M; € K. Sea
Ae [|U¢</\ Mi|]<‘“, luego existe 7 < A tal que A C M;, puesto que M; € Ky
tenemos que dy(A) > 0; por lo tanto J,_, M; € Ky.

Lo demés se sigue como en la proposiciéon 1.22. O

Proposicién 4.20. Sean {A; | i < A} una C-cadena de subconjuntos de una
estructura M € Ko y B C M tal que Ap < B para todo k < \. Entonces
Ui<>\ A; < B.

Demostracion. Com en la proposicion 1.23 O
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Corolario 4.21. Sean {M; | i < A} una C-cadena de estructuras en Ko y
N € Kq tal que My, < N para todo k < \. Entonces Ui<A M, < N.

El anterior corolario es un poco mas fuerte que el axioma correspondiente
que es exigido dentro de la definicién de clase elemental abstracta, tal como
ocurre en el caso de las fusiones y en el eejmplo “ab initio”.

Corolario 4.22 (uniones de <-cadenas (2) en K;). Sean {M; | i < A}
una <-cadena de estructuras en Ko y N € Kqo tal que M, < N para todo
k < A. Entonces |J,_, M; < N.

Proposicién 4.23 (axioma de isomorfismos (1)). Sea M € Ky. Si M =
N y N € K, entonces N € Ky.

Demostracion. Se sigue del supuesto de que dy es compatible con isomorfis-
mos. Ul

Proposicién 4.24 (axioma de isomorfismos (2)). Sean M; y N; (i =
1,2) estructuras en Ko tales que My C My y Ny < No y fi : M; — N;
(i =1,2) L-isomorfismos tales que fi C fo. Entonces M; < M.

Demostracion. Todo X C finito | Mi| cumple que d(X; [ M) = d(fi1(X), | N1]).
En efecto, siendo X Cyginio |Mi] por definicién de d(-;|M;|) existe X C
X' Cinito |Ma] tal que do(X') = d(X;|M|). Pero como do(X') = do(f1(X))
(ya que dy es compatible con isomorfismos) y puesto que
[i(X) € fi(X') Crinito |N1] tenemos por lo tanto que d(fi(X);|[M]) <
do(f1(X")) = do(X') = d(X;|M;|). Andlogamente se puede probar que
ACA(X) IN]) > d(X; M), Tnego d(f1(X);[Ni]) = d(X;[My]). Como
fi(X) € |N1| y N1 < Ny entonces d(f1(X);|N1|) = d(f1(X);|Na|) (en vir-
tud del hecho 4.11 (1)). Haciendo un argumento similar al que hicimos
anteriormente, podemos ver que d(f2(X); |Na|) = d(X;|Ms|). Por lo tanto,
como f; C fo tenemos que f1(X) = fo(X). De esto podemos concluir que
ACX; (M) = d(f(X)5 [N ]) = d(A(0): [N ) = da(X); [Nal) = d(X; M),
luego en virtud del hecho 4.11 (1) podemos concluir que M; < M. O

Proposicién 4.25 (LST. descendente en Ky).
Dados M € Ko y X C |M|, existe N € Ky tal que X C N < M, donde
NI < [X]+[L]+Rg

Lema 4.26. Dados N € Ko y X C A C|N|, existe X' tal que X C X' < A,
donde | X'| < |X|+ Ng
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Demostracion. Como en la proposicién 1.28. 0

Demostracion de la proposicion 4.25. Definimos Xy := X’ (donde X’ es tal
que X C X' < |M|y | X' <|X]|+Rg), Yy := 5k(Xy), Xpi1 := (Y) (donde
(Vo) es tal que Yo C (V) < M| y [(Ya)] < [Yal +Ro) ¥ Yot 1= Sh(Xns1)
(n <w). Definamos B :=J,,_, X». Tenemos que B es un L-modelo, puesto
que si ' € L es simbolo de funcion de aridad m y aq,--- ,a,, € B, sabemos
que existe k < w minimal tal que ay,--- , @, € X, luego F™(ay, -+ ,a,) €
Sk(Xy) =Yy C (Vi) = Xgy1 € B. Denotemos por N a este L-modelo.

Supuesto 4.27. Vamos a suponer que tal modelo N estd en la clase K.
En el caso particular de las fusiones esto se tenia puesto que la clase K :=
Mod(T) U T,) de la que se partié es elemental y que una <-cadena es en
particular una =-cadena, en el ejemplo “ab initio” también se tiene este
hecho pues la clase tomada inicialmente es K := {M | M es L-estructura}.
Lo que se debe comprobar a continuacion, es que tal modelo N satisface la
condicién de Schanuel.

Por otro lado, por la manera como se ha construido N tenemos que
N C M, luego si A € [|N|]<¥ C [|[M|]= entonces dy(A) > 0 en virtud
del hecho de que M € Ky, por lo tanto N € K.

Todo lo demas se sigue como en la proposicion 1.30 0

Considerando los supuestos 4.3, 4.18 y 4.27, tenemos que (Ko, <) es una
clase elemental abstracta.

Proposicion 4.28. (K, <) es una clase elemental abstracta con nimero de
Lowénheim-Skolem LS(K) = |L| 4+ N

Como hemos observado, si la relacion de autosuficiencia estd definida
sobre una predimension dy compatible con isomorfismos, la clase (Ko, <) re-
sulta ser una clase elemental abstracta. Como es el caso de las fusiones y del
ejemplo ejemplo “ab initio”. Este tltimo estudio resulta generalizar los casos
particulares estudiados en el desarrollo de esta tesis (ejemplo “ab initio”y las
fusiones).

El estudio de otras propiedades adicionales tales como amalgamacion, co-
mo se observé en los ejemplos analizados en esta tesis, depende de cada caso
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particular.

En el ejemplo “ab initio” fue suficiente trabajar directamente sobre la unién
de los modelos a amalgamar ya que solo se esta trabajando con una rela-
cion ternaria, de hecho el modelo que sirvié de amalgama en ese caso es la
denominada amalgama libre, el cual es un modelo cuyo universo es la unién
de los modelos a amalgamar (este modelo se puede considerar bajo ciertas
hipétesis adicionales). Esto fue posible hacerlo, ya que al trabajar en un len-
guaje con una relacién ternaria y si My, M; son los modelos a amalgamar, no
es necesario definir como se relacionan elementos de M, \ M; con elementos
de M1 \ Mo.

En el caso de las fusiones es necesario hacer un argumento mas elaborado
ya que en ese caso muy posiblemente se estd trabajando con operadores
(como en [Hr92]) y lo més seguro es que se necesite algo més que la unién
para amalgamar, ya que se deben definir las imédgenes de tuplas que tengan
por lo menos un elemento en My \ M; y uno en M; \ M,.
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