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Introduccion

“Set theorists get born and die

move to distant countries, get married, bear children,

go bankrupt, grow old an sick, and Sacks forcing is still with us,
working just as well as the day Sacks invented it”.

J. Zapletal.

Daremos en esta introduccion un breve sumario histérico de los temas y problemas que
trataremos en los siguientes capitulos.

En 1998 Di Prisco y Todorcevic [DT], en su estudio sobre propiedades de conjuntos
de reales que se satisfacen en L(R)[U], cuando L(R) es un modelo de Solovay, y U es un
ultrafiltro selectivo sobre w, probaron que si se agrega un real genérico de Mathias a un
modelo de Solovay sobre V', la extensién genérica resultante continia siendo un modelo
de Solovay sobre V', y dejaron abierta la pregunta de si eso se podria extender a todos
los forcings propios definibles. El objetivo principal de este trabajo es demostrar que la
propiedad de ser modelo de Solovay se preserva bajo extensiones genéricas utilizando el
orden de Sacks (S).

En 1965 Solovay [So| construyé un modelo de la teoria de conjuntos de Zermelo-
Fraenkel (ZF'), donde todo conjunto definible de reales X es Lebesgue medible, tiene
la propiedad de Baire y contiene un subconjunto perfecto cuando es no contable (ver
teorema 1.8 de este trabajo). Aqui “definible” significa que X = {z € R|¢(z,r, o)} ,
donde r € Ry a € Ord(la clase de los ordinales). Las ideas desarrolladas por Solovay
para construir su modelo y establecer el teorema 1.8, generaron entre otras cosas, carac-
terizaciones para las propiedades de regularidad de los conjuntos Z;, como lo muestra
el siguiente teorema (ver [K]).

0.1 Teorema. (Solovay) Las siguientes condiciones son equivalentes para a € “w:
1. Todo conjunto de reales S 5(a) es Lebesque medible.

2. {z|x no es un real random sobre Llal} es nulo.

II
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3. Todo conjunto de la forma {x € “w|L[a][x] = &(p,x)} para alguna formula ¢ y
p € Lla] es Lebesgue medible.

Un resultado andlogo se tiene si remplazamos en el teorema anterior Lebesgue me-
dibilidad por la propiedad de Baire, y medida nula por magro. Adicionalmente Solovay
logré establecer resultados sobre la estrecha relacién que existe entre axiomas de grandes
cardinales y el estudio de la jerarquia proyectiva de conjuntos, por ejemplo el siguiente
teorema muestra que el grado de consistencia para la proposicién “todo conjunto H}
tiene la propiedad del conjunto perfecto”, es la de un cardinal inaccesible.

0.2 Teorema. Las siguientes condiciones son equivalentes para todo a € “w:

1. Todo conjunto de reales Z;(a) tiene la propiedad del conjunto perfecto.

2. Todo conjunto de reales H}(a) tiene la propiedad del conjunto perfecto.

3. wi el .

Esta relacién entre grandes cardinales y propiedades de regularidad de conjuntos de
reales, ha sido uno de los motores que han impulsado de manera significativa el desarrollo
de la teorfa moderna de conjuntos. Shelah y Woodin [SW] mostraron que en presencia
de cardinales supercompactos todo conjunto de reales en L(R) es Lebesgue medible y
tiene la propiedad de Baire, es decir que bajo la presencia de un cardinal supercompacto,
el L(R) del universo es elementalmente equivalente a un modelo de Solovay.

Los axiomas de grandes cardinales también han generado resultados de absoluticidad
genérica, principalmente para el modelo interno L(R). Uno de los primeros resultados
en esta direccién es el siguiente

0.3 Teorema. Supongamos que L(R)™ y L(R)N son modelos de Solovay sobre V tales
que RM CRY y w = w{. Entonces existe una inmersion elemental

jr LR)M — LR)Y
que fija todos los ordinales y los reales.

Otro ejemplo es el llamado teorema de la inmersién probado por I. Neeman y J.
Zapletal en 1998 [NZ]

0.4 Teorema. Sea & un cardinal de Woodin débilmente compacto y P una nocion de
forcing propio de tamano < §. Entonces en VF hay una inmersion elemental

j:L(RY) — LRY)

que fija todos los ordinales y los reales.
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La relacién entre grandes cardinales y absoluticidad es una de las razones para el
estudio de la preservacién de modelos de Solovay bajo extensiones genéricas que no co-
lapsen w;. Pues cada vez que esta propiedad se tiene, alguna forma de absoluticidad
genérica se cumple, lo que principalmente tiene consecuencias en la teoria de la estruc-
tura del modelo (H(wy), €) (de los conjuntos hereditariamente contables), que es una
herramienta clave en el estudio de la hipétesis del continuo.

Entre los anos 2003 y 2004, gracias a los trabajos de Bagaria y Bosch [Bb], [BB] se dio
el avance mas importante en el estudio de la preservacion de modelos de Solovay, pues
ellos probaron que tal la propiedad se preserva bajo érdenes Z;’- fuertemente propios, y
también bajo ordenes fuertemente—Zé absolutamente-ccc, notese que el orden de Sacks
S estd en la clase de los 6rdenes Zé— fuertemente propios, asi nuestro resultado se sigue
de lo anterior, pero los métodos utilizados aqui son completamente distintos. Como
consecuencia de los resultados anteriores, Bagaria y Bosch obtuvieron varios teoremas
que relacionan la propiedad de preservacion de ser modelo de Solovay y la propiedad de
absoluticidad; por ejemplo tenemos el siguiente

0.5 Teorema. Las siguientes afirmaciones son equiconsistentes (mddulo ZFC'):
1. Existe un cardinal inaccesible.

2. L(R)-dos-pasos absoluticidad se tiene bajo forcing fuertemente—Zé absolutamente
cec.

3. Zi-absolutz’cidad se tiene bajo el forcing de Cohen y el forcing Random.

Si en el teorema anterior cambiamos el numeral 2. por :

2": L(R)-dos-pasos absoluticidad se tiene bajo forcing Zé fuertemente propio. Las equi-
valencias se mantienen.

Ahora bien, basdndonos en las ideas expuestas en [DT] y [Za] mostraremos aqui que
bajo la existencia de grandes cardinales (w cardinales de Woodin), todo forcing propio
definible preserva la propiedad de ser modelo de Solovay sobre V; el resultado “6pti-
mo” (donde inicamente es necesario suponer la existencia de un cardinal inaccesible para
definir el modelo de Solovay) que hemos podido obtener y que le da el nombre al presente
trabajo es (ver teorema 3.9):

0.6 Teorema. Si L(R) es un modelo de Solovay sobre V' y s es un real genérico de
Sacks, entonces L(R)[s] es de nuevo un modelo de Solovay sobre V.

Resulta de particular interés para nosotros el orden de Sacks debido a las relaciones
que se pueden establecer entre las propiedades de absoluticidad y medibilidad, ademés
porque este orden es la nocion mas débil, entre todas aquellas que adicionan un real
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genérico, con respecto a la Zé—absoluticidad. Especificamente tenemos los siguientes
teoremas (ver [D]):

0.7 Teorema. Las condiciones siguientes son equivalentes
1. Y i-absoluticidad.
2. Todo conjunto de reales A} es Sacks medible.

0.8 Teorema. Supongamos que P es un orden que adiciona un real genérico. Entonces
S s -P-absoluticidad implica 3" 5-S-absoluticidad.

Para lograr nuestros resultados y hacer el documento lo méas autocontenido posible,
hemos organizado el trabajo de la siguiente forma:

El capitulo 0 corresponde a los preliminares. Alli introducimos las definiciones, la
notacién necesaria para el desarrollo del trabajo, asi como algunos teoremas basicos e
importantes sobre propiedades de regularidad de los niimeros reales, y las definiciones
de los cardinales que utilizaremos. El capitulo 1 esta dedicado a la definicion del modelo
de Solovay; presentamos alli la siguiente caracterizacion, debida a Woodin:

0.9 Lema. Sea V C W modelos de ZFC. Si R el conjunto de reales en W, el modelo
L(R) es un modelo de Solovay sobre V' si y solamente si las siguientes condiciones se
tienen en W:

1) Para todo v € R, k = w; de L(R) es un cardinal inaccesible en V|x].

11) Para todo x € R, V[z| es una extension genérica de V' por algin orden parcial de
tamano < wy.

En el capitulo 2 desarrollamos los aspectos fundamentales de los érdenes propios
definibles, donde los érdenes son representados como Pr:= B(X) \ I, es decir los bore-
lianos de un espacio polaco que no estan en un o-ideal adecuado. El resultado mas
importante en este capitulo afirma que si P; es una nocion de forcing propio, entonces
P; fuerza que todo real en la extensién genérica es la imagen del elemento Pr-genérico
sobre V', via una funcién boreliana. Exactamente tenemos

0.10 Lema. Sea I un o-ideal sobre un espacio polaco X, tal que la nocion de forcing
P; es propio. Supongamos Y un espacio polaco, B € P; tal que B IFy € Y es un
punto. Entonces existe una condicion C C B en el forcing Pr y una funcion boreliana

f:C =Y tal que C' -y = f(Zgen)-
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Concluimos el segundo capitulo con algunas observaciones sobre el forcing de Sacks.

Ya con las herramientas necesarias, en el ultimo capitulo presentaremos un esque-
ma de prueba general que nos servird para mostrar que bajo la existencia de grandes
cardinales, la propiedad de ser modelo de Solovay se preserva bajo todo forcing pro-
pio definible P;. En particular asumiendo la existencia de un cardinal inaccsesible &,
mostramos que los érdenes de Cohen(Pp,), Random(Py,) y Sacks(Pj,) preservan la
propiedad de ser modelo de Solovay. Nuestra herramienta fundamental en la prueba
son los teoremas de uniformizacion, para el caso especifico del orden de Sacks probamos
que:

0.11 Lema. Sea L(R) un modelo de Solovay, B € P, y R C B x R una relacion
en L(R) tal que Va3y R(x,y). Entonces existe C C B en Pp, y una funcion en L(R)
f:C — R tal que para todo real x € C R(z, f(z)).

Concluimos el trabajo con el siguiente teorema que relaciona uniformizacién y abso-
luticidad para el forcing de Sacks:

0.12 Teorema. [[(S)-uniformizacién implica ZiH(S)—absolutz’cidad.

Queda ain abierto si podemos debilitar la hipdtesis de la existencia de w cardinales
de Woodin para obtener el resultado de preservacion lo méas general posible, creemos
que la prueba que se presenta aqui se puede aplicar a una clase mas extensas de érdenes,
suponiendo sélo la existencia de un cardinal inaccesible.



Preliminares

En esta seccién vamos a dar la notacién y definiciones bésicas necesarias para el
desarrollo del presente trabajo, la notacion sera estandar y trataremos de seguir la
expuesta en [J].

0.1. Subconjuntos definibles de espacios Polacos

Un espacio topolégico (X, 7) se dice polaco si es un espacio separable y comple-
tamente metrizable. Los espacios polacos con los que trabajaremos son: El espacio de
Cantor 2¢ y el espacio de Baire N/ = w*, ambos tomados con la topologia producto. Las
vecindades bésicas de N estdn dadas por

N(ko,...,/{?n):{QEN|OZ(0):ko,...,a(n):l{?n}.

Con esta topologia podemos ver que el espacio de Cantor es un subespacio compacto del
espacio de Baire, y dado el homeomorfismo que existe entre este tltimo y los niimeros
irracionales (con la topologia usual heredada de R), llamaremos a sus elementos reales.

Estamos interesados en una clase muy especial de conjuntos de reales, estos son los
conjuntos proyectivos, particularmente los conjuntos borelianos.

0.13 Definicion. Sea X un espacio polaco, un conjunto A C X es un conjunto bore-
liano si pertenece a la o-algebra mas pequena de subconjuntos de X que contenga a
todos los conjuntos abiertos.

Utilizaremos una definicion mas explicita. Para cada o < wq, definamos las siguientes
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colecciones de subconjuntos X:

¥Y := la coleccién de todos los conjuntos abiertos;

1Y := la coleccién de todos los conjuntos cerrados:
1 ’

»Y := la coleccién de los conjuntos A = U A,,,donde cada A, pertenece a H% (1)
n=0
para algin ( < a;

IT° := la coleccién de todos los complementos de conjuntos en 0.

Definimos asi la clase de los conjuntos borelianos como los conjuntos que pertenecen a:

Usi-ym @)

a<wi a<wi

Los conjuntos que pertenecen a X9 son conocidos como F,, conjuntos, y son los que se
pueden obtener como la unién contable de cerrados, y sus complementos son conocidos
como conjuntos Gs.

Definamos ahora la jerarquia de los conjuntos proyectivos, introducida por Lusin y
Sierpienski alrededor de 1925, la primera clase es la de los conjuntos analiticos:

0.14 Definicion. Un subconjunto A de un espacio polaco X se dice analitico si existe
una funcién continua f: N'— X tal que A = f(N)

El siguiente lema nos da caracterizaciones de los conjuntos analiticos.

0.15 Lema. Las siguientes condiciones son equivalentes para cualquier conjunto A en
un espacio polaco X :

1) A es la imagen continua de N.
11) A es la imagen continua de un boreliano B en algin espacio polaco Y .

1) A es la proyeccion de un boreliano B € X X Y, para algin espacio polaco Y .

Ahora para cada n > 1, definimos las colecciones X1, TI! | v Al de subconjuntos de
un espacio polaco X como:

Y1 := La clase de los conjuntos analiticos.
I1} := Los complementos de conjuntos de analiticos.
Y41 = La coleccién de todas las proyecciénes de conjuntos II, de X x N.  (3)

IT} := Los complementos de los conjuntos ;..
Al =3 NIk



PRELIMINARES 3

Los conjuntos que pertenecen a alguna de las clases 3! o II! son llamados conjuntos
proyectivos. Se puede ver que AL C B} C Al y AL CII} C AL.,, vy que la conte-
nencia es estricta. Suslin mostré que si un conjunto y su complemento son analiticos,
ese conjunto es boreliano, es decir Al es la coleccién de todos los borelianos.

0.2. Regularidad

Recordaremos algunas propiedades y definiciones basicas de algunos conjuntos de
reales que son la base para definir las nociones de forcing que utilizaremos, al hablar de
propiedades de regularidad de conjuntos de reales nos referiremos a propiedades como la
medibilidad de Lebesgue, la propiedad de Baire, la medibilidad de Sacks, la propiedad
del conjunto perfecto etc.

Un ideal I sobre un conjunto A es una coleccién I C P(A) tal que

1. I es cerrado bajo subconjuntos, es decir, X € Y y Y C X entonces Y € [I.
2. I es cerrado bajo uniones finitas, es decir, X, Xy € I entonces X; U X5 € [,

y asi la unién de cualquier coleccién finita de elementos en I estd en I.
Si A ¢ I, entonces I se dice propio.
Un ideal I es un o-ideal o un ideal contablemente completo si dada una colecciéon
X, € I para todo n, entonces
o0
Ux.er
n=0

La nocién dual de ideal es la de filtro, una colecciéon F' C P(A) es un filtro sobre A ssi
1. F es cerrado bajo superconjuntos, es decir, X € FF'y X CY C A implicaY € F'.
2. I es cerrado bajo intersecciones finitas.

Por lo general un filtro serd considerado propio, es decir () ¢ F. Un filtro F', maximal
bajo la relacién de inclusién es llamado un ultrafiltro. Un ejemplo de ultrafiltro sobre

un conjunto A es:
{XCAlae X}

para cualquier a € A. Llamaremos a estos ultrafiltros principales(generados por {a}), los
ultrafiltros que no son generados por un tinico elemento del conjunto seran no principales.
Si [ es un ideal sobre A, entonces [* = {X C A| A\ X € I} es su filtro dual.
Los conjuntos que pertenecen a un ideal I son intuitivamente “pequenos” o “nulos”,
mientras los que pertenecen a un filtro son “grandes” o “de medida uno”. Sea I un ideal
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sobre A | entonces los subconjuntos de A que no estan en I son llamados “positivos” y
la coleccion de conjuntos positivos es denotada I,

["={XCA|X¢I)

Algunos ejemplos basicos e importantes aqui de o-ideales sobre el conjunto de los
nuimeros reales son:

1. El ideal de los conjuntos de medida de Lebesgue cero.
2. El ideal de los conjuntos Magros o de primera categoria.
3. El ideal de los subconjuntos contables.

Recordemos que un conjunto A C R"™ es Lebesgue medible si para cada X C R"
P (X) = p (X NA)+p (X \ A)

siendo p* una “medida exterior”. Y un conjunto X se dice magro si es una unién contable
de conjuntos nunca densos, es decir conjuntos A tal que int(A) = 0.
El siguiente teorema permite caracterizar a los conjuntos Lebesgue medibles y sera de

utilidad posteriormente.

0.16 Teorema. Si A es medible, entonces existe un conjunto Fs, F' y un conjunto Gs,
G tal que FC ACG yG\ F es nulo.

0.17 Definicién. Un conjunto A tiene la propiedad de Baire(BP) si existe un conjunto
abierto G tal que AAG es magro.

Un subconjunto A C X de un espacio polaco se llama perfecto si es cerrado y no
tiene puntos aislados.

0.18 Definicion. Un subconjunto de un espacio polaco tiene la propiedad del conjunto
perfecto (PSP) si este es contable o contiene un subconjunto perfecto.

Se puede ver facilmente que los conjuntos analiticos cumplen la propiedad del con-
junto perfecto [J]. Ademas utilizando el axioma de eleccién Bernstein [Be|] mostrd la
existencia de un conjunto totalmente imperfecto de reales, es decir un conjunto que no
es ni disjunto ni incluye un conjunto perfecto de reales.
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0.3. Arboles

El concepto de arbol es una herramienta béasica y muy importante en teoria descrip-
tiva de conjuntos, pues muchos de los problemas de esta rama pueden ser planteados en
términos de arboles, buen ejemplo de esto es el problema de Suslin, para nosotros resulta
vital esta definicion ya que las nociones de forcing que aqui mencionamos pueden ser
vistas como érdenes parciales donde las condiciones son precisamente arboles.

Sea A un conjunto no vacio, n € w, denotamos con A" al conjunto de todas las

sucesiones s = (8g, S1, ..., S,—1) de longitud n de elementos de A, asi
A<w — U A"
ncw

es el conjunto de todas las sucesiones finitas de elementos de A.

0.19 Definicién. Un arbol sobre un conjunto A es un subconjunto " C A<“ cerrado
bajo segmentos iniciales; es decirsit € T'y s C t, entonces s € T'. Los elementos de T" son
llamados nodos. Una rama infinita de T' es una sucesion z € A% tal que x [ n € T para
todo n. Denotamos por [T, al conjunto de todas las ramas infinitas de 7', explicitamente

[T)={ze€ A :Vn(x [neT)}.
Sea T un arbol sobre A,

1) Para nodos s,t € T, s y t son incompatibles si no existen nodos v € T tales que
s,t sean subsucesiones de u. En caso contrario decimos que son compatibles.

11) T es perfecto si para cualquier nodo ¢ de T, existen nodos u,v € T" incompatibles,
tal que t es una subsucesion de u y de v; es decir, todo nodo de T' se bifurca en
algin nivel.

Algunas observaciones que podemos hacer sobre lo anterior, son las relaciones que se
establecen entre conjuntos de un espacio polaco X y arboles sobre X:
Si X es un espacio topoldgico discreto entonces

1) Para cualquier subconjunto A de X“, A es cerrado ssi existe un arbol T" sobre X
tal que A = [T7].

11) Para cualquier subconjunto A de X*“, A es perfecto ssi existe un arbol T" perfecto
sobre X tal que A = [T]. Por lo tanto hay una correspondencia canénica entre
subconjuntos perfectos de X“ y arboles perfectos sobre X
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0.4. Grandes Cardinales

Recordaremos aqui las definiciones de algunos cardinales que utilizaremos a lo largo
del trabajo, la mayoria de estos son denominados grandes cardinales, es decir cardinales
cuya existencia no puede ser probada en ZFC.

0.20 Definicién. 1) Un cardinal 3 es regular si para cualquier ordinal o < [y
cualquier funcién f: o — 3, sup(f“a) < 8

11) (3 es inaccesible ssi f > w, es regular y

Ve < 3,28 < 3.

1) B es un cardinal medible si existe un ultrafiltro no principal U que es f-completo
sobre 3.

Donde un filtro U es (3-completo si

VACU(JAl<p— ()A€l

1v) Un cardinal regular 8 no contable se dice compacto (fuertemente compacto) si
para cualquier conjunto S, todo filtro S-completo sobre S puede ser extendido a
un ultrafiltro S-completo sobre S.

v) Un cardinal 3, es un un cardinal de Woodin si para toda funcién f: § — [ existe
un k < (8 tal que
{fNX <k} Cr

y una inmersién elemental j : V' — M donde M es un modelo transitivo interno,
con punto critico k (i.e. j(a) = a Ya <k, j(k) >K)y

Vit €M

Algunas observaciones sencillas que podemos hacer sobre las definiciones anteriores,
las resume el siguiente diagrama:
Compacto = Medible = Inaccesible.

Ademas, aunque debajo de cada cardinal de Woodin [ existan “muchos” cardinales
medibles, 3 no necesariamente es medible.
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0.5. Teoremas de absoluticidad

Mencionamos aqui un par de hechos que conectan la validez de ciertas sentencias en
las extensiones genéricas y en el modelo base.

0.21 Teorema. (Absoluticidad Analitica) Supongamos M un modelo transitivo de ZFC,
T € M Nw” una sucesion de pardmetros, y ¢ una férmula 31 con variables libres. En-
tonces ¢(¥) se tiene ssi M |= ¢(Z) se tiene.

0.22 Teorema. (Absoluticidad de Shoenfield) Toda relacién ¥3(a) y toda relacion 115 (a)
es absoluta para todos los modelos transitivos M , tales que M |= ZFC+DC, contienen a
todos los ordinales y ademds a € M. En particular las relaciones ¥} y I1} son relaciones
absolutas para L.



Capitulo 1

MODELO DE SOLOVAY

En este capitulo vamos a presentar el modelo creado por Solovay [So| y su caracte-
rizacion mas importante que sera la que utilizaremos para mostrar nuestros resulta-
dos de preservacién. Aunque demostraremos varios resultados, remitimos al lector a la
bibliografia principal [K] y [J].

Primero veamos las definiciones y propiedades bésicas de la nocién de forcing que
usaremos para construir el modelo de Solovay.

1.1. Colapso de Lévy

Cuatro meses después de que Cohen mostré sus primeros resultados utilizando el
método de forcing, un anuncio muy importante atin hoy para la teoria de conjuntos
fue hecho por Azriel Lévy, motivado principalmente por cuestiones de definibilidad,
Lévy formulé un orden parcial que colapsa un cardinal inaccesible al primer cardinal no
contable Ni; esta nocién de forcing conocida como el Colapso de Lévy, es hoy una de
las herramientas mas importantes para relacionar grandes cardinales con propiedades
combinatorias de w; y wy, de ahi su relevancia para la hipdtesis del continuo (HC).

Antes de dar la definicién, veamos algunas propiedades de extensiones genéricas; las
pruebas pueden ser halladas en [K].

1.1 Teorema. (Solovay). Supongamos que P y Q son drdenes parciales arbitrarios en
V', entonces G es P x QQ-genérico sobre V ssi G = Gy x Gy, donde Gy es P-genérico
sobre V., Gy es Q-genérico sobre V[Gy], y asi V[G] = V[Go][G1].

1.2 Teorema. Suponga que k es un cardinal inaccesible, y P es un orden parcial tal
que |P| < Kk, entonces
IFp “k es inaccesible”



Modelo de Solovay 9

1.3 Definicién. Para S C Ord y A un cardinal regular, definimos el colapso de Lévy
Col(\, S) como el conjunto:

{p|p es una funcién A |p| < A Adom(p) C S x A

AY(a, 1) € dom(p)(e > 0 — p(e, ¥) € a) }

ordenado por p < g ssip 2 q. Asi Col(A, S) es un orden parcial que agrega genéricamente
sobreyecciones de A — « para todo a € S, Col(w, {w}) es esencialmente el orden parcial
de Cohen para agregar un subconjunto de w, un real. Col(\, {x}) para x > X es el orden
parcial estdndar para colapsar |k| a A.

En lo que sigue utilizaremos las expresiones Col(\, k) y Col(\, < k) indistintamente.
El siguiente lema resume las propiedades mas importantes del Colapso de Lévy.

1.4 Lema. (a) Col(),S) es A-cerrado.

(b) Suponga que S = XUY es una unidn disyunta, sea Py = Col(\, X), P, = Col(\,Y).
Entonces G es Col(\, S)-genérico sobre V ssi G = GyUG, donde Gy es Py-genérico
sobre V, Plv[GO] = Py, y Gy es Py-genérico sobre V[Gy).

(c) Sik es reqular, kK > \ y Kk es inaccesible 0 A = w, entonces Col(\, k) tiene la k-c.c.

(d) Suponga que r es reqular, Col(\, k) tiene la k-c.c. y G es Col(\, k)-genérico sobre
V. Entonces para cualquier x € V|G| con x : v — Ord donde vy < K, existe un d < Kk
tal que x € VG N Col(\,6)]

Demostracion. (a) Como A es regular, siy < Ay (p;] i <) es una sucesién decreciente
de condiciones, entonces p = U, p; es una condiciéon que extiende a todos los p;.

(b) Dado que la funcién g : Col(\, S) — Py x Py definida por g(p) = (p | (X x A),p |
(Y x A)) es un isomorfismo, el lema se sigue del teorema de Solovay 1.1 ; que
Plv G — P, se sigue del hecho de que Py sea A-cerrado, y por lo tanto no agrega
nuevas sucesiones de ordinales de tamano menor que .

(c) Por el lema del A-sistema, dado {p¢] £ < k} C Col(\, k) existe X € [k]" y un
r C Kk X A, tal que si § # v ambos en X, entonces dom(pg) N dom(p,) = r. Como
las condiciones son funciones y |r| < k, existe ademés un Y € [X]”* tal que si 3 # v
estdn en Y tenemos que pg [ 7 = p, | r, pero asi pg y p, son compatibles.

(d) Sea @ tal que intg(&) = x, y para cada a < 7 sea A, C Col(\, k) una anticadena
maximal tal que para cada p € A, hay un £ con p IF &(a) = £. Por hipétesis

|A| <k, ast [U,-, Aal < &, y por la regularidad de « debe existir un § < r tal que
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si p € U,e, Ao entonces dom(p) C 6 x A. Asf z es definible de G N Col(A, §) por
z(a) =& ssiplk 2(a) = £ para el tnico p € G N A,,.
[

Daremos ahora algunas propiedades importantes del algebra de Lévy, es decir el
algebra booleana completa que se obtiene al tomar los abiertos regulares de Col(w, < k).
La més 1til para nosotros es el “Lema del factor”, probado por Solovay [So|, que nos
dice basicamente que cualquier sucesion contable de ordinales puede ser “absorbida.e®
el modelo base.

1.5 Lema. (Solovay). Supongamos k > w reqular, y G un filtro Col(w, < k)-genérico.
Entonces para cualquier x € V[G] con © : w — On, eziste un H que es Col(w, < K)-
genérico sobre Vx|, tal que

Otras propiedades estan dadas por los siguientes lemas, ver [J].

1.6 Lema. (Kripke) Toda dlgebra booleana completa B puede ser inmersa en un dlgebra

booleana completa Ng-generada; de hecho, si |B| = \ entonces B puede ser inmersa en
Col(w, \).

1.7 Lema. El dlgebra de Lévy B es homogénea, en el siguiente sentido: Si A, A" son
subalgebras completas de B isomorfas, tal que |A| < |B|, y si my es un isomorfismo entre
A y A, entonces existe un automorfismo w de B que extiende a .

1.2. Descripcion del modelo

Para resolver principalmente el problema de la medida de Lebesgue, y siguiendo una
sugerencia dada por Cohen en 1963, Solovay construyé [So| un modelo en el que es
valido el siguiente

14

1.8 Teorema. Suponga que existe un €-modelo transitivo de ZFC + “ existe un cardi-
nal inaccesible k 7. Entonces existe un €-modelo transitivo de ZF' en el que las siguientes
afirmaciones son validas:

1) El principio de eleccion dependiente (DC).
11) Todo conjunto de reales es Lebesgue medible.

11) Todo conjunto tiene la propiedad de Baire.
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1v) Todo conjunto tiene la PSP.

El principio DC formulado por Bernays es una forma débil del axioma de eleccion,
pero es suficiente para desarrollar la mayor parte de la teoria de andlisis real, DC es la
siguiente afirmacion:

VXVRIX #0 N RCXxX A VeeXyeX (z,y) € R—
df € X¥ Vn e w(f(n), f(n+1)) € RJ.

Notese que este principio implica el Azioma de eleccion contable (AC,, ):
Toda coleccion contable de conjuntos no vacios tiene una funcion de eleccion.

Dado que tanto Bernstein como Vitali usaron explicitamente el axioma de eleccién para
construir contraejemplos a las propiedades IV y II respectivamente, un modelo natural
donde estas patologias podrian no ocurrir es L(R), la clausura construible de los reales.
Solovay construyé su modelo usando el colapso de Lévy de un cardinal inaccesible
al primer cardinal no contable Wy, y luego evaluando L(R) en la extensién genérica
VCol(w,<H)‘

El modelo del teorema anterior es lo que conocemos como modelo de Solovay, for-
malmente tenemos la siguiente

1.9 Definicion. Sea V un modelo transitivo de ZFC + dk inaccesible, decimos que
M es un modelo de Solovay sobre V si M = L(R), donde R es el conjunto de los
nimeros reales en una extensién genérica de V', obtenida utilizando el orden de Lévy
para colapsar k a w;.

El siguiente resultado es debido a Woodin, y es la caracterizacién mas importante y
util de los modelos de Solovay.

1.10 Lema. Sea V-C W modelos de ZFC'. SiR es el conjunto de reales en W, el modelo
L(R) es un modelo de Solovay sobre V' si y solamente si las siguientes condiciones se
tienen en W :

1) Para todo v € R, k = w; de L(R) es un cardinal inaccesible en V|x].

11) Para todo x € R, V[z]| es una extension genérica de V' por algin orden parcial de
tamano < wy.

Demostracion. Si L(R) es un modelo de Solovay entonces las dos condiciones se tienen
ya que por el lema 1.4 (c) el dlgebra de Lévy B es r-saturada, asi existe una subdlgebra
D C Btal que |D| < ky Vi]z] = V[D NG| (donde G es un filtro Col(w, < k)-genérico
sobre V'); ahora por el teorema 1.2, tenemos que  es inaccesible en V[z].
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Para la otra direccién, forzaremos sobre W para obtener un filtro genérico G C
Col(w, < k) tal que R = RVI? de lo que se sigue el lema. Si las dos condiciones
anteriores se tienen, definamos en W el siguiente orden parcial IP:

a) g € IPssi existe v < k tal que g C Col(w, < «) es un filtro genérico sobre V.
b) g <hssihCy.

Por I), para todo g C Col(w,< «) con g € P y para todo f < k, @ < [ hay sélo
contables anticadenas de Col(w, < ) en V[g]. Por lo tanto existe algin A < g que es
Col(w, < [)-genérico sobre V[g]. Esto lo que dice es que para todo o < k&,

D,={g€P:gnCol(w, < a) es genérico sobre V'}

es un subconjunto denso de IP.

Dado que cualquier g € P tiene clausura transitiva contable, para cualquier real x,
podemos codificar g y x con un real y, por II) V[y| es una extensién genérica de V' por
algiin orden parcial de tamano < k. Por lo tanto podemos hallar un o < k y un filtro
genérico h C Col(w,< «) tal y € V]h| y h < g. Esto lo que muestra es que para todo
real x,

E,={geP:zeV[g}

es un subconjunto de P.

Supongamos que H es un filtro P-genérico sobre W, veamos que C' = | H es el filtro
que estamos buscando.

Claramente C' C Col(w, < k) es un filtro. Por la k — cc¢ condicién de Col(w, < k),
si A es una anticadena maximal de V, existe a < k tal que A C Col(w,< «). Y por
la densidad del conjunto D,, tenemos que C' N A # (), asi C' C Col(w, < k) es genérico
sobre V.

Ahora si x € RN V[C], entonces x € V[g] C W para algin g € H, asi x € W. Y si
x € RN W, entonces por la densidad del conjunto F,, existe g € H tal que z € V|[g],
asi x € V[C]. Por lo tanto W y V[C] tienen los mismos reales, en consecuencia tienen
el mismo L(R), de lo que se sigue el lema. O



Capitulo 2

FORCING DEFINIBLE

Vamos ahora a estudiar las nociones de forcing para las que mostraremos los re-
sultados de preservaciéon en el siguiente capitulo. El método que utilizaremos para este
estudio es debido a Jindtich Zapletal [Za], y es motivado basicamente por lo siguiente:
Muchos oérdenes parciales que agregan un real, son forcing-isomorfos a un orden de la
forma P, de todos los conjuntos borelianos de reales que no estan en el ideal I, or-
denado por inclusion, para un o-ideal I adecuado. El orden P; no es separativo, y su
cociente separativo es precisamente la o-algebra B(R)/I. Mostraremos aqui las defini-
ciones y ejemplos més importantes de los conjuntos Pj, asi como algunos lemas que
seran necesarios posteriormente.

2.1. Forcing con ideales

2.1 Definicién. Suponga que X es un espacio polaco, I un o-ideal sobre X. P; simboliza
el orden parcial de los conjuntos borelianos I-positivos, ordenados por inclusion,

Pr=B(X)\I.

Vamos a suponer siempre que el espacio polaco X es no contable, también que el
ideal I contiene a todos los conjuntos unitarios.
La siguiente propiedad es comun a todos los 6rdenes expresables de la forma P;.

2.2 Proposicién. El conjunto parcialmente ordenado Pr adiciona un elemento & gep, del
espacio polaco X tal que para todo conjunto boreliano B C X codificado en el modelo
base, B € G 851 Tger, € B.

Demostracion. Podemos describir el punto genérico como el tinico elemento que esta en
todos los abiertos basicos del filtro genérico. La prueba la realizaremos por induccién en
la complejidad del conjunto boreliano B, veremos que B |- Zgen € B.

13
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A,
y Ap IF Zgen € A, entonces para cualquier conjunto boreliano I-positivo D C B,
tenemos que existe n € w tal que DN A,, ¢ I, pues de lo contrario por la o-completitud
tendriamos que D € I, esto lo que muestra es que {A, : A, ¢ I} es predenso bajo B,
asi B IF 3n € w Zgen € An, y B IF &gen € U, A,. Supongamos ahora que B = N A

y que cada A, IF Zeen € An, entonces para cadan € w B IF Tgen € A, pues B C C,,
en otras palabras B |- Zgen € [, A, = B. Dado que los borelianos en espacios polacos
son obtenidos apartir de conjuntos abiertos por un aplicaciéon repetida de uniones e
intersecciones contables, la induccion esta completa.

Para los abiertos se tiene por la descripcién de #ge,. Supongamos que B = J, o,

]

Al tinico real obtenido por la proposicién anterior lo llamaremos el real genérico, y
lo denotaremos por 4e,. Otra definicién importante es la de real M — genérico: Si M
es una subestructura elemental de alguna estructura suficientemente grande (H(\) para
algiin \ suficientemente grande), y x es un real tal que el conjunto {B € P,NM : z € B}
es un filtro Pr-genérico sobre M, entonces llamaremos al real x M-genérico.

Recordamos que una nocién de forcing P es propia si para cualquier subconjunto
no contable X, y para cualquier subconjunto estacionario S C [X]=¥, S sigue siendo
estacionario de [X]=* en V. Podemos caracterizar los forcing propios con la siguiente
propiedad:
P es propio ssi para algun cardinal regular A, suficientemente grande, para un club de
subestructuras elementales N de H()), y para todo p € PN N, existe un ¢ < p que es
(N, P)-genérico, es decir, siempre que A C P sea una anticadena maximalde Py A € N,
entonces AN N es predenso bajo q.

En nuestro caso tenemos una caracterizacion similar, dada por el siguiente

2.3 Lema. Sea I un o-ideal sobre un espacio polaco X. Entonces las siguientes condi-
ctones son equivalentes:

1. Py es propio.

2. Para toda subestructura elemental contable M, de una estructura suficientemente
grande, y para toda condicion B € PrNM el conjunto C = {x € B:x es M —
genérico} no estd en el ideal I.

Demostracion. La demostracion es solo una reescritura cuidadosa de las definiciones,
ver [Za). O

2.4 Lema. Sea I un o-ideal sobre un espacio polaco X, tal que la nocion de forcing
Py es propio. Supongamos Y un espacio polaco, B € P; tal que B IFy € Y es un
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punto. Entonces eriste una condicion C' C B en el forcing Pr y una funcién boreliana
f:C =Y tal que C'IFy = f(Zyen). En particular Py fuerza que todo real en la extension
es la imagen del real genérico 4, bajo una funcién boreliana codificada en el modelo

base.

Demostracion. Sea O = {O,|n € w} una base para el espacio Y. Sea M una sube-
structura elemental contable de una estructura suficientemente grande, sea C' = {z €
B| x es M — genérico }. Por el lema anterior C' es un boreliano I-positivo. Consideremos
la funcion f : C — Y que asigna a cada z el valor de y evaluado de acuerdo al filtro
generado por x.

Tenemos que f es una funcién boreliana, pues dado O,, abierto bésico de Y

fx) € O, ssize| {DID € PPN M, DIFgjeO,}.

Ahora C'IFy = f(ﬂ'cgen), pues C'IF Zgen € C' es un punto M-genérico, asf el par (Tgens U)
debe cumplir la definicién de la funcién f. m

Concluimos esta seccion con un par de teoremas, probados por Zapletal, que nos
daran un primer sorbo del lema clave para probar nuestro resultado de preservacion.

2.5 Teorema. Suponga que I es o-ideal sobre un espacio polaco X tal que el forcing
Py es propio. Sea Y un espacio polaco, B € Pr y A C B XY wun conjunto analitico,
con secciones verticales no vacias. Entonces existe una condicion C' C B en P; y una
funcion boreliana f : C —'Y cuyo grdfico estd contenido en A.

Demostracion. La prueba es esencialmente la misma que la del lema anterior, pues por
el teorema de absoluticidad de Shoenfield tenemos que B IF 3y € Y (Zgen, y) € A, sea U
un Pr-nombre para el real que atestigua la afirmacion, por el argumento de la prueba
anterior, obtenemos un C' € P; y una funcion boreliana f : C' — Y, y tal que para todo
x € C M[z] = (z, f(x)) € A, ahora por absoluticidad analitica para el modelo M|z],
tenemos que (z, f(x)) € A. ]

Por 1ltimo el siguiente teorema nos dice que para las nociones de forcing acotadas
(es decir, érdenes P que cumplen que para toda funcién f € w* en la extension genérica
por P, existe una funcién g € w* en el modelo base que domina puntualmente a f), la
funcién boreliana que nos da el teorema, puede ser elegida continua.

2.6 Teorema. Suponga que I es un o-ideal sobre un espacio polaco X tal que el forcing
P; es propio, entonces las siquientes condiciones son equivalentes:

1. Pr es w¥-acotado.

2. En Pr los conjuntos compactos son densos, y toda funcion boreliana sobre un
dominio I-positivo tiene una restriccion continua a un dominio I-positivo.
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2.2. Forcing de Sacks

El forcing de Sacks S es un orden creado por Gerald Sacks [S] para producir una
extensién genérica V[G] minimal en el siguiente sentido: Si W es un modelo de ZFC
tal que V. C W C VI[G], entonces V.= W 6 W = V|[G]. Vamos a presentar algunas
propiedades de este orden parcial y probar que este orden lo podemos ver de la forma
P para un o-ideal I sobre R adecuado.

2.7 Definicién. El forcing de Sacks S es el conjunto de todos los arboles perfectos de
2<% ordenados por inclusion.

Bajo esta definicién, un real de Sacks es el unico elemento z¢ € Nyee[p], donde G es
S-genérico. Si z es un real de Sacks, y esto es atestiguado por GG, entonces:

G = {p € Vp es arbol perfecto A z € [p|}

Podemos ver facilmente que el orden S no satisface la condicién de cadena contable
(c.c.c), de hecho la siguiente construccién nos da una anticadena de tamafio 2%. Tomem-
os una familia casi disjunta {A,| o < 2%} de subconjuntos de w, para cada « elijamos
un arbol perfecto T, cuyos niveles de bifurcacién son exactamente los elementos de A,
asi si @ # (3, T, N T no contiene ningtin arbol perfecto, es decir son incompatibles.
Veremos mas adelante, utilizando el lema 2.3, que el forcing S es propio.

Decimos que un conjunto A C R es Marczewski medible(s-medible) si para todo
conjunto perfecto T C R existe un conjunto perfecto S C T tal que: SNA =065 C A.
Si se tiene el primero de los dos casos A se dice un conjunto Marczewski nulo 6 s°. Los
complementos de los conjuntos s° son llamados s'. Es claro que los conjuntos s forman
un o-ideal, el ideal de Marczewski.

Ahora bien, por un teorema de Alexandroff y Hausdorff [J], todo conjunto boreliano
(de hecho analitico) no contable contiene un subconjunto perfecto. Por lo tanto todo
conjunto boreliano es s-medible, y los borelianos en s son precisamente los conjuntos
contables, ademds todo conjunto s-medible A C 2“, que no estd en s’ contiene un
subconjunto perfecto, y dado que los conjuntos perfectos son borelianos, tenemos una
inmersién densa de B(R) \ I.on¢ en el orden parcial de los conjuntos s-medibles que no
estan en s°, donde I,,,; es el o-ideal de los subconjuntos contables de 2¥. Es decir estas
dos nociones generan las mismas extensiones genéricas.

Notemos ahora que dado que los conjuntos perfectos de reales tienen cardinalidad
2% tenemos que cada A C R perfecto, contiene un subconjunto homeomorfo a 2%, estas
copias de 2¢ resultan densas en P ,. Asi el forcing con subconjuntos perfectos de 2*
resulta equivalente a Pr, ,, v dada la correspondencia que tenemos entre subconjuntos
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perfectos y arboles perfectos, podemos concluir que P; , es equivalente a la nocién de
forcing S.
Lo anterior nos permite dar la siguiente definicion.

2.8 Definicion. Un conjunto A C R se dice Sacks medible si pertenece a:
{AVT € SE@S <T([S]CASG[S]NA=0))}.
Y que es Sacks nulo si esta en
{AVT € SES < T([S]NA=10))}.

Una propiedad importante que satisfacen casi todos los forcing que se puedan definir
con arboles, es la propiedad de fusién, en el caso del forcing S, definimos el orden

p<p,q&p<qg AN pt=q"

Donde p™ es el conjunto de aquellos ¢ € p que son minimales en p (respecto a C) tales
que t tiene exactamente n nodos de bifurcaciéon bajo él. Entonces dada una sucesion
{pn}new tal que po11 <, py tenemos que ¢ = (), pn es un arbol perfecto, es decir un
elemento de S, y es un elemento tal que ¢ <, p, Vn € w, a ¢ lo llamaremos la fusion de
la sucesion {p, }new-

Utilizando la propiedad de fusién podemos ver que el forcing de Sacks satisface el
azioma A de Baumgartner, que es una condicién mas fuerte que la de ser propio, nosotros
veremos aqui directamente utilizando el lema 2.3 que el forcing de Sacks es propio.

2.9 Lema. FEl orden parcial S es propio.

Demostracion. Tomemos el o-ideal I.,,; de los subconjuntos contables del espacio de
Cantor 2¥; por el lema 2.3, debemos verificar que para toda subestructura elemental
contable M de H(A) (con A suficientemente grande), y todo boreliano no contable B €
M, el conjunto C' = {r € B|r es M-genérico} no es contable. Supongamos lo contrario, y
sea entonces {y,|n € w} una enumeracién del conjunto C'. Enumeremos los subconjuntos
abiertos densos de Py, que estdn en M por {D,|n € w}. Sea B = By, vamos a construir
una cadena descendente de condiciones de P, de la siguiente forma: Dado n € w,
como B, es no contable, debe existir un abierto O tal que y, ¢ O y O N B, es no
contable, por la elementaridad de M, podemos hallar una condiciéon B,;; C ON B, tal
que B,i1 € D,,. Ahora sea G el filtro M-genérico generado por los conjuntos B, por
la proposicion 2.2 aplicada al modelo M, la extensién genérica esta dada por un real,
luego M[G] = NG = {z} y € B, pero la absoluticidad analitica aplicada al modelo
M|G] implica que z es en realidad un elemento de B, ademads es distinto de todos los
Yn, por lo tanto C' no es contable, que es lo que queriamos probar. Il



Capitulo 3

PRESERVACION

Tenemos ahora las herramientes suficientes para probar los resultados de preser-
vacién que queremos. El primer paso serd probar un teorema de uniformizacion similar
al introducido en el capitulo anterior, especifico para el forcing de Sacks, luego dare-
mos un esquema general de prueba del teorema de preservacién para todos los forcing
propios definibles, la diferencia radicard en las condiciones que nos permiten tener un
teorema de uniformizaciéon adecuado, finalmente daremos una aplicacion de una versién
de este teorema a la existencia de absoluticidad genérica para cierta clase de férmulas
proyectivas.

3.1. Preservacién bajo forcing propio

El lema fundamental en este trabajo lo llamaremos el lema de uniformizacién. El
problema de uniformizar relaciones, es decir, dado un subconjunto A del plano real,
hallar un subconjunto A* que sea el grafico de una funcién con dominio la proyeccién
de A sobre la recta real, y tal que para cada x en la proyeccién de A seleccione un
testigo y tal que (z,y) € A*, fue planteado por Lusin en 1930. Este problema es obvio
si tenemos el axioma de eleccion, pero es bastante no trivial si pedimos que el conjunto
A* sea definible. Lusin mostré que los conjuntos analiticos admiten uniformizaciones
proyectivas [Lu], ocho afios méas tarde Kondo probé el siguiente

3.1 Teorema. Toda relacién Mi(a) A C w* x w®, puede ser uniformizada por una
funcion A*, que es I1}(a) .

Demostracion. Ver [J] O

Un poco més de treinta anos pasaron hasta que Moschovakis pudo derivar la propiedad
de uniformizacion proyectiva (uniformizacién de conjuntos proyectivos por funciones

18
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proyectivas), utilizando el axioma de determinacion proyectiva (PD) que afirma que
todo conjunto proyectivo A C w* es determinado. Exactamente tenemos el siguiente

3.2 Teorema. (Moschovakis 1971) Si (PD) se tiene, entonces Vn > 1, toda relacion
! puede ser uniformizada por una funcién X .

Un desarrollo notable en la relacion entre grandes cardinales y axiomas de determi-
nacion se dio en la década del 80 gracias a los trabajos de Woodin, Foreman, Shelah,
Martin, Steel entre otros; como lo muestra el siguiente

3.3 Teorema. (Martin, Steel 1985) Si eziste una cantidad infinita de Cardinales de
Woodin, entonces PD se tiene.

Asi, si suponemos la existencia de w cardinales de Woodin, toda relacién proyectiva
se puede uniformizar.
Para simplificar la notacién, hagamos la siguiente

3.4 Definicién. Sea
1. I; el ideal de los conjuntos de medida de Lebesgue cero.
2. Iy El ideal de los conjuntos de primera categoria.
3. I3 El ideal de los conjuntos contables.

Especificamente nosotros estamos interesados en uniformizacién de relaciones que
estan en el modelo de Solovay, asi tenemos el siguiente

3.5 Lema. (Uniformizacion 1) Sea R C R x R wuna relacion en L(R), tal que
Va3yR(z,y), entonces existe una funcion boreliana h : R — R en L(R) tal que R(z, h(x))
se tiene para casi todo x, i.e para todos salvo un conjunto de medida de Lebesgue nula
6 un conjunto magro.

Demostracion. Ver [So] 111 1.12. O

Observe que el lema anterior nos da una “uniformizacion local” para el forcing Ran-
dom y el forcing de Cohen, para probar un resultado analogo para el forcing de Sacks
necesitamos el siguiente

3.6 Lema. Sea P; el orden de Sacks en L(R) (un modelo de Solovay sobre V') y sea
S el orden de Sacks en V', dado B € Py existe C' C B en P; tal que Vo € [C], x es
S-genérico sobre V.
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Demostracion. Sea B € Py, y sea D, una enumeracién en L(R) de la coleccién de
abiertos densos de S, tomemos Cy C B con Cy € Dy, ahora elijamos C; C Cy, C; € D,
y ademas C <1 Cp; Cy <o C1, Cy € Dy, y asi para cada n elegimos C,, € D, de tal
forma que preservamos hasta el n-ésimo nodo de bifurcaciéon del paso n — 1. De este
modo obtenemos una sucesién de fusién {C,, },en, lamemos C a su fusién, asi C' € Py
y cada = € [C] genera un filtro S-genérico, pues por construccién intersecta todos los

densos de S.
O

3.7 Lema. (Uniformizacion 2). Sea L(R) un modelo de Solovay, B € P, y R C
2 x R wuna relacion en L(R) tal que Yax3Jy R(z,y). Entonces existe C' en P; y una
funcion en L(R) f: [C] — R tal que para todo real x € [C]| R(z, f(z)).

Demostracion. Sea G un filtro Col(w, < k)-genérico sobre V', B € P, una condicién del
forcing de Sacks, sea p el parametro real en la definicion de la relacion R; existe ag < k
tal que p, B € V[G,,], donde G,, = G N Col(w, ap). Podemos suponer sin pérdida de
generalidad que todos los parametros estan en el modelo base V', sea S el orden de Sacks
en V. Ya que |S| = 2% < &, podemos ver este orden como una subdlgebra completa
de Col(w, < k), asf existe s V-genérico para S en V<K podemos suponer entonces
que B € S, y sea S el nombre candénico para un real de Sacks.

Sea y tal que V|G| E R(s,y); elijamos a < k suficientemente grande para que
D, vy, s, € VI[GNCol(w, ).

Sea D un S-nombre para el dlgebra cociente Col(w,a)/s (estd en V[s]), y 7 un S-
nombre para un Col(w, a)/s-nombre para y.Como R(s,y) se tiene en V) " existe
Q € s tal que Q IF R(S,7), por la compatibilidad de s, podemos elejir C' C B que
satisface el lema anterior. Definamos f : [C] — R por f(z) = intg,(7), donde G, C
int,(D) es un subconjunto genérico que esté en V[G N Col(w, a)]. Nétese que por la
escogencia de C', x es S-genérico sobre V, y G, existe ya que los “buenos’nombres
para subconjuntos de D pueden ser enumerados en V|G N Col(w, a)], ademds puede ser
construido de forma canodnica. Ahora utilizando como parametro el real que codifica la
enumeracion de tales nombres, tenemos una funcién en L(R) que satisface las condiciones
del lema, pues si z € [C], « es un genérico de Sacks, y C'IF R(S, ), por el teorema de
forcing V|G N Col(w, o), z] = R(z, f(x)), que era lo que querfamos. ]

3.8 Lema. Sea L(R) un modelo de Solovay. Sea Pj, una nocion de forcing propio con
i=1,2,3, G un filtro Pj,-genérico y L(R)[G] la extension correspondiente. Entonces para

toda formula x, con pardmetros de L(R) y cuantificacion sélo sobre reales, si L(R) = x
entonces L(R)[G] = x.
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Demostracion. Definamos por induccién el conjunto I' de todas las féormulas que son
equivalentes a férmulas con pardmetros en L(R) y cuantificacion sélo sobre reales. Sea:

1. Ty := CB{p| pes atémica }.

Donde C'B denota la clausura booleana del conjunto.

2. SiT'; ya esta definido, sea

Livq := OB{3aVy(z,y,...),YeIy(x,y,...)| ¥ € T';}.
Finalmente
F = UiEw FZ

Veamos ahora que toda féormula en I' satisface la propiedad establecida en el lema.

Si x € I'g el lema se cumple trivialmente. Supongamos que el lema es valido para
férmulas en I';, sea G un filtro Pp-genérico, x € I';11, veamos que si L(R)[G] ¥ x
entonces L(R) ¥ x. Supongamos que x := VaIy ¢(x, y), con ¢ € T';.

Sea T un nombre para un real x tal que L(R)[G] = Yy = ¢(z, y), por el lema 2.4 existe
un B € P; y una funcién boreliana f : B — R tal que B IF f(x'gen) = 7. Entonces
Bk vyﬁ@b(f(x‘gen)v y)

Supongamos que —y es falso en L(R), asi Va3yi(z,y) se tiene en L(R), definamos
alli la relacion R = {(z,y) : x € BA ¥(f(x),y)}.

Continuemos la prueba por casos:

1. Por el lema de uniformizacion 1, existe una funcién boreliana h : R — R tal que
R(z, h(x)) para casi todo z, es decir salvo para un conjunto de medida nula o un
conjunto magro. Asi si:

a) i = 1 Sea A un conjunto de medida nula tal que =R(z,h(x)) se tiene para
todo x € A, por el teorema 0.16 existe un conjunto H O A que es Gy y tal
que u(H \ A) = 0, ahora C' := B\ H es un boreliano que estd en Pj, y

Ve e C (f(x), h(x)).

b) i = 2 Sea A un conjunto de primera categoria tal que —R(z, h(x)) se tiene
para todo x € A, ahora A = J, A, C |, A, donde cada A, es nunca denso,
asi A,, también es nunca denso para todo n, y esta dltima unién es un conjunto
boreliano, entonces C' := B\ |J,, A, es un boreliano que estd en Py, y Vr €

C (f(x), h(x)).
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2. Por el lema de uniformizacion 2, existe un conjunto C' C B en Pj, y una funcion
h: C' — R tal que para todo real x € [C] ¥(f(x), h(x))

Como la relacion R se definié en L(R), para cualquier z € C, L(R) = ¥ (f(z), h(z)),
y por la hipétesis inductiva tenemos que L(R)[G] = ¢(f(x),h(z)), que es una con-
tradiccion, pues sea H un genérico tal que C € H (asi B € H), entonces L(R)[H] =
Y(f(z),h(x)) y por el teorema de forcing 3D € H tal que D Ik ¢(f(Zgen)s h(Zgen)) ¥
dado que B, D son compatibles, existe una extension comin que fuerza una férmula y
su negacion.

Verifiquemos ahora que las férmulas universales satisfacen el lema: supongamos que
L(R) = ¢, donde ¢ := Vap(z,...) = VaIy(y,...) Ay =y (y no es variable libre en 1),
y ”@b S Fz Asi

L(R)[G] EVaIy(y,... ANy =y,
y por lo tanto
L(R)[G] E Vxi)(z,...).

Sélo nos resta entonces ver que si

L(R) E JaVyi(z,y,...) = L(R)[G] E JaVyy(z,y,...).

Pero si L(R) = JaVyy(z,y,...), entonces existe a € L(R) tal que
L(R) | Yy (a,y,...), como los universales cumplen la propiedad, tenemos que L(R)[G] =

Yyi(a,y,...)y asi L(R)[G] E JxVy(z,y,...). O

3.9 Teorema. Si L(R) un modelo de Solovay sobre un modelo base V' y Py, los drdenes
parciales anteriores, entonces el L(R) de cualquier extension Pj,-genérica es de nuevo
un modelo Solovay sobre V.

Demostracion. Sea G un filtro Py -genérico sobre L(R). Por el lema 1.10, y dado que
P;; no colapsa w; por ser propio, es suficiente ver que todo real en L(R)[G] es genérico

sobre V' por un orden parcial de tamano < k = wlL ®),
Esto tutimo puede ser expresado por una férmula que dice que para todo par de reales
a y x, existe un real y que codifica:

1. Un a < wy.
2. Un Col(w,a)-nombre 7 en L[a].

3. Un conjunto G, C Col(w, o) Llal-genérico tal que intg, (T) = .
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Como esta férmula cuantifica sélo sobre reales y tiene sélo pardametros reales, el lema 3.8
nos garantiza que es absoluta entre L(R) y L(R)[G], como L(R) es modelo de Solovay,
este satisface la férmula y por lo tanto la extension Pj-genérica también la satisface,
asi la extension es modelo de Solovay.

O

Noétese que la prueba del lema 3.8 funciona para todo orden parcial propio P; tal que
las relaciones en L(R) puedan ser uniformizadas por funciones en L(R), con dominio
alguna condicién en P;. En vista del teorema 3.3, tenemos

3.10 Teorema. Sea I un o-ideal sobre R tal que el orden P; es propio. Si existen
w cardinales de Woodin y L(R) es un modelo de Solovay sobre algin modelo base V,
entonces L(R)[G] es también un modelo de Solovay sobre V', para todo G filtro Pr-
genérico sobre L(R).

3.2. Absoluticidad

Presentamos ahora la version para el forcing de Sacks S, de un teorema probado por
H. Woodin [?] para el forcing de Cohen y el forcing Random, y luego generalizado para
los 6rdenes Suslin c.c.c por E. Amir.

Definamos la version de uniformizacién que utilizaremos en esta seccion.

3.11 Definicién. Sea n > 1, la [[\(P;)-uniformizacién (para el forcing Pr), es la sigu-
iente propiedad :
Para todo subconjunto A del plano, tal que A es un conjunto H}L, si{x:A, =0}el,
entonces existe una funcién boreliana f: R — R, tal que {z : f(x) € A,}° € I. Donde
A, =A{y: (x,y) € A}, las secciones verticales de A.

Se tiene una definicién andloga para ¥ (S)- uniformizacién.

3.12 Teorema. [[(S)-uniformizacién implica ZiH(S)—absoluticidad.

Demostracion. Probemos el teorema por induccion en n.
n = 1. Sea y := JaVyo(x,y, z) una Zé formula con pardmetros en V', donde ¢ es Z}
Veamos primero que V(z,,| = x = V = x, donde x4, es un real genérico de Sacks.
Sea a € RNV tal que

Vzgen| = F2Vyo(z, y, a)
y b que atestigua V[zge,] = Vyo(b, vy, a), por el lema 2.4 existe una funcién boreliana g
codificada en el modelo base y p € S tal que p IF §(Zgen) = b, asf si b es un real nuevo
en V{zgen, b es Sacks genérico sobre V', asi

V[mgen] ): vy¢(g<xgen>a Y, CL)
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Supongamos ahora que V' = VaJy—)(z,y, a), entonces V' = VeIy—p(g(z),y, a). Defi-
namos la relacién A = {(z,y) : ~¢(g(z),y, a)}. Por la []}(S)-uniformizacién existe una
funcién boreliana f tal que {x : (g(z), f(z)) € A}¢ € I3, sea B ={z : (g9(x), f(x)) € A},
luego B es boreliano, ya que su complemento es un conjunto contable, asi

V EVa(z € B= ~(g(x), f(2),a))

como —) es H} y B es boreliano, la férmula anterior es Hi también, usando como
parametros adicionales los codigos para las funciones f y ¢; asi por absoluticidad de
Shonfield

Vizgen] = Va(z € B = —p(g(), f(z), a))

Yy COMO Ty, €s S-genérico, no pertenece a ningin K € I3, en particular g, ¢ B¢,
asi 2gep € By por lo tanto

ViZgen B —0(9(gen), f(Tgen), @)

que es una contradiccion.
La otra direccion se sigue facilmente del teorema de absoluticidad de Shoenfield para
férmulas JT; (a). O
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