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Titulo en espanol
Clases elementales abstractas inducidas por clases Cotilting

Title in English
Abstract elementary classes induced by Cotilting classes

Abstract: An abstract elementary class (AEC) can be seen as the abstraction of
the essential features of the class of models of a first order theory. The structure of
an AEC starts to be relevant when we find examples inside common mathematical
structures. In this paper we analyze some AEC of modules.

Let R be an associative ring with unit, and N a R-module. We define * N={ A:
Exzt'(A,N)=0for all 1 <i < w}, and A <y B if and only if A C B (submodule)
and B/A € tN. We characterize when (*N,<y) is an AEC through algebraic
properties. We find a direct correspondence between algebraic properties of classes of
modules, and model theoretic properties of the induced AEC (+ N, <y). We analyze
the specific case when L+ is a cotilting class, because we will have that (*N, <y) is
a finitary AEC that admits closure, then we will gain some good properties related
with stability and categoricity.

We try to find algebraic properties in order to characterize others model theoretic
properties as the No-Galois Stability and when the closure induces a pregeometry.
We analyze some example of AEC of abelian groups. We analyzed deeply [1], [5]
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Introduccién

Este trabajo es basado en el articulo de Trlifaj, Eklof y Baldwin [1| donde anali-
zan la conexion entre las propiedades algebraicas y las propiedades modelo tedricas
de las clases elementales abstractas. Encuentran como caracterizar cuando (* N, <)
es un clase elemental abstracta por medio de propiedades algebraicas de los modulos.
Analizan méas profundamente el caso de los dominios de Dedekind, y muestran las
clases elementales abstractas se pueden caracterizar por medio de sus ideales maxi-
males. En el caso particular de los Grupos Abelianos se estudia cuando (*N, <y)
es estable . Cuando * N es un clase Cotilting, lograron ver (N, <y) siempre es una
clase elemental abstracta con amalgamacion, JEP y admite clausura. Esta tltima
propiedad nos permite relacionar los tipos de Galois directamente con su clausura.
Luego estudiamos el articulo [7] de Trlifaj, donde muestra que si *N es una cla-
se Cotilting entonces (1N, <y) tiene caracter finito, lo que nos permiti6 relacionar
estos articulos con la tesis de doctorado de M. Kesila [8], la cual esta dirigida al
estudio de las clases elementales Finitarias.

En este trabajo se hacen las demostraciones con méas detalle especificando mas
claramente cada argumento, y se modifican algunas pruebas del articulo. Por ejem-
plo:

El lema 2.0.32, el caso del ordinal sucesor.

El teorema 2.0.38, La existencia del nimero de Lowenheim Skolem.

El teorema 3.0.50 , 2 implica 3.

Se hacen explicitas las demostraciones del lema 4.0.61 y del lema 4.064.

Se muestran ejemplos particulares en el caso de los grupos abelianos, y se
prueba que la clausura forma una Pregeometria.

Las herramientas sobre modulos se encuentra en su mayoria en [4].

I1I



CAPITULO 1

Preliminares

Definicién 1.0.1. Sea R un dominio de integridad, es un dominio de Dedekind si
cumple alguna de las siguientes condiciones

1. Todo ideal de R es un R-mddulo proyectivo.

2. Todo ideal no nulo se puede factorizar como producto de ideales primos

Todo dominio de ideales principales es un dominio de Dedekind. Ademaés en los
dominios de Dedekind todo ideal primo es maximal.

Teorema 1.0.2. Para todo n > 1, existe un bifuntor Ext™(—,—) de la clase de
los R-mddulos en la clase de los grupos abelianos, contravariante en la primera y
covariante en la sequnda, tal que para cualquier sucesion exacta

0 y A > B C 0

Existen las siguientes sucesiones exactas largas

0 —— Hom(C,N) —— Hom(B,N) —— Hom(A,N) —— Euxt!'(C,N)

— Ext'(B,N) —— FEzt'(A,N) —— Ezt*(C,N) —— ...

0 —— Hom(M,A) —— Hom(M,B) —— Hom(M,C) —— Ext'(M,A) ——

Ext'(M,B) —— Ext'(M,C) —— Ext*(M,A) —— ...
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Este funtor mide la exactitud de la sucesiones exactas cortas y la longitud de las
resoluciones inyectivas y proyectivas del modulo.

Propiedades

e La sucesidén exacta

0 > A > B > C > 0
es separable si y solo si Ext!(C, A) = 0.

e Sea {A, : @ < k} una familia de modulos, entonces Ezt™ (€D
[I,.. Ext*(Aq, N)

Ay, N) =

a<k

o Ext'(Z/mZ,B) = B/mB

e Sea R es un dominio de Dedekind , y N es un R-mo6dulo entonces para todo
n > 2y para todo R-modulo A Ext"(A, N) = 0.

e Sea {A, : a < k} una familia de médulos, entonces Ext™(N,[], _. Ad) =
[I,-. Ext™(N, Ay)

Teorema 1.0.3. Sea N un R-mddulo. Para todo n > 1, existe un funtor Tor™(—, N)
de la clase de los R-modulos en la clase de los grupos abelianos, covariante tal que
para cualquier sucesion exacta

0 > A B C 0

Existe las siguientes sucesiones exactas largas

. — Tor*(C;N) —— Tor'(A,N) —— Tor'(B,N) —— Tor'(C,N)

———8 AQN — BN —— CQN —— 0

Definicién 1.0.4. Sea k un cardinal . Un mddulo M se dice < k presentado, si
existen i, A < Kk tal que

R —— R M 0

es exacta.

Definicién 1.0.5. Un R-mddulo a izquierda F es plano si el funtor —®Q F es exacto.
Es decir si

0 A s B C 0

es un sucesion ecracta,
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0 — AQF —— BQF —— C®F —— 0
es exacta.

Equivalentemente si Tor'(A,F) = 0 , para todo mddulo A. En un dominio de
Dedekind un modulo es plano st y solo si es libre de torsion.

Definiciéon 1.0.6. A es submddulo puro de B, (A C, B), si para cada mddulo
finitamente presentado F, el funtor Hompg(F, —) preserva la exactitud de la siguiente
sucesion eracta.

0 A B » BIJA —— 0

También se cumple que para cualquier R-modulo a derecha M
0 — M®A — M®B — M®B/A —— 0

es un sucesion eracta.

Definiciéon 1.0.7. FEl caso particular cuando R = 7, los numeros enteros, la nocion
de subgrupo puro coincide con la de submddulo puro. Se tiene que A es subgrupo
puro de B, si para todo n € Z, y para todo a € A, se cumple que si existe b € B tal
que nb = a, luego existe b € A tal que nb = a.

Definicién 1.0.8. Un mddulo N es inyectivo puro si dados mddulos A,B, tal que
A C, B, entonces Hom(i, N) : Hom(B, N) — Hom(A, N) es sobreyectiva.

Si N es inyectivo puro y es submodulo puro de M, entonces N es sumando directo
de M.

Definicién 1.0.9. N es un mddulo de Cotorsion si para todo médulo plano J Ext*(J, N)

0. En el caso de los dominios de Dedekind los modulos de Cotorsion son imdgenes
epimorficas de maodulos inyectivos puros.

1.0.1. Mé6dulos Proyectivos e Inyectivos

Definicién 1.0.10. Decimos que un R-mddulo P es proyectivo, si dados R-mddulos
A, By funciones g: A — B, sobre y f : P — B, existe una funcién h: P — B
tal que goh = f

Sea P un modulo proyectivo.

Propiedades

e Todo modulo libre es proyectivo

e Todo modulo proyectivo es plano.
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Todo moédulo proyectivo es sumando directo de un modulo libre.

El conjunto de los moédulos proyectivos P, es cerrado bajo sumandos directos,
y sumas directas.

Todo médulo es imagen epimorfica de un modulo proyectivo.

Ext' (P, A) = 0 para todo modulo A.

e En los grupos abelianos, un moédulo es proyectivo si y sélo si es libre.
e Homp(P,—), es exacto.

Definicion 1.0.11. La dimension proyectiva de M es el minimo n tal que Ext®(M, A) =
0, para todo modulo A y k > n+1. Si este n no existe decimos que la dimension pro-
yectiva es infinita. Es claro que si la dimension proyectiva es 0, entonces el mddulo

es proyectivo.

Lema 1.0.12. Todo mddulo plano es limite directo de modulos proyectivos.

Definicion 1.0.13. Decimos que un R-mddulo E es inyectivo, si dados R-mddulos A,
B y funciones g : A — B, inyectiva y f : A — E, existe una funcion h: B — E
tal que goh = f

Sea E un modulo inyectivo.
Propiedades
e Si R es un dominio, todo médulo inyectivo es divisible.

e FEl conjunto de los moédulos inyectivos Z, es cerrado bajo sumandos directos, y
productos directos.

e Todo modulo se puede encajar en un modulo inyectivo.

e Ext!'(A, E) =0 para todo modulo A.

e En los grupos abelianos, un modulo es inyectivo si y sélo si es divisible.
e Hompg(—, E), es exacto.

Definicién 1.0.14. La dimension inyectiva de M es el minimo n tal que Ext*(A, M) =
0, para todo modulo A y k > n + 1. Si este n no existe decimos que la dimension
yectiva es infinita. Fs claro que si la dimension inyectiva es 0, entonces el mddulo
es inyectivo.
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1.0.2. Moé6dulos Tilting y Cotilting

Definicién 1.0.15. e Generadores de N: Gen(N) es el conjunto de imdgenes
epimorficas de sumas directas de copias de N. Es decir A € Gen(N) si existe
un cardinal k tal que

N ) y A 0
es una sucesion exacta. Donde N, es la suma directa de k copias de N.

Gen(N), es cerrado bajo imdgenes epimorficas, sumandos directos, y sumas
directas.

Gen(R) = R — Mod. Pues todo mddulo es imagen epimorfica de un mddulo
libre.

e Cogeneradores de N: Cogen(N) es el conjunto de submddulos de productos
directos de copias de N. Es decir B € Cogen(N) si existe un cardinal s tal
que

0 >y B > NF
es una sucesion exacta. Donde N* es el producto directo de k copias de N

Cogen(N) es cerrado bajo submddulo y productos directos.

e Mddulos Presentados por N: Pres(N), A € Pres(N), si existe k, A cardinales,
tal que

NO .y NG . A

es una sucesion exacta.

~
(@]

e Mddulos Copresentados por N: Copres(N), B € Copres(N), si existe k, A
cardinales, tal que

0 > B s N* > N*

es una sucesion eracta.

e Add(N) es el conjunto de sumandos directos de sumas directas de copias de N.
A € Add(N) si existe un cardinal K y

0 K y N y A > 0
es una sucesion exacta y separable.

e Prod(N) es el conjunto de sumandos directos de productos directos de copias
de N.B € Prod(N) si existe un cardinal K y

0 > B > NP » K > 0

es una sucesion exacta y separable.
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e Se cumple que Add(N) C Pres(N) C Gen(N)
e Se cumple que Prod(N) C Copres(N) C Cogen(N)

Definicién 1.0.16. Un mddulo P es un generador proyectivo si Gen(P)=R-Mod y
P es proyectivo.

Definicién 1.0.17. Un mddulo E es un cogenerador Inyectivo si Cogen(E)=R-Mod
y E es inyectivo.

Los moédulo Tilting y Cotilting generalizan la nocién de generador proyectivo,
cogenerador Inyectivo.

Definicién 1.0.18. Un R-mddulo N es Tilting st

e Tiene dimension proyectiva 1. Es decir Ext™™ (N, A) = 0 para todo A, y para
todo n > 1.

e Ext'(N,N®)) =0, para todo k, (Gen(N) C N*)
o FExisten mddulos Ny, Ny € Add(N) tal que

0 R N() Nlﬁo

es una sucesion eracta.

Lema 1.0.19. N es un mddulo Tilting si y solo si Gen(N) = N*+. Luego N* es
cerrado bajo imdgenes epimorficas y sumandos directos.

Definicion 1.0.20. C es una clase tilting, si existe un mddulo tilting N tal que
C=N-".

Definicién 1.0.21. Un R-mddulo N es Cotilting si

o Tiene dimension inyectiva 1. Es decir Ext"™ (A, N) = 0 para todo A, y para
todo n > 1.

e Ext!(N* N) =0, para todo x, (Cogen(N) C+N)
o FLzisten mddulos Ny, Ny € Prod(N), y W un cogenerador inyectivo tal que

0 NO > Ny y W —— 0

es una sucesion eracta.

Lema 1.0.22. N es un mddulo cotilting si y sélo si Cogen(N) = +N. Luego N es
cerrado bajo productos directos y submodulos.

Definicion 1.0.23. C es una clase cotilting, si existe un mddulo cotilting N tal que
C=N.



CAPITULO 2

(tN, <y) como una Clase Elemental
Abstracta

Definicion 2.0.24 (Clase elemental Abstracta(CLEA)). Una clase de T-estructuras
(K, <k), es una clase elemental abstracta si IKC y la relacion binaria <y sobre K son
cerrados bajo isomorfismos y satisfacen las siguientes condiciones

1. Si M <x N entonces M C N
2. <k es un orden parcial sobre IC

3. 8t (A; i <) es una <g-cadena creciente continua entonces :

(0) Ups As€ K
(b) Para cada j < 0 se cumple que A; <gJ, 5 A
(¢) Sicada A; <k M, M € K entonces | J,_; Ai<x M

<4
4. S1AB,CeK, A< C,B<gC and A C B entonces A <xg B

5. Existe un nimero de Lowenheim-Skolem LS(K) tal que si A C B € K, existe
Ae K con ACA <k By |A|<|Al+ LS(K)

Definicion 2.0.25 (<-cadena creciente continua). (A4; : i < 0) es una <g-cadena
creciente continua dado que A; € K y A; <k Aijvq para todo 1 < 6 y A; = Uj<i A,
para todos los ordinales limites 1 < 6.

Definiciéon 2.0.26. Una funcion f : N — M es una inmersion fuerte si es inyectiva

y f(M) =g N

Definicion 2.0.27. Sea R un anillo conmutativo con unidad y N un R-mddulo a
derecha, entonces definimos (N, <y) como:
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o *N ={A: Ext'(A,N) =0 para todo 1 <i <w}
e A<y Bsiysilosi ACByB/AetN

Algunas Propiedades de (*N, <y)

1. +N es cerrado bajo sumas arbitrarias, es decir si M; € N entonces D,_o M; €
N. Ya que Ext'(@,_, M;, N) = [[ Eat'(M;, N)

2. LN es resolvente |resolving], si

0 M > N > L > 0

es un sucesion exacta y N, L. € t N, entonces M € + N

3. Si

0 > M > N > L 0

es una sucesion exacta y M, L € * N, entonces N € N

Definicién 2.0.28. Sea C una clase de mddulos. Una C-filtracion de un mddulo
A es una cadena creciente continua (A; 1 i < X\) de submddulos tal que Ay = 0,

Air1/A; € C parai < A

Definiciéon 2.0.29. Sea N un R-mddulo y k un cardinal. Un (k, N)-refinamiento de
longitud X es un cadena continua (A; : i < \) de submddulos de A tal que Ay =0,
Aay1/Aa € TN y |Aas1/Ad| < K para todo a < .

Definiciéon 2.0.30. Sea (I, <) un orden parcial tal que que para todo i,j existe k >
i,j . Un conjunto de mddulos y homomorfismos (A;, 7, : A; — Aj,i < j) donde 1,j
€ I, es un sistema directo si T, = Tjr 0T (1 < J < k).

A es limite directo de (A;, 7;5,1 < j) si existen 7, : A; — A para cada i € I, tal
que T, = T; o T;;, 1<J, y para cualquier B para el cual existan o; : A; — B tal que
0; =007 existe p: A — B tal que 0, = p o

2.0.3. Teorema Principal de Clasificacién

Teorema 2.0.31. (* N, <y) es un CLEA si y sélo si es cerrada bajo limites directos
de homomorfismos y admite un (k, N)-refinamiento.

Demostracion: Sean A,.B € *N

e 1.Si A<y Bentonces AC B :

Esto es inmediato por la definicion de <.
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e 2. <y es un orden parcial sobre V.

Debemos ver que < es reflexiva, transitiva, y antisimétrica

1. Reflexiva: AC Ay A/A = 0,0 € LN entonces A <y A

2. Transitiva : Si A <y By B <y C,entonces AC B, BCC.Asi ACC,
pues ser submédulo es una relacion transitiva.
Ademas

0 — B/A —— C/A -2 C/B —— 0
Donde i(b+[A])=b+[A], p(c+[A])=c+[B].

Claramente i es inyectiva, p es sobreyectiva y Im(i)= Ker(p). Luego es
una sucesion exacta corta. Como B/A | C/B € 1N entonces C/A € tN

Asi A<y C
3. Antisimétrica: Si A <y By B <y A, entonces A C B, B C A. Luego
A=B.

e 3.5i (A, :i <) es una <y-cadena creciente continua entonces :
1. U5 Ai €N

Demostracion: Queremos ver que Ext'({J;,_s A, N) =0, i< w
Lo probamos por inducciéon sobre i.
Para i=1.

Sea A={J,_s
exacta corta

A;. Sabemos que Ezt'(A, N)= 0 si y solo si toda sucesion

0 s N — 0 5 A s 0

se separa, es decir si existe 5: A—B tal que mo § =idy .

Para probar la existencia de  vamos a definir una cadena de homomor-
fismos S, : A, — B tal que mo S,=id4,,.

Lo construimos por induccion sobre «.

Para o = 0: Ag = 0, entonces Sy = Ay — B es el homomorfismo trivial.

Supongamos que ya construimos la cadena de homomorfirmos hasta « y
queremos definir (3,1. Por hipotesis A, € LN, entonces Ext'(Ayy1, N)=
0. Ademas

0 N L 7T71(Aa+1) L) Aa+1 — 0

es una sucesion exacta, ya que N= Ker(r)= Ker(r|m !(A,41)). Se sigue
que la sucesion es separable. Asi, existe o : A,y.1 — B tal que 7o
o=idy,,,. La funcién o no necesariamente extiende a 3., pero si cumple
que 7 o 0|4, =ida,. Entonces, existe un homomorfismo 6 : A1 — N,
el cual cumple i 06 = 8, — 0a,.

Como Ext'(Ayi1/Aq, N)= 0, entonces existe 6 : A,y —> N tal que
0|4, = 0. Asi, definimos [,+1 =0+ (i06'), y cumple:
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— Basila, =0la, + (000 aa= Pa — (i00) + (i 0 8)= B,.

— mo 6a+1:idAa+1
Suponga a es un ordinal limite, definimos 3, = |J,., fi- Por hipétesis
de induccion las §; : A; — B forman una cadena de homomorfismos
y cada una cumple 7w o ; = id4,. Por lo tanto, 5, : |J,_,Ai — By
o B =1idy,_, A
Entonces definimos 3 = 35 y Ext'(A, N)= 0
Caso sucesor: Suponga que se cumple para m y veamos que se cumple
para m-+1.

i<«

Sabemos que todo modulo se puede encajar en un modulo inyectivo.
Luego existe X inyectivo en el cual N se puede encajar. Construimos la
siguiente sucesién exacta

0 y N —— X —"5 X/i(N) —— 0

Sea Y = X/i(N)
obtenemos la sucesion exacta larga inducida:

. —— Ext'(Api1/Aa, X) —— Ext'(Api1/As,Y) ——
Ext™ (Agi1/Aa, N) —— ...

Para a < 0.

Como Ani1/As € tN, entonces Ext™(Ayi1/Aq, N) = 0, y al ser X
inyectivo tenemos que Ext'(Aoy1/Aa, X) = 0. Asi, Ext'(Aqs1/As,Y) =
0 para todo 1 < i < w.

Por hipotesis de induccion Ext™(A,Y) =0, y Ext™ (A, X) = 0 por la
inyectividad de X.

. —— Ezt™(AY) —— Ext™'(A,N) ——

Ext™ (A X) —— ...

Entonces Ext™ (A, N) = 0.
Por lo tanto A € *N

. Para cada j < 0 se cumple que A; <y J;_5 A

Demostracion: Sea A=J,_s Ai, queremos ver que A/A; € LN,

Debemos notar que A/A; = Ui<j A;/A;. Por hipotesis A; <n A; para
i < j, luego A;/A; € tN.

Claramente (A;1/A;)/(A4;/A;) = Aj1 /A, ast (Aj11/A)/(A;/A;) € EN
v (A4;/A;) <~ (Aj+1/A;). Aplicando el resultado anterior tenemos que
Ui, Aj/Ai € N. Se sigue que A/A; € N, asi A; <y A O
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3. Sicada A; <y M, M €+ N entonces |

i<d Ai =y M

Lema 2.0.32. Dado que A; <y M, M € K entonces Uz<5 A; <Ny M, si
y s6lo si N es cerrado bajo limites directos de homomorfismos.

Demostracion: Suponga ~N es cerrado bajo limites directos de homo-
morfismos. Sea (A; : i < ¢) una <y-cadena creciente continua con A; <y
M para todo i. Queremos ver que A <y M, es decir que M/A € 1t N.
(M/A;, fij + MJA; — M/A;j),i < j) i,j < w, donde fi;(m + [A;]) =
m + [A;] esta bien definida pues A; C A;,i < j. Es un sistema directo de
homomorfismos pues fix = fi;j o fjx-

Veamos que M /A es el limite directo de este sistema.

Definimos f; : M/A; — M /A | fi(m+]A;]) = m+[A], esta bien definida
pues A; C A, y se cumple

— fi=fjo [y
— Si para B existen o, : M/A; — B tal que 0; = 0; o f;;, entonces
existe ¢ : M/A — B, definida como ¢(m + [A]) = o1(m + [A4]), la
cual cumple que o; = ¢ o f; para todo i.
Asi M/A €N,y A<y M.
Ahora supongamos que : Si A; <y M, M € K entonces | J,_; A; <y M.
Queremos probar que *N es cerrado bajo limites directos. Es suficiente
mostrarlo para sistemas directos de homomorfismos donde I es un buen
orden, I=(0, <) donde o es algtin ordinal. Sea C = (A,, fop,a < f < 0)
un sistema directo, donde A, € +N para todo o < . Tenemos dos casos

— o0 es un ordinal sucesor:
Veamos que A,_1 es limite directo del sistema dado.
Definimos f, = fao—1 : Aa — A,_1, las cuales cumplen que f, =

fao fap Para a < 3, pues foo—1 = fgo—1 © fap. Ademds si para

C existen 7, : A, — C tal que 7, = 73 o f,3, entonces existe
¢ =1T,1: As_1 — C, la cual cumple que 7, = ¢ o f, para todo
a<o.
Por hipotesis A,_; € T N. Asi el limite directo de este sistema esta
en N

— o0 es un ordinal limite:
Sean B = (B,., Aa) y L el limite directo del sistema dado, este tiene

una presentacion canoénica. L = B/S, donde S es un submoédulo de
B generado por todos los elementos de la forma z,5 = Ago fag(m) —
Aa(m),m € Ay y Ao 1 Ay — B, a < 0 son los morfismos canonicos.
Definimos S, = (zag, @ < § < 7), el submo6dulo generado por los
Zap. Notemos que S, =S,y S, C S,41

Probamos por induccién sobre ¥ < o que S, € *Ny B/S, € *N
y=1:8 = (xoo), Yy Too = 0. Asi S, =0 € tN y B LN, ya que
LN es cerrado bajo sumas directas arbitrarias.
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~ es un ordinal sucesor:
Definimos ¢, : Ay, — @7_1@[@ A,
% Gol(a) = Ao—1(fao—1(0a)). Para a < 7
% Jal(ta) = Aalaq). Paray —1<a <o
Por la propiedad universal de la suma directa existe un homomorfis-
mo
9:B— D, 1c0co Aa, tal que go Xy = go.
La funcién g es claramente sobre, y ademéas Ker g= S,
Ast B/S, = D, 1.4, Ao es suma directa de elementos de LN,
entonces B/S, € *N

Consideremos la siguiente sucesion exacta

0 Sy B » B/S, —— 0
Como B, B/S, € *N y * N es resolving entonces S, € * N
~ es un ordinal limite :
Por la hipotesis de induccion, para todo o < v se cumple que S, €
LNy B/S, € *N. Definimos la siguientes sucesiéon exacta

0 — Sat1/Se —— B/Sy —=— B/Sas1 —— 0

Para a < 4.

Como B/Sy y B/Sai1 € N, entonces Sqy1/S, € TN.

Luego (S, : a < 7v) es una <y-cadena creciente continua, la cual
cumple S, <y B para todo a < 4. Asi | € +N por un resultado
anterior y an S, <n B por hipotesis.

Como o es un ordinal limite se tiene que |J,., So <n B, entonces
B/(UpyeySa) €Ny L2 B/(U,-, Sa), Asi L € *N.

a<y

O
e 4. 81 A,B,Ce+tN, A<y C,B <y C and AC B entonces A <y B Conside-

remos las siguiente sucesion exacta
0 — BJ/A —— C/A -+ C/B — 0
Como C/A y C/B € 1N, entonces B/A € +N. Pues 1N es resolvente.
Asi A <y B.
e Existe un niimero de Lowenheim-Skolem LS(+N) tal que si X C A € 1N,
existe /€ 1N con X C A" <y Ay |A|<|X|+ LS(N).

Usaremos el conocido lemma de Hill para probar que bajo las hipotesis dadas
existe el nimero de Lowenheim-Skolem.

Lema 2.0.33. (Lema de Hill)[}, 4.2,6]. Sea k un cardinal regular infinito.
Suponga que A admite una C-filtracion (A, a < o) donde C es un conjunto
de mddulos < k-presentados. Entonces existe una familia F de submodulos de
A=A, tal que
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1. A, € F para todo a < o
2. Sea B C C, tal que B,C € F. Entonces existe una C-filtracion de C'/B

3.5 B e FyX CAcon|X| <k, enlonces eziste By € F tlal que
BUX C By y By/B es k-presentado

Demostracion: Por hipotesis tenemos que existe k > |R| + N, tal que si A €
LN entonces tiene un (k, N)-refinamiento (A,,a < o) . Este refinamiento
genera un una C-filtraciéon donde C es la clase de los modulos < & -presentados.
Asi podemos aplicar el lemma anterior para x*, pues todo cardinal sucesor es
regular.

Se sigue que existe F una familia de submo6dulos de A con las propiedades
descritas en el lemma . Si B,C € F, con B C (C, entonces por 2. existe una
C-filtracion de C'/B, en especial un + N- filtracion. Asi C/B € *N,y B <y C.
Es decir, si B C C en F entonces B <y C. En especial B <y A, para todo
B € F. Tenemos que X C A, podemos escribir X=J,__ X, donde | X;| < ky
| X|=o0.

Construimos por inducciéon usando la parte 4. del Lemma de Hill la siguiente
(Al < o):

<o

— A =0
~ A eF,y X;UACA

i+1
— A}, /A} es < K presentado.

Asi A’ = Al , y cumple las condiciones deseadas.

También se tiene que si (N, <) tiene nimero de Léwenheim-Skolem LS(+N) =
k y LN es cerrado bajo limites directos entonces si A € TN tiene un (k, N)-
refinamiento.

Sea X un conjunto de R-generadores de A.
Tomamos Ay = 0.

Supongamos que A, esta construido, tomamos ©* € A — A,, Sabemos que
AJA, €N,y (Ay+2R)/A, C A/A,. Luego existe A,y1, tal que A, + 2R C
Aai1, Aar1/Aa € N y |Aui1/As]l < |(Aa + 2R)/AL| + K, ya que existe el
nimero de Lowenheim-Skolem .

Definimos
f:(Aa+2R)/As — zR/(Aa NzR)

flag +ar+ Ay) = f(ar+ A,) = xr + (Aa Nz R).

Suponga que f(a, +2r + Ay) = 0,21 + (Au Nz R) = 0, luego ar € (A, NxR),
en especial xr € A,. Asi, a, +2r+ A, = 0y la funcién es inyectiva. Ademas es

claramente sobre, luego es un isomorfismo, y [(zR/(A, NzR)| < |zR| = |R| <
K. ASi; ‘AaJrl/Aal < K.
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Como Ay, v Aat1/Aa € TN, entonces A,y € TN

Para un ordinal limite A, Definimos A, = UB</\ Ag. Asi, Ay € TN y como
es cerrado bajo limites directos Ay <y A, y A/A\/ € LN, y construimos un
(k, N)-refinamiento.

[]

]

2.0.4. Un caso particular

N es un Médulo Inyectivo-puro

Lema 2.0.34. Sea (A;, 7,5 : A; — Aj,i < j) un sistema directo de mddulos y L su
limite. Consideremos la representacion candnica

0 — K — (P, As) —— L 0

a<lo

Entonces 7 es un epimorfismo puro. [4, 1.2.7]

Lema 2.0.35. Un mddulo F es plano st y solo si es limite directo de modulos pro-
yectivos.

Lema 2.0.36. Dado N* un mddulo inyectivo puro, entonces J ={A : Ext'(A, N*) =
0} es cerrado bajo imdgenes de epimorfismos puros.

Demostracion: Sean A € J y m: A — C un epimorfismo puro, entonces Ker(mw) C,
A. Dada la sucesion exacta

0 —— Ker(m) L, 425 C > 0

induce la sucesion exacta larga

Hom(f,N*)

. — Hom(A, N*) Hom(Ker(m), N*) —— Euxzt'(C, N*)

—— Ext'(A,N*) —— ...

Como N* es un modulo inyectivo puro entonces Hom(f, N*) es sobrey Ext*(A, N*)

0. Asi Ezt'(C,N*) = 0.
[l
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Lema 2.0.37. Sea A C B. A C, B, si y sdlo si para todo 0 <m < w, 0 <n < w,
y para todo R-sistema de ecuaciones S = (3;_, rijz; = a;)(i <m) en las variables
(xj)(j <m) cona; € A(i <m) yry; € R(i <m,j <n) con soluciones en B, tiene
soluciones en A.[4, 1.2.13]

Teorema 2.0.38. : Si N es un mddulo inyectivo puro, entonces (*N,<y) es una
clase elemental abstracta. Ademds, si (1N, <y) es una CLEA entones N es de co-
torsion.

Demostracion: Sea N un moédulo inyectivo puro, debemos ver que *N es cerrado
bajo limites directos y existe LS(+N).

Cerrado bajo limites directos Sea (A4;,7;; : A; — A;,i < j) un sistema directo
de modulos en N, dado que (,_, Aa) € N, por el lema anterior bastara ver
que *N es cerrado bajo imagenes de epimorfismos puros.

Sea f : M — D un epimorfismo puroy M € *N. Sabemos que para todo i > 0
existe NV; un modulo inyectivo puro tal que Ext'(B,N) = Ext'(B, N;), [4,2.2.7 y
3.2.10] para todo B. Luego, para todo i se tiene que Ext'(M, N) = Ext'(M, N;) = 0,
pues M €t N. Ademas, J={A : Ext'(A, N;) = 0} es cerrado bajo imagenes de
epimorfismos puros entonces Ext' (D, N;) = 0y asi Ext'(D, N) = 0 para todo i, y
Det N

Por lo tanto N es cerrado bajo imagenes de epimorfismo puros y asi bajo limites
directos.

Lowenheim-Skolem Sea xk = |R|+ 8y, A € 1N, y X C A. Queremos encontrar
A <y A tal que X C Ay |A| < |X]|+ k.

Construiremos A’ por induccion.

Sea Aj = (X). Supongamos que ya construimos A, tal que X C A}, |A}] <
| X|+ K. Sea S = (3., riyz; = a;)(i < m) un R-sistema de ecuaciones. Escogemos
Al como el médulo generado por A; y las soluciones en A de los R-sistemas de
ecuaciones con a; € AL, (i < m).

Como k = |R| + Vg, y |A]| < |X|+ & entonces |4} ;| < |X|+ k. Definimos
A" = ;. A Es claro que dado S = (3_;_, rijz; = a;)(i < m) un R-sistema de
ecuaciones con a; € A’ existe j < w tal que a; € A. Luego, las soluciones en A
de este sistema estardn en A ,, y por lo tanto en A’. Asi, por uno de los lemas
anteriores tenemos que A’ C, A. Ademas, |A'| < |X|+ k.

Consideremos la siguiente sucesion exacta

0 v A L 4 y AJA —— 0

e induce la siguiente sucesion
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Hom(f,N)

. —— Hom(A,N) Hom(A',N) —— Euxt'(A/A’,N)

— Ext'(A,N) —— ...

Como A’ C, Ay N es inyectivo puro, entonces Hom(f, N) es sobre y como Ext'(A, N) =
0, pues A € LN, entonces Ext!(A/A', N) =0y A’ < A.

Suponga que (* N, <y) es un CLEA.

Por [4,1.2.16] todo médulo plano F es limite directo de mddulos proyectivos.
Como el conjunto de los moédulos proyectivos esta contenido en N y + N es cerrado
bajo limites directos, entonces F' € * N, y asi N es de Cotorsion.

]



CAPITULO 3

Propiedades Generales de(+N, <y)

3.0.5. Amalgamaciéon

Definicién 3.0.39. Sea (K, <k) una clase elemental abstracta decimos que tiene la
propiedad de Amalgamacion, si dados A,B,C € K con f:A— Byg: A—C
inmersiones elementales, existe D € K yh: B — D , j: C — D inmersiones
elementales tales que ho f = jog.

Se dice que tiene la propiedad de Amalgamacion disyunta si h(B) N j(C) =
h(f(A)) = j(g(A))
Definicién 3.0.40. Sea (K, <x) una clase elemental Abstracta decimos que tiene

la "Joint Embedding Property”, si dados A, B € K existe C € K tal que A < C
B =<y C
Lema 3.0.41. Si (1N, <y) es una clase elemental Abstracta entonces tiene la pro-

piedad de Amalgmacion Disyunta.

Demostracion: Sean A, B,C € *N, tal que A <y B A <y C. Sea D el pushout de
By C sobre A. Tenemos la siguiente exacta corta

0 y A3 B "4 B/JA ——0

y el siguiente diagrama.

0 A"y B "4 B/JA —— 0
izl jll z’dl
0 c-2,D -2 B/A—50

Como D es el pushout, sabemos que D = (B @ C)/T, donde T' = {(z, —z) : © € A}
y existe j1 : B — D, j1(b) = (b,0)+ Ty jo : C — D, ja(c) = (0,¢) + T las cuales
cumplen que j; 04 = j5 0 .

17
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Sea m: B — B/A la proyeccion y f : C' — B/A definida como f(c) = 0, para
todo ¢ € C, estas funciones cumplen que 7 oy, = f oiy. Por la propiedad universal
del pushout existe ¢ : D — B/A, tal que ¢ ojo = 0y ¢oj; = w. y definimos
o((z,y)+T) = x4+ A.Ademas ¢ es sobre, pues tomando b+ [A] € B/A tenemos que
existe b € B tal que 7(b) = b+ [A] ya que 7 es sobre, como ¢ o j; = , entonces

b+ [A] = ¢(j1(b)).

Es claro que jy, j» son inyectivas .Veamos que Im(js) = Ker(¢).
6((0,¢) +T) = 0, luego Im(jr) € Ker().

Sea (b,c) + T € D tal que ¢((b,c) +T) = b+ A = 0, entonces b € A, y
(bye)+T = (0,b+c)+ T € Im(js). Luego Ker(¢p) C Im(js)

Como B/A € 1Ny C € +N entonces D € L N. Como el diagrama es conmutativo
tenemos que D/C = B/A. Asi C <y D.

Anéalogamente probamos que B <y D.

Veamos que j1(B) N j2(C) = j1(A). Sea d € j1(B) N jo(C), luego existe b € By
c € C tal que ji(b) = dy ja(c) = d. Ahora, ¢(d) = ¢(j1(b)) = 7(b) = b+ [A], pero
también ¢(d) = ¢(j2(c)) = 0, entonces b+ [A] =0,y b € A. Asi, d = j1(b) € j1(A).

Por lo tanto, cumple la propiedad de amalgamaciéon disyunta. O

Corolario 3.0.42. Si (* N, <y) es una clase elemental Abstracta entonces tiene la
"Joint Embedding Property".

3.0.6. Clausura

Definicion 3.0.43. Sea (KC, <k) un clase elemental abstracta. Sea X C L € K y
cp(X)={M : X C M <k L}. Decimos (K, <k ) admite clausuras si clp(X) < L.

Definicion 3.0.44. Sean A, B mddulos arbitrarios , decimos que A <' B si y solo
si BJA€+N

Notemos que en la definicién anterior no necesariamente se cumple que A, B €
LN. Ademés si A <’ yB entonces A € N siy solosi B € LN,

Lema 3.0.45. Supongamos que (*N,<y) es una clase elemental abstracta que ad-
mite clausura . Sea M un mddulo, X un subconjunto de M y scp(X)=[{Q : X C
Q <y L}. Entonces scp(X) <y L

Demostracion: Sabemos que todo modulo es imagen epimorfica de un modulo libre.
Asi, existe F un médulo libre, y 7 : FF — L un epimorfismo.
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Sea Q tal que X C Q <y L, ig: Q — L la inclusiéon, y P el pullback de 7
y tg. Luego existe p; : Py — Q y p2 : Pp — F, las cuales cumplen que ig o p1—
0 Po.

Veamos que Po={(l, f) e LA F:le Qyn(f)=1}conpi(l,f)=1lyp(l, f)=f

Primero veamos que ig o p;— m 0 pa:
Z.Q Opl(l7f) =1l= 7T(f) = WOpQ(l,f).
Ahora veamos que cumple la propiedad Universal para Pullbacks:

Suponga que existe R un méduloy f; : R — @ , fo : R — F que cumplen
igo fi=mo fa

Definimos g : R — Pg, g(r) = (fi1(r), f2(r)). Claramente pjog = f1y p2og = fo.
Luego Fg es el Pullback.

Induce el siguiente diagrama:

0 y Pp 2 F 5 L)Q —— 0

S

0 s Q 2L P L)) —— 0

Debemos ver que las sucesiones son exactas, y el diagrama conmuta.

Sea p: L — L/Q la proyeccion

Veamos que py es inyectivo: po(ly, f1) = pa(lo, f2), entonces f1 = f =2y 1} =
m(f1) = 7(f2) = lo.

Como p y 7 son sobre, entonces p o m también es sobre. Ademas Im(py) C

Ker(pom), pues pon(pe(l, f)) =pon(f) =p(l) =0 pues | € Q Luego la sucesion
de arriba es exacta.

En la sucesion de abajo es claro que ig es inyectiva, p es sobrey Im(ig) C Ker(p).
El diagrama conmuta pues Py es el pullback y ig o py= 7o ps.

Como @ <’y Ly F es proyectivo entonces L/Q, F € L N. Ademas, dado que * N
es resolvente entonces Py € N y se tiene que F/py(Pg) = L/Q. Luego po(Pg) <y F

Sea Q={Q: X CQ <y L}

Queremos ver que py(Pic,(x)) = [{p2(Pg) : X C
[ € pa(Pacy(x)) siy solosi w(f) € sc(X) = {Q : X
f € pa(Pg), para Q € Q.

Por hipotesis (N, <) admite clausuras, como ps(Psc, (x))=({p2(Pg) : p2(Pg) <n
F}, entonces pa(Pac, (x)) <N F. Asi F/pa(Pac,(x)) = L/scp(X) y ser(X) <y L. O

Definicién 3.0.46. Decimos que una clase C de maodulos admite cubrimientos si
para todo M, R-mddulo existe f € Homg(C, M), con C € C, tal que para todo C' €

Q <N L}. Tenemos que
C @ <y L} y siy solo si
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C, Homg(C', f) : Homg(C',C) — Hompg(C", M) es sobre. Ademds si fog = f,

implica que g es un automorfismo para todo g € End(C).

Lema 3.0.47. Una clase C de mddulos es cotilting si y solo si C es resolvente,
admite cubrimientos, es cerrada baja productos directo y sumas directas, y C+C T
para algin n.

Lema 3.0.48. (1N) es cerrado bajo submddulos si y solo si N tiene dimension
nyectiva < 1

Demostracion. Suponga que (-N) es cerrado bajo submodulos. Sea M un modulo,
existe P un modulo libre tal que M es imagen epimorfica de P. Induce la siguiente
sucesion

0 —— Ker(m) P> M > 0
Asi, tenemos la siguiente sucesion exacta larga
. —— Ezt'(Ker(w),N) —— Ezt'™"'(M,N) —— FEzt""'(P,N) —— ...

Como P es libre, P € - N, y por la hipotesis Ker(w) € LN, entonces Ext™ (M, N) =
0 para todo ¢z > 1.

Ahora supongamos que N tiene dimension inyectiva < 1. Sea A € *N, y B un
submodulo de A. Tenemos la siguiente sucesion.

0 > B A » A/B —— 0

Induce la siguiente sucesion exacta larga
. — Ext'(A,N) —— Ext'(B,N) —— Ezt'"'(A/B,N) —— ...

Como Ext'(A,N) = 0yExt'""'(A/B, N) = 0 para todo i > 1, entonces Ext'(B, N) =
0 para todo i > 1y B € *N. Asi es cerrado bajo submodulos.

]

Lema 3.0.49. Sea C una clase de maodulos cerrada bajo productos directos. Si C es
cerrada bajo submddulos puros, entonces C admite cubrimientos. [4,4.5.21]

Teorema 3.0.50. Sea N un R-mddulo con dimension inyectiva < 1. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. (*N,=<y) es una clase elemental abstracta que admite clausura
2. LN es cerrado bajo productos directos.

3. N en un clase Cotilting.



CAPITULO 3. PROPIEDADES GENERALES DE(L N, <y) 21

Demostracion: 1. implica 2.: Supongamos que (tNN, <y) es una clase elemental
abstracta que admite clausura, es decir para cada X C L € N, se tiene que
clp (M) <y L, y suponga que N no es cerrado bajo productos directos. Asi, existe
un cardinal k y M, € *N, para todo a < & tal que [loe. Mo & L N. Escogemos
el cardinal méas pequeno tal que M = Ha<'y M, ¢ +N. Es claro que 7 debe ser un
cardinal infinito, pues si fuera finito el producto coincidiria con la suma directa, y
LN es cerrado bajo sumas directas.

Definimos P,={p € M : m5(p) = 0, para todo 8 < a}, luego M/P, = [],_, Mp,
y M/P, € +N, por la minimalidad de .

Asi, P, <y M. Dado que (*N,<y) admite clausura, podemos aplicar el lem-
ma anterior y tenemos que [, Pa <y M, luego M/, , Po € ~N. Ademas,
Noer Pa =0,y M= M/(._. P, entonces M € - N. Contradiccion.

aly T o a<y

2. implica 3. Asumamos que * N es cerrado bajo productos directos. Queremos
ver que N es una clase Cotilting.

Ya sabemos que ~ N es resolvente, es cerrada bajo sumas directas, y por hipotesis

bajo productos directos. S6lo nos queda ver que admite cubrimientos y que (N )LQ
yA

e Veamos que (LN)L C Z,(Modulos inyectivos < 1). Sea M € (LN)L, luego
para todo T € + N se cumple que Ext!(T, M) = 0 para todo i < w. Sabemos
que cualquier moédulo A es imagen epimorfica de un moédulo libre P, e induce
la siguiente sucesion:

0 —— Ker(m) P—"5 A 0

y obtenemos

. — Ezt'(Ker(n),M) —— Exzt""'(A,M) —— Ext""™Y(P,M) —— ...

Por hipotesis N tiene dimension inyectiva < 1, luego *N es cerrado bajo
submoédulos. Como P € LN por ser proyectivo, entonces Ker(m) € LN y asi
Ext'(Ker(w), M) =0y Ezt'™ (P, M) = 0. Entonces Ext™"(A, M) = 0, para
todoi>1y M € Z; como queriamos ver.

e Veamos que admite cubrimientos:

Bajo nuestras hipotesis * NV es cerrado bajo submoédulos y productos directos,
en especial bajo submodulos puros. Asi, admite cubrimientos.

3.implica 1. Asumamos que N es una clase Cotilting, entonces existe un mo-
dulo Cotilting C, tal que *N=*C, los modulos Cotilting son inyectivos puros, luego
(+C, <) es una clase elemental abstracta y (* N, <y) también lo es.

Queremos ver que (-N, <y) admite clausuras.
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Sea X C M € LN. Consideremos las funciones ¢q : M/clpy(X) — M/Q,
para cualquier modulo en {Q : X C Q <x M}, tal que ¢(m + clpy (X)) = m +
Q, claramente ¢¢ es inyectiva. Como *N es cerrado bajo submodulos, entonces
M/clpy(X) € *N y ademas M € LN, luego clp(X) € TN y clpy(X) <y M.

O
Propiedades de la Clausura

1. X Cely(X)

3. Caracter finito: clp (X) = U{X": X' Cpp, X}

Se tienen por la forma en la que fue definida la clausura.

3.0.7. Tipos de Galois

En teoria de Modelos de primer orden se define el tipo sintactico de a sobre
B como el conjunto de formulas con parametros en B que satisface a. Cuando la
teoria en la cual estamos trabajando es completa podemos asegurar la existencia del
modelo monstruo C en el cual tp(a/B) = {c :existe f € Aut(B/C), f(a) = c}.

En (K, <) una clase elemental abstracta, los tipos de Galois seran definidos
como clases de equivalencias, pero si (I, <) satisface la propiedad de amalgamacion
podremos garantizar la existencia de un modelo con ciertas propiedades, de tal forma
que de nuevo podamos ver los tipos como 6rbitas de automorfismos.

Definicién 3.0.51. 1. M es un modelo p-homogéneo, si para todo N <x M, y
N e K, [N'| < u, y N <k N, existe una K-inmersion, de N' en M sobre N.

2. M es un modelo fuertemente pi-homogéneo si es pi-homogéneo y dados N, N' <
M, tal que |N'| < p y |N| < p. Todo isomorfismo f de N en N' se puede
extender a un automorfismo de M. M se dice fuertemente homogéneo si es
| M|-fuertemente homogéneo.

Lema 3.0.52. Suponga que (K, <) tiene la JEP, si M es un modelo p-homogéneo
y N e K y|N|<u, entonces existe una KC-inmersion de N en M

Lema 3.0.53. S@ M, y M, tienen cardinalidad p y ambos son p-homogéneos, con
> (LS(K)), entonce My = M.

Teorema 3.0.54. Suponga que (K,<f) tiene amalgamacion. Si pux<F* = px, y
px > 2SR “entonces existe un modelo M de cardinalidad p* el cual es fuertemente
homogéneo. [2,8.5]
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Definicién 3.0.55. FEl winico modelo bajo isomorfismo fuertemente homogéneo de
cardinal px, con pux<F* = px, y px > 205K EFs M,y es llamado el modelo mons-
truo.

Definicion 3.0.56. Sea (K, <k ) una clase elemental abstracta con la propiedad de
amalgamacion y la "Joint Embedding Property”

1. Sean M,N € *N y consideremos las 3-tuplas (M,a,N) con M <x N y a €
M — N.

Decimos que (M,a,N) = (M,a',N"), si existe N" e inmersiones fuertes f :
N — Ny f' : N — N" las cuales satisfacen que f(M) = f'(M) y
fla) = f'(d)

2. Denotamos tp?(a/M, N) como el tipo de Galois de a sobre M en N.
Decimos que tp9(a/M, N)=tp9(a’/M,N") si (M,a, N) = (M, d’, N')

3. Definimos tp?(a/M) = tp?(a/M, M) donde M es el modelo Monstruo. Ademds
tp?(a/M)=O(A/M)={f(a) : f € Aut(M/M)}

4. Sea SY9(M) = {tp(a/M) :a € M}

Las definiciones 1. y 2. tienen sentido sin la propiedad de amalgamacion, pero la
relacion que se obtiene no es transitiva. Luego debemos tomar la clausura transitiva
de esta.

Lema 3.0.57. Sea (K, <k) una clase elemental abstracta que admite clausura. Dado
que My <g My, My, con a; € M; — My, para i=1,2. Entonces, tp?(ay/My, M) =
tp?(ag /Moy, Ms) si y sdlo si existe un isomorfismo

[ el (Mo U{ar}) — clap (Mo U {az}) con f(Mo) = My y f(a1) = as.

Definiciéon 3.0.58. Decimos que (K, <) es A-estable si para todo M € IC, con
|M| = X entonces |S9(M)| < A

Definicién 3.0.59. Sea (K, <f) una clase elemental abstracta, decimos que es
(X, p)-ddcil si para cualquier N € K con |N| = p,se cumple que si p,q € SI(N), y
para todo Ng C N con |[No| < A, y p|No = q| Ny, entonces p = q

En particular decimos que K es (X, 00)-ddcil, si KC es (A, p)-ddcil para todo pu.



CAPITULO 4

R es un dominio de Dedekind y N es de
Cotorsion

Lema 4.0.60. Sea R un dominio de Dedekind y T un R-mddulo de torsion. Cada
P-componente tiene un R/P-filtracion, para P € Spec(R).[7,16]

Lema 4.0.61. Sea R un dominio de Dedekind, N un mddulo de Cotorsion, y A un
R-mddulo. Entonces, T(A) € *N si y sdlo si R/P € *N, para todo P € Spec(R)
tal que R/P C A.

Demostracion: Dado que T(A) es un modulo de torsion sobre un dominio de De-
dekind, T(A) es suma directa de sus P-componentes Mp(T'), donde P € Spec(R).
Si R/P C A, la P-componente no es nula. Supongamos que R/P € +N para todo
P € Spec(R) tal que R/P C A. Cada P-componente tiene una R/P-filtracion, en-
tonces Mp(T) € + N,y T(A) es suma directa de las P-componentes. Asi T(A) € - N.

Ahora suponga que T((A) € - N. Dado que A/T(A) es un médulo libre de torsion
y R es un dominio de Dedekind, tenemos que A/T(A) es un modulo plano. Como N
es de cotorsion, entonces Ext!(A/T(A),N) =0. Asi, A/T(A) € tN,y Ac *Nsiy
solo si T(A) € tN. Luego, A € *N. Ademas, como R es un dominio de Dedekind,
N tiene dimension inyectiva < 1, y se cumple que *N es cerrado bajo submodulos.
Por lo tanto, si R/P C A entonces R/P € tN . O

Teorema 4.0.62. Sea R un dominio de Dedekind y N un modulo de Cotorsion,

entonces existe SyC Spec(R), un conjunto de ideales mazimales, tal que N ={A :
Tor'(R/P,A) =0 para todo P € Sx}. Ademds, Sy = {P € Spec(R) : R/P ¢ +N}

Demostracion: Sea A un R-modulo. Sabemos que A € LN siy solo si T(A) € 1 N.
Por el lema anterior, A € N si y solo si R/P € +N, para todo P € Spec(R) tal
que R/P C A.

24
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Si tomamos Sy = {P € Spec(R) : R/P ¢ *N}, entonces *N = {A: R/P ¢ A,
para todo P € Sy}. Ademas sabemos que Tor'(R/P,A) = 0 siy solo si R/P ¢
A O

Definicion 4.0.63. PE(N), es el mddulo inyectivo puro mds pequeno que contiene
a N como submddulo puro. La existencia la garantiza [4,1.2.22(a)].

Teorema 4.0.64. Sea R un dominio de Dedekind y N un modulo. Entonces N es un
mddulo de Cotorsion si y sélo si *N = *PE(N), donde PE(N) es el cubrimiento
wnjectivo puro de N.

Demostracion: Por el lema anterior sabemos que si N es de Cotorsion *N depende
solo de los ideales en Sy. Asi, para ver que *N = *PE(N) es suficiente ver que
para todo p € Spec(R), R/P € + N siy solosi R/P € *PE(N). Pero en la teorfa de
modulos de primer orden se cumple que N es elementalmente equivalente a PE(N)
, luego solamente debemos buscar una férmula ¢ sin parametros en la teorfa que nos
diga cuando R/P € +N. Como los dominios de Dedekind tienen dimension Inyecti-
va < 1 entonces debemos ver que Exzt'(R/P,N) = 0, esto sucede si y sdlo si todo
homomorfismos h : P — N se puede extender a A’ : R — N, tal que A/|p = h.
Asi, la formula ¢ nos debe decir cuando podemos encontrar la extension deseada.

Como R es un dominio de Dedekind, entonces todo ideal maximal es primo y pro-
yectivo, ademéas, R es Noetheriano, luego todo ideal primo es finitamente generado
. Suponga P es generado por (pi, ps....p,), ¥ consideremos la siguiente sucesion.

0 —— Ker(m) R™ T P > 0

Donde 7(e;) = p;. Es claro que 7 es sobre y la sucesion es exacta.

Dado que P es proyectivo, la sucesion se separa, y R™ = P@ Ker(r). Luego
Ker(m) es sumando directo de un modulo finitamente generado, y asi también es
finitamente generado. Suponga Ker(m) es generado por ((r1j,...7,7) : j < m).

Veamos que todo homomorfismo h : P — N se puede extender a R, si y solo si
N | Va Yoy, Va, (N2 D00 e = 0) — (AL piy = 24)

Sea h : P — N un homomorfismo, tal que h(p;) = x; € N, y suponga existe
y € N tal que p;y = x; para todo i. Asi, definimos ' : R — N tal que /(1) = y,
luego K/ (p;) = pih/ (1) = piy = x;, y I extiende a h.

Supongamos que todo homomorfismo h : P — N lo puedo extender a un R, y
sean x1,...T, que cumplen AT, oo rijz; = 0. Asi, podemos definir A : P — N,
como h(p;) = z;. Esta bien definido ya que )", 7;;p; = 0, pues ((r1;,...r,j) : j < m)
genera al Ker(m), y asi h(> ;. rijpi) = Y.y Tijzi = 0 para todo j. Como existe
R : R — N, entonces h'(p;) = p;h/ (1) = z;. Luego existe y = h'(1), tal que p;y = z;
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para todo ¢, como queriamos.

Escogemos ¢ = V1Vay..Va, (AL D il rijzi = 0) — (AL piy = 25). N = ¢ si
y solo si PE(N) E ¢.

Entonces, *N = L PE(N).

Suponga que *N = L PE(N). Como PE(N) es inyectivo puro, entonces ~PE(N) =
LN es cerrado bajo limites directos. Luego es de Cotorsion.

]

Corolario 4.0.65. Sea R un dominio de Dedekind, y N un mddulo. (tN,<y) es
una clase elemental abstracta si y solo si N es de Cotorsion.

Demostracion: Si N es de Cotorsion, entonces ~PE(N) =+ N. Como PE(N) es un
modulo inyectivo-puro (*PE(N), <y) es una clase elemental abstracta. O

Teorema 4.0.66. Sea R un dominio de Dedekind, y N un mddulo. Si (*N,<y)
es un clase elemental abstracta, entonces existe SyC Spec(R) tal que *N = {A :
Tor'(R/P, A) = 0 para todo P € Sx}. También se cumple el converso, dado ScC
Spec(R), existe un mddulo N tal que *N = {A : Tor'(R/P,A) = 0 para todo
P e Sc}, y (PN, <) es una clase elemental abstracta.

Ademds si (tN,<y) es una clase elemental abstracta, se cumple que admite
clausura y la podemos calcular como clp(X) ={re R:lr € (X),l € L}.

Demostracion: Si (1N, <y) es una clase elemental abstracta, entonces N es de co-
torsion, por el teorema anterior obtenemos el resultado. Sea S¢C Spec(R),

Veamos que ~ N, es cerrado bajo productos directos. Sea a un cardinal y 4; € * N
para todo 7 < a. Asi, J[,_, A € LN. Como es cerrado bajo productos directos
entonces (* N, <y) admite clausura. [1,2.9]

]

Ntimero de Lowenheim-Skolem

En en caso en el cual R es un dominio de Dedekind, y N un modulo de Cotorsion,
tenemos que (LN, <y) es una clase elemental abstracta, y que ademéas existe un
modulo inyectivo puro I(I = PE(N)), tal que *1 = +N. Asi, LS(*N) = LS(*I) =
|R| + R

Ejemplo 4.0.67. Sea R un dominio de Dedekind, y Sc C Spec(R)

1. 8¢ = 0. Por el teorema anterior existe un R-mddulo N tal que N = {A :
Tor'(R/P,A) = 0 para todo P € S¢}. Al ser S¢ vacio, TN sera el conjunto



CAPITULO 4. R ES UN DOMINIO DE DEDEKIND Y N ES DE COTORSION 27

de todos los R-modulos. Ademds, <y es la relacion de submaodulo, pues si A, B
son R-mdodulos y A C B, siempre se cumple que B/A es un R-mddulo.

2. 8¢ = Spec(R) . De nuevo existe N un R-mddulo tal N = {A : Tor'(Z/p, A) =
0 para todo p primo}. Veamos que N es el conjunto de todos los R-mddulos
libres de torsion

Es claro que 7Z, el conjunto de los numero enteros es un dominio de Dedekind,
ya que es un P.I.D. Sea R =7.

1. Sc = 0.

Al ser S¢ vacio, * N sera el conjunto de todos los grupos Abelianos (Z-mddulos).
Ademdas, <y es la relacion de subgrupo, pues si A, B son grupos abelianos y
A C B, siempre se cumple que B/A es un grupo abeliano.

Asi, la clase de todos los grupos Abelianos K con < como la relacion de
subgrupo, es una clase elemental abstracta con LS(K®) = N,

2. Sc¢ = Spec(Z) = {pZ : p es un numero primo}

De nuevo existe N un grupo abeliano tal *N = {A : Tor'(Z/pZ, A) = 0 para
todo p primo}. Veamos que N es el conjunto de todos los grupos abelianos
libres de torsion.

Tomemos A € LN, se cumple que Tor*(Z/pZ,A) = {a € A:pa =0} =0. Sea
a € A, a+#0, suponga que existe n € Z tal que na = 0. Como n = p1paP3....Pn,
donde p;, 1 < n son nimeros primos, entonces p1paps....pna = 0. Luego, para
algin i, p;a = 0 y obtenemos una contradiccon. Por lo tanto A es libre de
torsion.

Asi, A € *N si y solo A es libre de torsion. Ahora veamos que <x es la
relacion de subgrupo puro, es decir, si A, B son grupos libres de torsion, con
A C B, se cumple que B/A es libre de torsion si y sdlo si A C, B.

Supongamos que B/A es libre de torsion. Sea v € A;n € Z, tal que existe b €
B, que cumple nb = x. Entonces, nb € A, y nb+[A] =0, luego n(b+[A]) = 0.
Pero B/A es libre de torsion, luego b€ A, y A C, B.

Ahora suponga A C, B, y que B/A no es libre de torsion. Luego existe b €
B — A tal quen(b+ [A]) =0. Asinb=a € A, y como A C, B existe a € A,
tal que nb = na = x, asi n(b-a)=0, lo que contradice que B es libre de torsion.
Entonces B/A es libre de torsion.

Ast, la clase de los grupos abelianos libres de Torsion KT, con < como la
relacion de subgrupo puro es una clase elemental abtracta con LS(K"/™) = R,
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Estabilidad en Grupos Abelianos

Clausura en los Grupos Abelianos

Sea P un conjunto de ideales primos. Sabemos que la clausura en los Dominios
de Dedekind esta dada por ¢l (X) ={m e L: {r € R:rm € (X)} es producto
finito de elementos de P}.Si P # () un conjunto de niimeros primos Z entonces
cdp(X)={meL:{neZ:nmec (X)} =[], () conp; € P}, en los grupos
abeliano. Sea (p;) _x= {p{ : a € Z}, el grupo abeliano multiplicativo generado por
pi € P

Sea f : H<k7 (Pz‘> — <p17p2----pk>*,f(n1p1,nzp2, -.--,nk;pk:) :Pgm)l?(zw---‘l?ink); €s
un isomorfismo. Asi, ¢l (X) = {m € L : existe n € (p1,pa....px)« tal que nm € (X)

con p; € P}.

Luego es el conjunto de elementos en L, tal que existe n € Z, producto de
potencia de primos en P.

Cuando P =10, ¢l (X) = {m € L : existe n € Z tal que nm € (X)} = (X).

Lema 5.0.68. La clausura en los grupos abelianos induce una pregeometria.
Demostracion: . Sabemos que esta clausura cumple:

2. ClL(ClL(X>> = ClL(X)
3. Caracter finito: ¢l (X) = U{X" : X' Cpp X}

Solo nos queda ver que cumple intercambio. Es decir: a € ¢l (X U {b}),a ¢ clp(X)
entonces b € clp(X U {a}).

e Si P =0 es bien conocido que cl;,(X) = (X), induce una pregeometria.

28
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e Si P # . Sea a € clp(X U{b}), implica que existe n = p§”1>p§"2)....p;"k) con
pi € P,tal que na € (XU{b}), y a ¢ ¢l (X), entonces para todo m producto de
potencias de primos en P, am ¢ (X), en especial para m=n, luego an ¢ (X).
Como cl;(X) = (X), induce una pregeometria, entonces b € (X U {an}), y
nb € (XU{a}). Asi, b € cl (X U{a}), y se cumple la propiedad de intercambio.

O

Es claro que si A <y B, entonces clg(AU{b}) = (AUC'), donde C es un conjunto
contable. Luego

Teorema 5.0.69. Ser R = Z, N un grupo abeliano y P, un conjunto de numeros
primos no vacio, tal que N = {A : Tor'(Z/pZ,A) = 0 para todo p € P}, y \ es
un cardinal infinito. (N, <y) es estable si y sélo si X = \“.

Demostracion: Asumamos que A = \“. Sea B € *N, A <y B, a,a’ € B,y |A| <\
Es claro que si A <y B, entonces clg(AU{a}) = (AU C), donde C es un conjunto
contable. Supongamos que tp?(a/A, B) # tp%(a’/A, B), luego no existe un isomor-
fismo f:clp(AU{a}) — clg(AU{d'}) con f(A) = Ay f(a) =d. Por lo anterior
clg(AU{a}) = (AUC) y clg(AU{d'}) = (AUC") , con C', C contable. Asi, no existe
un isomorfismo que fije a A tal que f(C) = C’, entonces qftp(C/A) # qftp(C'/A).
Luego el nimero de tipos de Galois sobre A es a lo mas el numero de tipo li-
bres de cuantificadores de w-sucesiones sobre A. Como so6lo hay A tipos libres de
cuantificadores de sucesiones finitas sobre A, entonces s6lo hay A\ tipos libres de
cuantificadores. Asi [S9(A)| < A = A, y tenemos que es estable.

Supongamos que (- N, <y) es estable , y A un cardinal infinito. Sea p un ntimero
primo en P. Fijamos una enumeracion {f; : i € A“}, donde f; : w — A, inyectiva
para cada i. Sea "’ =w x A, S = {es: s € 5}, y A el grupo abeliano libre con base
S, es claro que |A| = X . Definimos para cada i € \ B; = F;/K;, donde Fj es el
grupo libre generados por SUb;U{z,; :n € w} y K; es el subgrupo de F;, generado
por

n
n+1 [
Wi =P 2y — by — § D€L, f,(1)
1=0

K; también es grupo abeliano libre, al ser subgrupo de un grupo abeliano libre.

Definimos F' : A — B;, como F(a) = a + K;. Veamos que es inyectiva, si
F(a) =a+ K; =0, entonces a € K;. Asi:

n

Z Cs€s = Z dn(pn+lzn,i - bi - Zplel,fi(l))

ses’ new =0
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donde cg, d,, estan en Z. Podemos ver ambos en términos de la base de F;. Luego
los coeficientes de z,; en A, son cero y en K; son d,p"*', asi d,, = 0 para todo n,
y se tiene que a=0. De esta forma podemos ver a A como subgrupo de B. Ademas,
lo podemos ver como subgrupo puro. Suponga que no, entonces existe ¢ primo, y
a€ Atal que q(b+ K;) =a+ K; ybé¢ A. Luego

Z Cs€s = C]b + Z dn(pn+lzn,i - bz - Zplel,fi(l))
=0

ses’! new

, donde ¢ no divide a algin ¢, para s € S’ .

De nuevo viéndolos desde la base de F; tenemos que el coeficiente de z,; es
ql — d,p™*! en el lado derecho de la ecuacion. En el lado izquierdo es igual a 0. Asi,
q divide a d,, y obtenemos una contradiccién, pues ¢, seria divisible por q, para todo
s. Ya que si s no es de la forma ([, f;({)), para [ € Z, se cumple pues ¢; = qas, pues
es solo aparece en b, y si s = (I, f;()), entonces ¢; = asq+mp' Y., o, d,, y como q
divide d,, entonces q divide a c,. -

Tenemos que A es subgrupo puro de B; , vy B; € *N pues es libre de tor-
SIOM. e ,.Como Z es un dominio de Dedekind y N =+ PE(N). Entonces,

0 AL B y B;/JA — 0

induce la siguiente sucesion

Hom(f,PE(N))
_—

. —— Hom(B;, PE(N)) Hom(A, PE(N)) —— Eat'(B;/A, PE(N))

—— Ext'(B;, PE(N)) —— ...

Como A C, B; y PE(N) es inyectivo puro, entonces Hom(f, PE(N)) es sobre y como
Ext'(B;, PE(N)) = 0, pues B; € - N, entonces Ext'(B;/A, PE(N)) =0y A <x B;.

También, en Bi/(A U {b;}) el coset de z,; tiene orden p"*™'. Pues, , p"*'z,; =
Wn,i+bi+ 37110 Pler g, entonces p" Tz it G = bit 3o pler o+ G,y o plensa) €
A sty (2 1) + [(AU D) (b + S plenn + o)+ (AU {oih)]) = 0
Asi, z,; € clp,(A,b;) = {m € B; : existe t producto de potencias de primos en P tal
que mt € (AU{b;})}. En este caso t = p"!. Para todo n € w

Afirmamos que que para todo i # j, tp?(b;/A, B;) # tp?(b;/A, B;). Suponga que
no, luego tp?(b; /A, B;) = tp?(b; /A, B;), y existe ¢ : clp, (A, b;) — clp,(A, b;) tal que
¢(A) = Ay ¢(b;) = b;. Escogemos el n mas pequeno tal que f;(n) # f;(n).
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Tenemos que respecto a B;

anZn,i =b; + Zplel,fi(l)
1=0

Aplicando ¢, obtenemos

P G(zna) = bi + > ples
1=0
, v ademas

n
Py = b+ Y Penso
1=0

Restando las ecuaciones anteriores tenemos que:

P (zn) = 23) = D" (€n,fit) = En,tym)
, por la minimalidad de n.
Como ¢(2n3) — zn; € Bj — (A+ Kj), ¥ p"(€nfin) — €n,f;(m)) € A, entonces se
contradice que A + K sea un subgrupo puro de B;.

Sabemos que |A| = A, y acabamos de probar que A“ < |SY9(A)|. Por hipotesis
(*N, <) es estable, asi [S(A)] < A, y obtenemos que A = \* O

Corolario 5.0.70. Ser R =7, N un grupo abeliano. (*N,<y) es (N, 00)-ddcil.

Demostracion. Sea B € *N, A <y B, a,a’ € B, y |A] < . Es claro que si
A <y B, entonces clg(AU {a}) = (AUC), clg(AU {d'}) = (AU ") donde
C,C" son conjuntos contables. Supongamos que tp?(a/A, B) # tp?(d’/A, B), en-
tonces qftp(C/A) # qftp(C'/A), luego existe un conjunto contable Ag C A tal que
qftp(C/Ag) # qftp(C'/Ap),pues los tipo sintacticos siempre cumple estas propieda-
des, lo que implica que tp?(a/Ay, B) # tp9(a’ /Ay, B). Asi tenemos que es docil. [

Teorema 5.0.71. Ser R = Z, N un grupo abelianoy P = 0. *N = {A : Tor'(Z/pZ, A) =
0 para todo p € P}. Es estable, para todo cardinal infinito X. [9,4.5]
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Clases elementales abstractas finitarias

Vamos a definir la nocion de caracter finito en un clase elemental abstracta, la
cual fue introducida por Hyttinen y Kesélad con el fin de trabajar con una nocion
de tipo mas debil que nos permite ver un mejor comportamiento global, definir una
buena nocién de independencia y probar la existencia de modelos saturados en todos
los cardinales(bajo décilidad).

Si tomamos T un teoria de primer orden, K los modelos de la teoria, y <x la
nocion de subestructura elemental. Podemos probar que A <x B,siysolosi AC B
y para toda tupla finita a se cumple que tp(a/0, A) = tp(a/0, B). Suponga que
B E Jzx¢(x,a), a € A, definimos p(y) = Jxo(x,y), la cual es una formula sobre el
vacio y A | u(a). Asi por hipotesis ,A = p(a) , vy B | Jxg(z,a), por el test de
Tarski-Vaught A <x B.

Esta propiedad nos muestra como la nocién de subestructura elemental sélo
depende de una cantidad finita de informacién. La idea detras de la definicién de
caracter finito es ver esta propiedad desde las clases elementales abstractas.

Definicién 6.0.72 (Caracter finito). Sea (K, <) una clase elemental abstracta,
tiene cardcter finito si dados A, B € K se satisface que A <x B si y sdlo si A C B
y para toda tupla finita a € A, tp9(a/0, A) = tp%(a/D, B).

Lema 6.0.73. Sea (K, <x) una clase elemental abstracta con amalgamacion, (IC, <x
) tiene cardcter finito si y sdlo si dados A, B € IC, se satisface que A <x B si y sdlo
st A C B y para todo X C A finito existe una K-inmersion f : A — B, tal que
f’X — ZdX

Definicién 6.0.74. Sea (K, <g) una clase elemental abstracta, decimos que es fi-
nitaria si cumple las siguientes propiedades:

1. (K, <k) tiene modelos arbitrariamente grandes.
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2. (K, <k) cumple la propiedad de amalgamacion disyunta.
3. (K, <k) tiene modelos primos

4. (K, <k) tiene cardcter finito
5.

LS(K) = R,

6.0.8. Clases elementales abstractas finitarias inducidas por
clases Cotilting

Lema 6.0.75. Sea R un anillo, N un R-mddulo con dimension inyectiva < 1. Si + N
es una clase Cotilting, entonces existe un conjunto de R-homomorfismos 0 = {0; :
F, — Gy,i € I}, donde los F;’s y los G;’s son R-mddulos a izquierda finitamente
presentados, tal que *N = {M € R—Mod :idy ®6;, : M®F, — M ® G; es
inyectivo para todo i € 1}

Lema 6.0.76. Sea R un anillo, F un R-mddulo a izquierda finitamente generado
por {fi : i < m}, C un R-mddulo a derecha y {c; : i < m} un conjunto finito de
elementos de C. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.

1.3 iemci® fi =0

2. Eriste 0 < n < w, una matriz A = (a;j) € Myxm(R), y elementos {C; 1j<n}
en C tal que ZKm aifi=0yc = Zj<n C;‘aji

Lema 6.0.77. Sea R un anillo, N un R-mddulo con dimension inyectiva < 1. Si +N
es una clase Cotilting, entonces para todo R-mddulo B existe una sucesion exacta

0 s B s D s C s 0

tal que D € (*N)*, C e *N.
[4,4.9.23 y 8.1.10]

Teorema 6.0.78. Sea R un anillo, N un R-mddulo con dimension inyectiva < 1.
Si N es una clase Cotilting, entonces (YN, <y) tiene cardcter finito.

Demostracion. Suponga que ~N no tiene cardcter finito, entonces existen modulos
A, B € +N, tal que A C B, B/A ¢ N y para todo conjunto finito X C A existe
una * N-inmersion f : A — B, tal que f|x = idx.

Dado N es especial, existe una sucesion exacta

0 > B D > C 0

tal que D € (*N)*+, C € +N.



CAPITULO 6. CLASES ELEMENTALES ABSTRACTAS FINITARIAS 34

Como B,C € +N, entonces D € +N. Ademéas C = D/B. Luego D/A ¢ *N,

pues si estuviera se tendria la siguiente sucesion exacta.
0 — B/A—— D/A —— D/B —— 0

Como D/B,D/A € +N, entonces B/A € - N contradiccion.

Sabemos que existe § = {0; : F; — G;,i € I}, donde F;’s y los G;’s son
R-moédulos finitamente presentados, tal que *N = {M € R — Mod : idy ® 0; :
M ® F; — M ® G; es inyectivo para todo i € I}. Dado que D/A ¢ LN, existen
F,G finitamente presentados , tal que idp/a ®6; : D/A® F — D/A ® G no es
inyectiva.

Como F', G son finitamente presentados, entonces son finitamente generados y
tomamos {f; : i < n},{g; : © < m} el conjunto de generadores de F,G, respectiva-
mente. Luego existe una Matriz (1;;) € M, xm(R), tal que 6(f;) = ZKm Tijg;-

Dado que idp/4a ® 6; no es inyectiva, existe » . (d; + A® f;) # 0 tal que
idD/A ® (9](21<m(d2 + A ® fz)) = Zj<m(2i<n dirij + A) ® gj = 0 en D/A ® G

Como {g; : j < m} es un conjunto de generadores de Gy {d> ., diri; + A:j <
m} un conjunto de elementos de D/A, y >, (32, dirij + A) ® g; = 0, entonces

usando el lema anterior tenemos que existe 0 < p < w, una matriz D = (sy;) €
Myum(R) y {d;, + A: k <p} € D/A tal que

Z Skjg; = 0

j<m

ZleZJ+A: Zdzskd—{—A

i<n k<p

paratodo k <py

para todo 7 < m.

Luego, (Zz<n dirij) — (qujd;{skJ) € A para todo 7 < m. Definimos a; =
(D icn dirij) — (D_pep di.Sk,j). Ademds,

Z(Z dirij — a;) ® g; = Z(Z dy,sk5) ® g5 = Z(Z dy, @ s1jg;) =0

j<m i<n j<m k<p k<p j<m

Tomemos X = {a; : j < m}, X C A, finito, asf existe fx : A — B, una ~N-
inmersion, tal que fx(a;) = a; para todo j < m.
Tenemos que,

SO dirigt S (A)g; = S disig+ fx ()09 = S diot fx (A)@siy9,) = 0

j<m i<n j<m k<p k<p j<m

en D/fx(A) ® G.
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Por hipotesis B/fx(A) € *N, y (D/fx(A))/(B/fx(A) =2 D/B = C € *N.
Luego, D/ fx(A) € +*N. Entonces idp/sa) ® 0; : D/ fx(A) ® F — D/ fx(A) ® G
es inyectiva, y como ZdD/fX(A)®0j<Z7,<n dz—f—fx (A)®fz) = Zj<m(z dzTZJ—f—fx(A))@
g;=0,asi >, di + fx(A) ® f; = 0.

Sea v : fx(A) — D, la inclusion, y v ® idp : fx(A)®@ F — D® F, y considere
la siguiente sucesion exacta:

0 — fx(A) » D » D/fx(A) —— 0
induce la siguiente sucesion exacta.
—— Ix(A®F —— D F 229 DA @ F —— 0

Y PRIUdp (Y, di®fi) = i, dit [x(A)®f; = 0. Ast, 32, di® fi € Ker(p®idp) =
Im(v ® idp). Luego existen {aj:i <n} en A, tal que ). d; — fx(aj) ® fi =0 en
D®F Ahora ZdD®0(ZZ<n d fx( ) ) Z]<m Zz<n<d fx( ))%699] = 0 De
nuevo como {g; : j < m}es un conjunto de generadores de G'y {>_,_, (d;i—fx(a;))r; :
j < m} un conjunto de elementos de D, podemos usar el lema anterior. Asi, existen
0 < ¢ < w, una matriz fi; € Myxn(R), y {bi : 1 < q} en D, tal que >, fi;g; =0,
para todo | < q, >, (di — fx(a;))riy = >, bufij, para todOJ

x(a) + Y sy = aj+ Y disiy =Y diri; = Y fx(d)rig+ > bify

k<p k<p <n <m I<q
ZfX rzy Zblfl] deskzj
i<m I<q k<p
ZfX(aj_Zarm ®9J_Z Zblflj Zd;cskj)@)gj:o
j<m i<n j<m I<q k<p

Asi, Zj<m Ix(a; =i ]n]) ®g; =0en D® G. Ademas, fx : A — fx(A),
es biyectiva, luego existe gx : fx(A) — A C D, tal que gxfx = ida. Dado

que D/fx(A) € *N,y D € (+N)* entonces Extl(D/fX(A),D) = 0, y existe
g: D — D, la cual extiende a gx.

Luego,

(g X Z'dG')(Z:j<m fX<aj - Zz<n ZT’L]) ® g]) = Z]<m(a’j - Z'L<n zr’L]) 02y g9 =
Zj<m((2i<n dirij)_(zkp dipSk,j)) — Zz<n a;rij)®g; = Zj<m Zz<n<d a;)rij®g; =
0

Asi,

ZZ m@g]—o

j<m i<n
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. Sabemos que D € * N, luego idp ® 0 : D ® F :— D ® G, es inyectiva. Como
idp@Y(Y_; (di=a))®fi) = 30 D ien(di—ai)riy®g; = 0, entonces 3, (di—aj)®
fi=0en D®F.Yseap: D — D/A, la proyeccion, pRidp : DQF — D/ARF,
PRI, . (di —aj) ® f;) =, ,(di+ A) ® f; = 0. Contradiccion. O

Corolario 6.0.79. Sea R un anillo contable y N un R-mddulo. Si *N es una clase
Cotilting, entonces (1N, <y) es una clase elemental abstracta finitaria.

Demostracion: 1. L+ N tiene modelos arbitrariamente grandes, pues todos los mo-
dulos proyectivos pertenecen a - N, y en especial los libres de cardinal arbi-
trario.

2. (*N,=<y), cumple la propiedad de amalgamacion disjunta.
3. El modulo trivial es un modelo primo sobre el vacio.
4. Por el teorema anterior tiene caracter finito.

5. Como *N es una clase Cotilting, existe un moédulo puro inyectivo E tal que
LN =1 E. El ntimero de Léwenheim-Skolem es LS(+E) = |R| + Xg. Como R
es contable, LS(*N) = ¥y

]



Preguntas

e Se pueden caracterizar los moédulos de Cotorsion tal que (*N,<y) es una
CLEA

e Se puede caracterizar por medio de propiedades algebraicas cuando ¢l forma
un pregeometria.

e Existe un teorema con el cual podemos relacionar los tipos e Galois directa-
mente con los tipos sintacticos libres de cuantificadores.

e Se puede caracterizar por medio de propiedades algebraicas la Ny-Galois esta-
bilidad, o el es ser estable para todos los cardinales.

e Cuando (TN, <y) forma una clase elemental abstracta?

e Se puede relacionar esta correspondencia entre propiedades algebraicas y mo-
delo tedricas con otra rama de las matematicas. Por ejemplo la teoria de ca-
tegorias 7
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