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Resumen

Se exponen las ideas fundamentales para demostrar el teorema de Paris-Harrington: la codi-
ficacién de la relacion de satisfaccion y la indiscernibilidad; y como éstas son la base de uno
de los trabajos de Harvey Friedman que demuestra la consistencia de ZFC mas la existencia
de un cardinal con la propiedad de Ramsey estacionaria, a partir de un clique maximal Z*
superior invariante de un grafo orden-invariante sobre Q. Ademas, se demuestra el teorema
mencionado de Friedman con algunas variaciones y correcciones de la demostracion original.
Palabras clave: Incompletitud, Indiscernibles, Codificacién, Grafo orden-invariante,

Clique, Maquina de Turing, Aritmética de Peano.

Abstract

We present the main ideas of the proof of the Paris-Harrington theorem ( coding of the
satisfaction relation and indiscernibility) and show how these constitute the basis of one
of a much more recent theorem of Harvey Friedman’s. In that work, Friedman proves the
consistency of ZFC with the existence of a cardinal with the “Ramsey stationary property”,
from an upper Z* order invariant maximal clique of an order invariant graph over Q. In
addition, we present in detail a proof of that theorem of Friedman’s, as well as some variations
and corrections of the original.

Keywords: Incompleteness, Indiscernibility, Coding, Order Invariant Graph, Clique,

Turing Machine, Peano Arithmetic
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1 Introduccion

Este trabajo trata, primordialmente, sobre la demostracién del teorema de Harvey Fried-
man del articulo [§], que él mismo denominé como el mayor avance de un caso concreto
de incompletitud matematica, hasta el momento. El teorema demuestra la consistencia de
ZFC mas la existencia de un cardinal con la propiedad estacionaria de Ramsey, a partir de
una propiedad de combinatoria “finita” de grafos orden-invariantes sobre Q. El articulo fue
publicado en el ano 2011; desde ese fecha siguié mejorando sus resultados, hasta que en el
ano 2014 publicé [], con un nuevo teorema con la misma esencia del que ya mencionamos,
pero esta vez él lo denominé como un caso de incompletitud finita. El articulo [I], de Adam
Yedidia y Scott Aaronson, justifica el nombre que dio Friedman debido a que éste presenta
una maquina de Turing con 7910 estados, que se construye a partir de los resultados de [4],
tal que su comportamiento es independiente de la teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel
con axioma de elecciéon (ZFC).

La méquina de Turing de Adam Yedidia y Scott Aaronson la catalogamos como un caso de in-
dependencia de la calculabilidad. Sobre esta temética trata el capitulo 2] donde presentamos
un breve ensayo que expone las conexiones que hay entre el fendmeno de la incompletitud y la
calculabilidad. Una de estas conexiones es el teorema de Paris-Harrington que trata sobre la
primera afirmacion descubierta, cuyo contenido es puramente matemaético, que es verdadera
en los nimeros naturales pero no se puede demostrar por la Aritmética de Peano (PA). En
el capitulo [3| presentamos una demostracion del teorema de Paris-Harrington, y resaltamos
dos ideas fundamentales en su demostracion: el uso de indiscernibles y la codificacion de
la relacién de satisfaccién. Estas dos ideas son el pilar de la demostracién del teorema de
Friedman del articulo [§].

En el capitulo 4] presentamos la demostracion del teorema de Friedman. Desarrollamos con
mas rigurosidad la prueba e hicimos correcciones y variaciones de la demostracion original,
de las cuales, las mas importantes son:

» En la seccion .2 resaltamos la increible idea de codificar las férmulas usando un
clique maximal, agregando ejemplos que ilustran la codificacién. Ademas, cambiamos la
condicién que codifica cuando una férmula es del tipo existencial para no complicarnos
con el orden de las variables.

» En la seccién presentamos de una manera un poco distinta el axioma de indiscer-
nibilidad acotada porque consideramos que asi se simplifican algunas demostraciones,
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ademas incluimos un teorema que denominamos teorema de la definibilidad acotada
que, aunque Friedman da las ideas de como hacerlo, él no lo desarrolla completo.

» Segin nuestras cuentas, el modelo M(S) es (Q N [0,4])' y no (QN [0, k])*.

» Dividimos en dos casos el cuarto item del lema 5.7.20 de [§] dado que, segin nuestro
trabajo, los dos casos no se pueden unir. Les dimos el nombre de separacion de primer
orden y separacion de segundo orden, y se encuentran en el teorema [4.6.4

» Segun nuestras cuentas, IMCT(k,n) implica la consistencia de ZFC maés la existencia

de un cardinal con la propiedad de ([£%]—13)-SRP, no con la propiedad ([+]—8)-SRP.

Ademés, a lo largo del capitulo [4, agregamos muchas explicaciones de las ideas que estdn
ocultas en la demostracion original, sobre todo en el tema de la codificacién de la relacién
de satisfaccion que aparece en las secciones (codificacién por medio de un clique maxi-
mal), [4.4] (codificacién por medio de nimeros naturales) y ( codificacién por medio de
funciones); que sirven como guia para entender este maravilloso teorema.



2 Independencia de la calculabilidad

Harvey Friedman afirmé “La incompletitud empieza a ser potencialmente notable cuando los
ejemplos viven en estructuras discretas’ﬂ La principal justificacion de la frase anterior se
debe a que las estructuras discretas se presentan en muchas ramas de las matemaéticas, y no
solo en la teoria de conjuntos en donde la mayoria de resultados independientes se encuentran;
ademas, las afirmaciones sobre estructuras discretas, en general, se pueden programar para
que una maquina compruebe su veracidad, lo cual hace que el fenémeno de la incompletitud
afecte la computacién en el area de la calculabilidad.

La investigacion sobre resultados independientes en estructuras discretas ha dado frutos
apenas en las dos ultimas décadas; sin embargo, su origen se puede remontar a 1970 con el
teorema de Matiyasevich y que implica la negacion de la siguiente afirmacién.

Décimo problema de Hilbert. Eziste un algoritmo capaz de determinar, en un nimero
finito de operaciones, si dada una ecuacion diofdntica, ésta tiene solucion en los enteros.

La imposibilidad del décimo problema de Hilbert es una de las primeras demostraciones que
combinan teoria de niimeros y teoria de la computacion, sobre todo el hecho de que el teorema
de incompletitud de Godel, como su demostracion, se pueden traducir de manera natural
a un lenguaje puramente computacional usando funciones computables. Martin Davis, un
matematico que ayudd a demostrar el teorema de Matiyasevich, afirma “La teoria de la
computabilidad proporciona una perspectiva desde la cual se puede ver que la incompletitud
es una propiedad fundamental generalizada que no depende de un truco msigmﬁcante’ﬂ; de
hecho, la propiedad fundamental generalizada que menciona la usa para demostrar en [5] la
imposibilidad del décimo problema de Hilbert.

En 1970 también ocurrié la demostracion del teorema de incompletitud que nos proporciona
el matemético Gregory Chaitin. La demostraciéon usa la paradoja de Berry en vez de la
paradoja del mentiroso, y ademas usa teoria de la computabilidad. Como en la demostracién
de Godel, se pueden codificar las féormulas y expresar:

n es el menor natural que cumple que existe una demostracion de que n no se puede
programar en una maquina de Turing que tiene menos de M bits

Chaitin es capaz de demostrar que para un M muy grande existe una maquina de Turing que
tiene menos de M bits que programa n, por lo tanto, para ese M, nuestro sistema axiomatico

Wer [3], pdgina 14.
2Ver [5]
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no puede exhibir nimeros que requieren mas de M bits para poderlos programar. Chaitin
menciona que gracias a esto, su demostracion le da un punto de vista de la teoria de la
informacién al teorema de incompletitud. Los detalles se encuentran en el capitulo 2 de [2].

En 1972 los matematicos Jeff Paris y Leo Harrington demostraron el primer resultado in-
dependiente con contenido puramente matematico de los axiomas de Peano. Este teorema
proporcioné dos ideas claves para investigacion del fenémeno de incompletitud: indiscerni-
bilidad y codificacion. Hay que aclarar que la codificacién siempre ha estado presente en
los anteriores trabajos descritos, pero gracias al teorema de Paris-Harrington se ratificé su
importancia y se cambiaron los métodos especificos. Sobre esto hablaremos en detalle en el
capitulo 3.

Hay una idea fundamental que fue la inspiracién para desarrollar el teorema de Paris-
Harrington; ésta es el uso de los segmentos iniciales de modelos de la aritmética no estandar
que habia perfeccionado el matematico Harvey Friedman. Este demostré el siguiente resul-
tado.

Teorema [Friedman]. Todo modelo contable de la aritmética no estindar es isomorfo a
un segmento inicial propio.

Gracias al teorema de Friedman, como dice Richard Kaye en [6], “El estudio de modelos
de la aritmética no estandar alcanzé su madurez”. Se puede ver en [11] la gran cantidad de
trabajos que han surgido en consecuencia de él, incluso en la ultima década, de los cuales
hay que resaltar el del matematico Ali Enayat que agrega la hipdtesis de que existe un
automorfismo que fije puntualmente el segmento inicial|

Harvey Friedman dedic6 gran parte de su tiempo en encontrar lo que él denominé un caso
concreto de incompletitud matemdtica}, en el 2011 demostré que una propiedad de combina-
toria finita sobre un grafo en Q es equivalente a la consistencia de ZFC mas un gran cardinal,
siendo en su momento el mayor logro que habia conseguido en este tema. El capitulo 4 se
dedicard exclusivamente a este resultado. En el 2014 consiguié mejorar su trabajo:

Definicién. Sea k € Z*. Sean (,7), (z,w) € [Q]" x [Q]*". Decimos que (z,y) y (z,w)
son orden-equivalentes si y sélo si

= 1,z tienen los mismos elementos y y, w tienen los mismos elementos.

= Si el i-ésimo elemento de = es menor o igual que el j-ésimo elemento de y entonces el
1-ésimo elemento de z es menor o igual que el j-ésimo elemento de w

Definicién. Sea k € Z*. Decimos que un grafo (G, E) sobre [Q]*

dados x,y,w, z € [Q]Sk tales que zFEy y (w, z) es orden equivalente a (z,y), entonces wEz.

es orden-invariante, si

3 Ver [11]
4Ver [3], introduccién



Definicién. Sea k € ZT. Dado = € [Q]** denotaremos como ush(z) al conjunto obtenido
por sumar 1 a todos los elementos no negativos de z. La complejidad de x es el menor
n € Z* tal que todo elemento de x se puede escribir con numerador y denominador menores
o iguales que n. La complejidad de un conjunto C' C Q<F es el menor n tal que todo
elemento de C' tiene complejidad menor o igual que n.

Definicién. Sea (G, E) un grafo sobre [Q]=*. Sean X,Y C G. Decimos que X es libre si
todo par de elementos de X no se relacionan. Decimos que X reduce a Y sidadoy € Y se
tiene que y € X, 6 existe z € X tal que méx(z) < max(y) y zEy.

Enunciado de Friedman. Todo grafo orden-invariante sobre [Q|=F tiene un conjunto libre
{a1,...,a,, ush(ay), ..., ush(a,)} de complejidad menor o igual que (8knr)!, donde cada sub-
conjunto {1, ..., T(sknip} de {ay, ..., a,, ush(ay), ..., ush(a,)} reduce a [x1U...Uz;U{0, ..., n}]=F.

Nuevamente Friedman demostré que el anterior enunciado es equivalente a la consistencia
de ZFC maés un gran cardinal. En en el afio 2016 Adam Yedidia y Scott Aaronson publica-
ron un articulo en donde presentaron una maquina de Turing con 7910 estados tal que su
comportamiento es independiente de la teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel con axioma
de eleccién (ZFC). Béasicamente el problema de la parada de dicha maquina es equivalente
a la afirmacion de Friedman.

En 2016 O’Rear mejor¢ el resultado creando una maquina de Turing de 1919 estados cuyo
comportamiento es independiente de ZFC, es més, ésta estd programada para que itere a
través de todos los teoremas de un sistema formal llamado Metamath cuya consistencia es
equivalente a la ZFC, por lo tanto el problema de la parada de esta maquina es directamen-
te equivalente a la consistencia de ZFC. O’Rear todavia no ha publicado formalmente su
trabajo, pero se puede encontrar en su pagina web la programaciéon de la maquina E]

®https://github.com /sorear /metamath-turing-machines



3 Indiscernibles y codificacion

Presentaremos a continuacion el teorema de Paris-Harrington que trata sobre la primera
afirmacién descubierta, cuyo contenido es puramente matematico, que es verdadera en los
numeros naturales pero no se puede demostrar por la Aritmética de Peano (PA). Resalta-
remos dos ideas usadas en la demostracion: el uso de indiscernibles y la codificacion de la
relacién de satisfaccion. Estas ideas seran primordiales para después desarrollar uno de los
resultado de Harvey Friedman, el cual construye un modelo de ZFC con un gran cardinal de
una propiedad de combinatoria de grafos de orden-invariante en Q.

3.1. Teorema de Paris-Harrington

3.1.1. Preliminares

Notaremos como Lp,4 al lenguaje de la aritmética de Peano que consiste en (+,-,<,0,1).
Usualmente sélo se considera la operacién sucesor; pero incluir la suma y la multiplicacién
en el lenguaje facilitard algunas demostraciones. Los axiomas de la aritmética de Peano (PA)
comprenden la unién de la teoria de los anillos ordenados con los siguientes axiomas

» 0 <1AVz(z>0)AVe(x >0—2>1)

» Sea ¢(z,y) una Lpy féormula.
Vy(o(0,y) AV (d(z,y) = ¢(z + 1,y)) = Vao(z,y))

El primero nos dice que la estructura es discreta (no hay nimero entre 0 y 1) y el tltimo es
el conocido esquema de induccion. Nos enfocaremos en el siguiente tipo de formulas

Definicién 3.1.1. Una Lpa-férmula ¢(z) es de tipo Ay si todos sus cuantificadores son de
la forma Vx < t,dz < t, donde t es un Lpy-término.

La importancia de las Ayp-férmulas radica en que la Aritmética de Peano puede codificarlas
y definir su relacién de satisfaccion, es decir, = ¢ estd definido en PA cuando ¢ es de tipo
Ay.

Hecho 3.1.2. Existe una una Lp-férmula que denominaremos SAT,(x,y), tal que PA F
SATA,(z, z), si y sélo si, x es una Lpa-férmula de tipo Ay, z es una sucesién finita y para

todo modelo N = PA se cumple que N = z((2)1, ..., (2)m)-
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Ahora introduciremos la nocién de indiscernibles que vamos a usar.

Definicién 3.1.3. Sea M = PA. Un conjunto C' C M es un conjunto de indiscernibles
si dada ¢(z, xq, ..., x,) Ap-férmula con n € N; dado {c,ay, ..., an,b1,...,b,} C C donde ¢ <
a; < ...<a, <b <..<by; ydado p < ¢, se cumple que

M = ¢(p,ay,...,a,) <> ¢(p, b1, ..., by)

Los indiscernibles son una herramienta para construir modelos como lo muestra el siguiente
lema.

Lema 3.1.4. Sea M |= PA un modelo no estindar. Sea C' = {¢;}ien un congunto de indis-
cernibles acotado superiormente. El segmento inicial I := {n € M : n < ¢; para algin i € N}
es un modelo de la aritmética de Peano.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad supongamos que para todo 7,5 € N se tiene que
¢; < ¢jsii < j . Para demostrar que I es modelo de la aritmética de Peano es suficiente
demostrar que I es una subestructura de M y que satisface el esquema de la induccion.

Subestructura. = Suma. Primero veamos que c¢; + ¢ < c¢3. De lo contrario existiria
p < ¢ tal que p+ ¢y = ¢3, por tanto, como la férmula ¢(z, 1, 22) : 2 + 21 = 29
es de tipo Ay, por indiscernibilidad se concluiria que p + ¢, = ¢; para todo j > 3,
lo cual es una contradiccion. Luego ¢ 4+ ¢o < c3, por tanto por indiscernibilidad,
para k, j < [ naturales se cumple que ¢; + ¢ < ¢;. Ahora, dados m,n € I, existen
cj,cr € C tales que m < ¢j y n < ¢; como ¢j + ¢ < ¢ para algun [ > 7, k, se
tiene que m +n < ¢; y por tanto m +n € I.

= Multiplicacion. Primero veamos que c¢;-cy < ¢3. De lo contrario existiria p < ¢;
tal que p-cy < c3 < p-co+ co. Por indiscernibilidad se tiene que ¢4 < p - o + co,
y como p - ¢y < c3, entonces ¢4 < c3 + ¢ lo cual contradice el resultado anterior
de ¢ + 3 < ¢4. Aplicamos el mismo argumento del parrafo anterior para ver que
dados n,m € I, entonces m-n € I.

Esquema de induccion. Vamos a demostrar el principio del buen orden que es equivalente
al esquema de induccién. Sea ¢(x) una Lp-férmula tal que I = Jzp(x). Veamos que
existe un minimo m € [ tal que I = ¢(m). La idea es traducir ¢ en una Agp-férmula
que vale en M y usar el principio del buen orden de este modelo para encontrar nuestro
minimo. Por hipétesis, existe [ € I tal que I |= ¢(1), asi existe ¢ € C tal que | < ¢.

= Si ¢ es de la forma 3x10(xq, x) donde 0 es libre de cuantificadores, entonces como
I = ¢(l), existe m € I tal que I = 6(m,l). Como 6 es libre de cuantificadores,
se tiene que M = 0(m, 1), ademéds, dado que existe ¢;, € C tal que m, ¢, < ¢;, se
concluye que M = 1 < ¢;,0(xq,1).
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= Si ¢ es de la forma Vz10(x;, z) donde 6 es libre de cuantificadores, entonces para
todo m € I se tiene que I = 0(m,1). Como 6 es libre de cuantificadores, para todo
m € I se tiene que M = 6(m,l). Como I es un segmento inicial, en particular
para algin ¢;, > ¢ se tiene que M |= Vr; < ¢;,0(x1,1).

= Por induccién sobre el nimero de cuantificadores, si consideramos a ¢ en su for-
ma prenexa, por ejemplo ¢(z) : IxVoodrs...3x,0(2y, .., ,, x), existen constantes
¢, < ... < ¢, que pertenecen a C' mayores que ¢ tales que M = Jx; < ¢;,Vas <
Ciy T3 < Ciy.. Ty < ¢, 0(21, .., T, 1).

Como M es modelo de PA existe un minimo m € M tal que M |= 321 < ¢;,Vas <
Cip, T3 < Ciy... AT, < ¢;,0(21, .., Ty, m). Por minimalidad m <[, y como [ < ¢ se tiene
que m € I. Dado que la anterior formula es de tipo Ag y m < ¢ < ¢;; < ... < ¢, por
indiscernibilidadﬂ concluimos que [ = 3z1Vrodxs...3z,0(x1, .., x,, m), que es lo mismo

que I = ¢(m).

Observemos que el argumento anterior nos dice que para todo d < [ se tiene que
I | 3VaoTzs... 32,0(xq, .., 2y, d) siy s6lo si M = Txy < ¢, Vs < ¢;,3x3 < ¢iy... 32, <
¢, 0(x1, .., xy, d) (incluso con las mismas constantes por la indiscernibilidad), por tanto
m conserva la minimalidad en 1.

3.1.2. Teorema de Paris-Harrington

No es inusual que muchas de las nociones y teoremas matemaéticos que no involucran la nociéon
de “infinito” de manera directa se puedan traducir en el lenguaje de PA y, asi mismo, su
demostracion se puede efectuar en esta axiomatizacion. Un ejemplo es la siguiente definicién

Definicién 3.1.5. Sean n, m, k, ¢ € N. La notacién n — (m)* significa que para toda funcién
[ : [n]F — cexiste un conjunto H C n de tamano m tal que es f-homogéneo, es decir, f([H]*)
es constante.

La traduccion de la definicién anterior al lenguaje de PA se hace de manera detallada en el
libro de Kaye [6], dando como resultado poder expresar el siguiente teorema en Lpa.

Teorema 3.1.6 (Ramsey finito). Sea N |= PA. Para todo k,m,c € N existe n € N tal que

k

C

n— (m)

La demostracién del teorema de Ramsey finito se puede realizar en la aritmética de Peano; lo
que hicieron Jeff Paris y Leo Harrington en 1977 fue modificar el anterior teorema anadiendo
mas condiciones.

'El argumento formal es por induccién sobre el nimero de cuantificadores
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k

Definicién 3.1.7. Sean n,m, k,c¢ € N. La notacién n —* (m)s

significa que para toda
funcién f : [n]¥ — ¢ existe un conjunto H C n de tamafio al menos m y |H| > min H, tal

que es f-homogéneo.

La notacién n —* (m)* también se puede traducir al lenguaje de PA; esto permite expresar
el siguiente teorema en Lpy.

Teorema 3.1.8 (Ramsey finito reforzado). Sea N = PA. Para todo k,m,c € N existe

n € N tal que

k
c

n —* (m)

Sin embargo el teorema anterior no se puede demostrar en la aritmética de Peano, pero es
verdadero cuando el modelo es N. Este es el enunciado del teorema de Paris-Harrington.
Vamos a demostrarlo via indiscernibles, pero antes vamos a presentar el teorema de manera
distinta, pero equivalente, para hacer mas corta la demostracion.

Definicién 3.1.9. Sea M |= PA. Sean a,b,k,c,m € M, se define [a,b]* como todos los

k

subconjuntos que tienen tamano k del intervalo [a,b]. La notacién [a,b] —* (m)%

significa
que para toda funcién f : [a,b]® — ¢, existe un conjunto H C [a,b] de tamafio al menos m

tal que |H| > min H y es f-homogéneo.

Teorema 3.1.10 (Paris-Harrington). La afirmacién “PH: Para todo a,k,m,c, existe b > a
tal que [a,b] —* (m)* 7

¢ 7 no es demostrable en la Aritmética de Peano.

Demostracion. Dado que en N vale el teorema de Ramsey finito y el teorema de Ramsey finito
reforzado, podemos construir por compacidad un modelo M no estandar de PA, donde vale
el teorema de Ramsey finito y el teorema de Ramsey finito reforzado. Sea e € M un nimero
no estandar y {¢;(z, z1, Ta, ..., x.) }:=¢ las primeras Ag-férmulas con a lo més e variables libres
(recordemos que las férmulas tiene un orden en PA por medio de su codificacién). Notemos
que como e es un numero no estandar, entonces en la lista estamos considerando todas las
Ag-formulas cuyo nimero de variables es un nimero natural.

Sea r(e) € M el minimo nimero tal que 7(e) — (5e + 1)21!, sea a > r(e) fijo y sea b € M
el minimo nimero tal que [a, b] —* (r(e))3¢11. Nuestro objetivo es encontrar un conjunto de
indiscernibles entre a y b para poder aplicar el lema [3.1.4] asi, en ese modelo de PA no va a
valer PH por la minimalidad de 0. La manera de encontrar indiscernibles va a ser por medio
de coloraciones.

A un elemento que pertenezca a [a,b]?**! lo vamos a notar como {c,d;,ds} que significa
{c,a1,a9,...,a¢,b1,bg, ..., 0.} donde ¢ < a1 < ag < ... < a, < by < by < ... <b.

Definimos una funcién f : [a,b]?***! — e 4+ 2 tal que f(c,dy,ds) sea el indice de la primera
férmula con pardmetros menores que ¢ que distingue a las tuplas d; y da, si tal férmula
existe. Formalmente:

fle,dy, dy) = min{i <e|Fp < (M | ¢i(p, dr) # ¢i(p,da))}
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En el caso que no exista el minimo entonces f(c,dy,ds) = e + 1. Notemos que esta funcién
estd definida por Lp,4 gracias al hecho [3.1.2]

Ahora definimos como h(c, d;, dy) al minimo pardmetro que distingue las tuplas d; y do de
la formula ¢y . 4, 4,), S tal férmula existe. Formalmente:

h(c, di, CZQ) =min{p < c|M |= ¢f(c,d'1,(i2)(p7 Jl) as ¢f(c,d_1,d_2)(pa CZ2)}
si f(c,dy,dy) = e+ 1 entonces h(c,dy,dy) = c.

Por 1ltimo vamos a identificar los pardmetros médulo 3e para asi, usando nuestros teoremas
de Ramsey y el principio de las casillas, concluir que el conjunto homogéneo es nuestro
conjunto de indiscernibles.

Sea g : [a,b]**"! — 3e + 1 tal que:

0 si h(e, CZl,CZz) = h(c, Jg,d_4)
g(cydlad2ad3ad4) = o L L
j Si h(C, dl, dg) ?é h(Q d37 d4) y h(C, dly d?) E] (I’IlOd 36)7j > 0

Sea H C [a,b], conjunto g-homogéneo de tamano al menos r(e) y |H| > min H. Veamos que
g([H]**1) = 0. Para esto usaremos el principio de las casillas, por tanto vamos a organizar
los datos que tenemos.

= Por la definicién de la funcién h se tiene que h(min H,d;,d;) < min H y el nimero

de elementos en [0, min H] que tienen el mismo residuo al dividilﬂ por 3e es a lo mas
min H
[ ]+ 1.

3e
H o o L
» Existen [|26|] — 1 opciones al calcular h(min H,d;,d;) cuando d;,d; € Hy d; < d; y

existen d,,,d, € H tales que d; < ch < d, < d,. Ver figura

|m|@|d$ Elaujﬁl'.
| 1 | T ] ! ] .

2e 4de 6e 8e

(1’7 dt% |
!

Figura 3-1: Divisién de H

» Podemos suponer que |H| > 18e — 2 para que se cumpla la siguiente desigualdad

H H| —
’2’ -2> el +1. El teorema de Ramsey reforzado garantiza que |H| > min H,
e e
H in H
luego |H| —1 > min H, por tanto se tiene que [|2|] —1> [m;n ] +1.
e e

*la notacién [§] significa el cociente de la divisién de a entre b
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= Hay mds opciones al calcular h(mfn H, d;, d;) que ntimero de elementos en [0, min H]|
que tienen el mismo residuo al dividir por por 3e.

» Por el principio de las casillas existen d;, Jj, dm,dn € H con d; < Jj <d,, < d, tal que
h(min H,d;, d;) = h(min H,d,,, d,), concluyendo que g([H]*) = 0.

Recordemos que r(e) — (5e + 1)2%4" v dado que |H| > r(e) entonces existe C C H tal
que |C] =5e + 1y es f-homogéneo. Veamos que f([C]**™!) = e + 1. Expresemos a C' como
C = {¢;}'=3¢ de tal manera que ¢; < ¢; sii < j. Supongamos que f([C]**™!) =i coni # e+1.
Como C' C H, entonces para todo dy, dy € C tenemos que h(cy, dy, ds) = p para algtin p € M.
Por tanto

9252‘(177 Cly.-es Ce) ¥ ¢z‘(p7 Cet1y -y C2e> vas ¢i(p7 Coetly ey C3e) vas ¢z‘(p7 Cly ey Ce)

Lo cual es una contradiccién, ( si la primera fuera verdadera, la segunda seria falsa, la
tercera verdadera y por tanto la cuarta falsa que es la misma que la primera). En conclusién,
f([C]**1) = e + 1, luego el conjunto C' es el conjunto de nuestros indiscernibles, as{ por el
lema se tiene que [ := {n € M : n < ¢; para algiin i € N} es un modelo de PA.

Dado que b > ¢ para todo k € Ny que b es el minimo en M tal que [a, b] —* (r(e))" se tiene
que [ = PA+ —PH. Esto se debe también a que las nocién de [a,b] —* (m)¥ es absoluta
para segmentos iniciales.

]

En [7] se pueden encontrar versiones del teorema de Paris-Harrington con condiciones més
estrictas sobre el conjunto homogéneo.

3.2. Clique maximal invariante e incompletitud

Vamos a presentar uno de los resultados de los trabajos de Harvey Friedman donde trata de
encontrar el fenémeno de incompletitud en sistemas discretos. El, en el 2011, lo denominé
como el mas importante caso concreto de incompletitud matematica encontrado hasta el
momento. Hay dos ideas que son el pilar de la demostracion de este teorema: la primera
es definir la relacion de satisfaccion de férmulas dentro de una estructura, y la segunda es
el uso de indiscernibles; las dos ideas sirven, como en el teorema de Paris-Harrington, para
que sea posible construir el modelo que necesitamos. Enunciaremos el teorema de Friedman
y daremos un esquema de su demostracién. Los términos desconocidos que aparecen en el
enunciado son propiedades de combinatoria que serén explicadas en el capitulo [

Teorema 3.2.1 (Friedman). Sean k,n € Z* fijos tales que n > k y k¢ > 107. IMCT(k,n)
implica la consistencia de ZFC mds la existencia de un cardinal con la propiedad de ([1%64] —

13)-SRP
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ESTRUCTURA DE LA PRUEBA. Vamos a construir un modelo de ZFC en el que exista un
cardinal con la propiedad de ([£5] —13)-SRP. La construccién del modelo se hace de manera
andloga a la construccién del universo constructible de Godel. En éste se usan dos ideas
fundamentales: definir la relacion de satisfaccion e induccion transfinita. La estructura de
segundo orden de los ordinales nos puede garantizar esas dos propiedades, por eso, la prueba
de a continuacion se va a dividir en dos partes, la primera es la construccion de una estructura

de ordinales, y la segunda es cémo a partir de ésta se construye el modelo de ZFC.

Nuestros puntos de inicio son el lenguaje £ = {<} y la estructura (Q N[0, n], <). La idea de
Friedman es definir un grafo en (Q N [0,n])* y, gracias a nuestra hipétesis de IMCT(k,n),
obtener un clique maximal del grafo que nos va a permitir codificar las férmulas y la relacién
de satisfaccién “=" en QN [0, n]. Esta codificacion sélo va a servir para finitas férmulas, sin
embargo nos permitira crear un modelo que vamos a denotar M (.S), donde podemos definir
una relacion de pertenencia por medio del clique.

El clique que nos proporciona IMCT(k,n) es genérico, por lo tanto no podemos conocer
de manera exacta las propiedades de la relacién de pertenencia que definimos en base a él,
sobre todo si esta bien fundamentada, sin embargo, el nuevo modelo satisface una variante
del axioma de separacién y esto nos va a permitir desarrollar el concepto de pre-(buen orden)
que, como los buenos érdenes, forman una clase bien ordenada bajo isomorfismos. Para que
esta estructura de los pre-(buenos érdenes) se extienda de manera natural a M (), definimos
una nocién similar a la de funcién rango por medio de los pre-(buenos 6rdenes). Hacemos
una particiéon en M (S) donde identificamos a los elementos que tienen el mismo rango; el
conjunto de las clases de equivalencia lo denotaremos C' y sera nuestra estructura de segundo
orden de los ordinales.

El conjunto C' tiene induccién transfinita y ademds, dentro de C, podemos definir “F”"
sin ninguna restriccién. El modelo de ZFC lo vamos a construir, por medio de induccién
transfinita, cerrando bajo conjuntos definibles. Denotaremos a este modelo como L[oo, oc].
La verificaciéon de que L[oo, 0] es modelo de ZFC es andloga a la verificacién de que L es
modelo de ZFC.

El uso de indiscernibles es vital para la demostracion ya que en las construcciones, tanto
de M(S), C'y L[oo, 00|, vamos a trabajar con segmentos iniciales de un conjunto ordenado,
luego, como en el teorema de Paris-Harrington, la indiscernibilidad nos va a garantizar que
los objetos que se construyan con elementos del segmento inicial, queden dentro del segmento
inicial.



4 Demostracion del teorema de
Friedman

4.1. Preliminares

Un grafo sobre un conjunto X lo vamos a denotar como (G, E), donde G C X es el conjunto
de los vértices y £ C X? es el conjunto de los lados.

Definicién 4.1.1. Sea X un conjunto. Dado un grafo (G, E) sobre X, un clique es un
subconjunto de X donde todo par de elementos en X estan relacionados por E. Un clique
maximal es un clique que no es subconjunto propio de otro clique.

Gracias al lema de Zorn todo clique en un grafo esta contenido en un clique maximal.

Definicién 4.1.2. Sea k € Z*. Sean x = (z1, ..., %),y = (Y1, ..., yr) € QF. Decimos que z,y
son orden-equivalentes si para todo 1 < 4,5 < k se tiene que z; < x; si y sélo si y; < y;.
Un conjunto S C QF es orden-invariante si para toda pareja z,y orden-equivalentes se
tiene que si z € S entonces y € S

Definicién 4.1.3. Decimos que un grafo (G, E) sobre QF es orden-invariante si como
subconjunto de Q% es orden-invariante.

Definicién 4.1.4. Sea k € Z*. Sean = (x1,...,2%),y = (Y1, ..., yx) € QF. Decimos que
x,y son ZT-superior-equivalentes si z,y son orden-equivalentes y para todo 1 < ¢ < k, si
x; # y; entonces para todo x; > x;, y; > y; se tiene que z;,y; € 7.

Como se vera mds adelante, la definicién de la equivalencia Z™-superior va orientada en
poder dar a los enteros positivos un cierto tipo de indiscernibilidad. El siguiente ejemplo
ilustrara mejor esta situacion

Ejemplo. Sean 0 < iy, .., 4., J1, ..., jr enteros donde (i, ..., i) es orden-equivalente a (jy, ..., j,)

y min{iy, ...,i,} = min{j,..., 75 }. Sean py,...,ps € Q tales que py,...,ps < min{iy, ..., i, }.
Entonces

(i1, ..oy p, P1, -0y Ps) €8 ZT-superior-equivalente con (41, ..., jr, P1, s Ds)

Definicién 4.1.5. Decimos que A C QF es Z*-superior-invariante, si para toda pareja
x,y Z* superior equivalentes, si x € A entonces y € A.
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Ahora ya podemos el enunciado IMCT(k, n).

Enunciado [Teorema del Clique invariante maximal (IMCT(k,n))] Sean k,n € Z* fijos.
Todo grafo orden-invariante en (Q N [0,n])* tiene un clique mazimal que es Z*-superior-
mvarante.

Recordemos que el teorema de Friedman consiste en demostrar que IMCT'(k, n) es equivalente
a la consistencia de ZFC mas la existencia de un gran cardinal, sin embargo, para poder
describir ese gran cardinal necesitamos méas definiciones.

Definicién 4.1.6. Sea A\ un ordinal. Decimos que C' C A es no acotado si para todo a < A
existe § € C tal que 8 > «a. Decimos que C' es cerrado si para todo los ordinales limites
0 < A, si C'Né esno acotado en § entonces § € C'. Decimos que C' es un c.l.u.b si es cerrado
y no acotado.

Definicién 4.1.7. Sea A un ordinal. Decimos que C' C ) es estacionario si intersecta a
todos los c.l.u.b de .

Definicién 4.1.8. Sea x > 1 y A ordinal limite. Decimos que A tiene la x-propiedad
de Ramsey estacionaria (k-SRP) si para toda funcién f : [A]® — 2, existe un conjunto
estacionario ' C A tal que F es f-homogéneo.

En [12] se demuestra que la existencia de un ordinal con la 2-propiedad de Ramsey esta-
cionaria implica la existencia de cardinales totalmente indescriptibles, los cuales implica la
existencia de cardinales débilmente compactos. Ademés, como veremos en el teorema [4.7.39]
para todo k € Z*, la existencia de un ordinal con la k-propiedad de Ramsey estacionaria es
consistente con V = L.

También trabajaremos con la siguiente clase de ordinales.

Definicién 4.1.9. Sean A, x ordinales. Una funcién f : [\]* — X es k-regresiva si y sélo si
para todo A € [A]", si min A > 0 entonces f(A) < min A.

Definicién 4.1.10. Sean ), x ordinales. Decimos que A es puramente x-sutil si A es ordinal
limite y para toda funcién f k-regresiva, existe A € [A\ {0, 1}]**! tal que f es constante en

[AJ"
En [12] se demuestra el siguiente hecho.

Hecho 4.1.11. Sea x > 2 un numero natural. Cada una de las siguientes afirmaciones
implica la siguiente.

» Existe un ordinal con la k-propiedad de Ramsey estacionaria.
» Existe un ordinal puramente x-sutil.

» Existe un ordinal con la (k — 1)-propiedad de Ramsey estacionaria.



4.2 El lenguaje L(n, k) y el grafo G(n, k) 15

Para més informacién de estos cardinales pueden ver [12]. Usaremos la siguiente notacion.

Definicién 4.1.12. Sea k € Z*. Definimos como k; := log,y(k). Definimos como k41 :=
logo(kn)

Ya con la anterior terminologia podemos entender el enunciado del teorema de Friedman.

Teorema 4.1.13 (Friedman). Sean k,n € Z" fijos tales que n >k y k¢ > 107. IMCT(k,n)
implica la consistencia de ZFC mds la existencia de un cardinal con la propiedad de ([1%] —

13)-SRP

Para el resto de las secciones vamos a fijar k,n € Z* tales que n > k, kg > 10" y vamos a

suponer IMCT(k,n). Nuestra meta es construir un modelo de ZFC que tenga un cardinal

con la propiedad de ([£5] — 13)-SRP.

4.2. El lenguaje L(n,k) y el grafo G(n, k)

Explicaremos antes de definir el grafo G(n, k) qué significa codificar las férmulas a través
del clique. Vamos a suponer que ya existe el grafo y por el teorema IMCT(k, n) fijamos un
clique maximal Z*-invariante de G(n, k) que denominamos S. Ahora introducimos un nuevo
lenguaje a partir de nuestro clique S. Lo vamos a denominar L£(n, k) y estd compuesto por
lo siguiente:

= Constantes 0,1,...,n
= Variables zy, ...,z
= Relacién binaria < y relacion k-aria S.

En la siguiente seccién se explicard por qué las variables son finitas. Como no hay simbolos
de funcién, entonces los L£(n, k)-términos son sélo las variables y las constantes. Las L(n, k)-
formulas tienen una ligera variacion:

w t<ryS(t,..,t;) son L(n, k)-formulas donde ¢, 7, ¢y, ..., t son L(n, k)-términos.
» Si ¢, son L(n, k)-férmulas, entonces —¢, ¢ V 1) son L(n, k)-férmulas.

= Si ¢ es una L(n, k)-férmula, entonces (Jv; < t)¢ es una L(n, k)-férmula donde ¢ es un
L(n, k)-término.

Nuestro modelo es QN [0, n] y las interpretaciones son las esperadas: las constantes 0, 1, ..., n
como los ntmeros 0, 1, ...,n, la relacion < como el orden usual en QQ y la relacién k-aria S
como nuestro clique.

Definicién 4.2.1. Decimos que ¢ es una S-férmula si es de la forma S(ty,...,t;) donde
cada t; es un L(n, k)-término.
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Cuando nos referimos a que vamos a codificar las £(n, k)-formulas queremos decir que dada
una L(n, k)-férmula ¢(zq, ..., x,) existe una S-férmula ¢ (xq, ..., z,) tal que

QN0,n] E d(xy, ..., z,) > Y(xq, ..., x,)

Para lograr la codificacién el grafo va a tener 9 condiciones. Segtin cémo definamos el grafo
podemos anadir algunas propiedades al clique. Por ejemplo, si queremos que el elemen-
to (n,...,n) pertenezca al clique, simplemente al definir el grafo relacionamos el elemento
(n,...,n) con todos los puntos, asi, como S es maximal, se tiene que (n,...,n) € S. Ahora, si-
guiendo la misma idea podemos codificar la férmula x; < x5 por medio del clique definiendo
la siguiente condicién:

Sean p,q € Q y B € Q*. El elemento A = (p,q, ....,q) se relaciona con el elemento B, si y
solo si p < q.

Figura 4-1: Codificacién del orden

Luego, si p < ¢ entonces (p,q,...,q) € S como lo muestra la figura Sin embargo esa
condicién no garantiza que si (p,q,...,q) € S entonces p < ¢, quedando incompleta la co-
dificacion. Para poder solucionar este problema toca caracterizar de manera univoca cada
condicién que se defina en el grafo; esto lo vamos hacer por medio de una “enumeracion”:
vamos a introducir ¢ — 1 constantes a la condicién nimero i. Por ejemplo, si la condicién
anterior se cambiara por:

Sean p,q € Q menores que n y B € Q*. El elemento A = (n,p,q,...,q) se relaciona con el
elemento B si y solo sip < q

Ahf si garantizamos que (n,p,q,...,q) € S si y sélo si p < ¢, debido a que la tnica n que
aparece en la tupla nos da a entender que estamos trabajando con la segunda condicién. Los
detalles se verdn en la proposicién [£.2.5]

Béasicamente la anterior condicion es la segunda que vamos a definir, y ésta codifica cuando
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una féormula es atémica. La tercera, cuarta y quinta condicién que vamos a definir codifican
cuando una férmula es una negacion, una disyuncion y una existencial, respectivamente.

Expliquemos la tercera, cuarta y quinta condicién con un ejemplo. Codifiquemos la férmu-
la =(x; < x9). Siguiendo los mismos pasos que hemos mencionado podemos definir una
condicién que dice:

Sean p, q € Q menores que n y B € QF. El elemento A = (n,n,p,q, ...,q) se relaciona con el
elemento B si y solo si =(p < q)

Sin embargo ahi no aprovechamos la definicion inductiva de las férmulas. Al cambiar la
anterior condiciéon por

Sean p,q € Q menores que n y B € QF. El elemento A = (n,n,p,q,...,q) se relaciona con el
elemento B, si y solo si B es distinto de C' = (n,p,q,...,q)

C A
S o S [}
Figura 4-2: Codificacion de la negacion

Podemos concluir que (n,n,p,q, ...,q) € S siy sblo si (n,p,q,...,q) € S como lo muestra la
figura , entonces, por la segunda condicién que ya explicamos, (n,n,p,q,...,q) € S siy
sélo si =(p < q). Los detalles se veran en la proposicién [4.2.6]

Vamos a ilustrar con otros ejemplos como se codifican la disyuncién y los cuantificadores.
Codifiquemos la férmula xy < 29 A 21 < x3. Ver figura [4-3

Sean p,q,r € Q menores que n y B € Q. El elemento A = (n,n,n,p,q,n,p,r,...,T) se
relaciona con el elemento B si y sdlo si B es distinto de C = (n,n,p,q,...,q) y D =
(n,m,p,r,...,T).

C A A A
D 5. 5 ’ S °
. ’ ’ @ é .
oD o C

Figura 4-3: Codificacion de la conjuncion

S

Codifiquemos la férmula Vz, < 1(z7 < x3). Ver figura .
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Sean p € Q menor que n y B € Q*. El elemento A = (n,n,n,n,p,n,n,1,...,1) se rela-
ciona con el elemento B si y sélo si B es distinto de todas las tuplas de la forma C; =
(n,n,p,q,...,q) donde q < 1.

S A IS G2 Giss
? Qi Qs
Cie G

Figura 4-4: Codificacién de los cuantificadores

En esta condicion, a parte de las contantes de la enumeracion, se anaden, después de éstas,
nuevas constantes segiin cudntas veces aparece la variable cuantificada y para separar el
nimero que acota la variable. En este ejemplo se anaden dos constantes adicionales; una
para indicar la vez que aparece la incégnita xo, y la otra para separar el niimero 1 que es la
constante que acota.

Otro detalle que merece explicacion es la manera de como enunciar las condiciones. Dado
que nuestro grafo va a ser de orden-invariante hay que enunciar las condiciones de manera
mas general, por ejemplo, la primera condicién que mencionamos se convertiria en

Sea x € (QN[0,n))* tal que existe p € Q tal que x = (p, T1, T2, To, ..., T2) donde p > x1,To,
entonces x se relaciona con otro elemento B si y solo si x1 < xs.

La sexta y la séptima condicion se explicaran en la siguiente seccion. La octava y novena
garantizan la simetrfa y que todo par de elementos en (QN [0, n])* se vea afectado por alguna
condicién, es decir, dados x,y € (Q N [0,n])* existe sélo una condicién que decide si z y y
estan relacionados 6 no. Vamos a comenzar a definir el grafo y con las proposiciones que se
demostraran a continuacion se entendera mucho mejor la idea. Aqui mejoramos la condicién
nimero (5) de la original que propone Friedman para no preocuparnos en la demostracién del
teorema del orden de las variables. Dado = € (Q N [0,n])* vamos a denotar mediante
|z| a la maxima coordenada de z. Usaremos la notaciéon x = (...,p<%>,...) para decir que
T=(ccy Dy ey Dy oen)-

——

i veces

Definicién 4.2.2. Denominamos como G(n, k) como el grafo orden-invariante sobre (Q N
[0,1])% que satisface las siguientes propiedades. Dados x,y € (Q N [0, n])*:

1. Si|z| > |y| y existe p € Q tal que x = (p,p,p, ..., p, ), entonces rEy.

2. Si|z| > |y| v existe p € Q tal que x = (p, 1, T2, T9, ..., x2) donde p > x1, 5 entonces
xFy siy sélo si xy < zs.

3. Si|z| > |y| y existe p € Q tal que . = (p,p, 21, -, 2y Zpy oy 2p) donde r < k—2y z; <p
para todo 1 < ¢ < r. Entonces zFEy siy s6lo si y # (21, .., Zry Zry oo 2r)
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4. Si |z| > |y| v y existe p € Q tal que z = (p=37, 21, ..., 2, P, W1, oo, Wy, Wy, .., w,) donde
2r+4 <kyz,w <pparal <i<r.Entonces tEy siy solosiy # (21, ..., Zr, Zry oo, Zr)

Yy 7é (wla -eey Wy, Wy, '-'7w7’>

5. Si|z| > |y| y existen p € Q; r,t,iy,...,5 € ZT talesque t <r <k—6y 4 <iy, .. i <
r +4; y se cumple que

T = (p<4>a 21 "'7p(i1)7 "'7p(i5)7 "'7p(it)a <oy 2y P, W, W, aw)

donde pU) significa que el nimero p esté en la coordenada i,-ésima; v w, z; < p para
todo 1 <7 < r. Entonces xEy si y sélo si no existe ¢ < w tal que

(i1—4) (is—4)

y: (217"‘7q ""7q ""7q(it_4)

ey 2y 2y eeny Zr)

6. Sea W := {(z1,...,x1) € (QN[0,n))¥|z5, ..., mp < 11 < T3 < T3y T4 < T2}. Six,y €W,
entonces xEy si y sélo si x # y y se satisfacen las siguientes dos condiciones:

= Si se tiene que x; = y; para i # 4 implica que x4 = yu.
s Six; =y; para 1 <1 <4 implica que x; = y; para todo 1 <1 < k.

5
SOZ 21y ey 25, Wy eeey Wiy s -y Wi, ) Y tOdO

7. Si|x| > |y| y existe p € Q tal que x = (p
los z’s,w’s < p. Entonces zEy siy s6lo si y # (21, ..., 25, Ak 41, s Aaky s -+, dagy ) CON
iy i1y ooy day < 21y Q | O(wy, ...y Wiy, dgy 41, -, dax, ) donde 6 es una L-férmula libre

de cuantificadores.
8. Si yEx segun las condiciones 1 — 7, entonces xEy
9. Si ninguna de la condiciones anteriores aplica, entonces zEy si y s6lo si x # y.

Lema 4.2.3. Existe un unico grafo orden-invariante G(k,n) que satisface las condiciones
1-9.

Demostracion. Todas las condiciones establecen que no puede haber un elemento que esta
relacionado con si mismo, ademas gracias a la condicion 8 la relacion es simétrica, asi que
efectivamente es un grafo. Por otro lado, es facil ver que las condiciones son mutuamente
exclusivas, es decir, dados z,y € (Q N [0,7])* existe s6lo una condicién que decide si xEy 6
—(zEy). Por ejemplo, si z = (n,n,n, 1,...,1), dado un elemento y distinto de x, si |y| = n se
tiene que xEy por la condicién (9), 6, si |y| < n entonces la tnica condicién que nos dice si =
y y estan relacionados es la condicion (4). Esto establece la unicidad ya que las 9 condiciones
controlan todo el comportamiento del grafo.

Falta ver que es orden-invariante. Sean z,y,w,z € (Q N [0,n])* tales que zFy y (w, 2)
es orden-equivalente a (x,y). Si zEy debido a la condicién (2), entonces, sin pérdida de
generalidad |z| > |y| y existe p € Q tal que x = (p, x1,Ta, ..., T3) con p > x1,To y 1 < T9. Por
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la equivalencia de orden, se tiene que |w| > |z| y existe ¢ € Q tal que w = (g, wy, wa, ..., ws)
con wy; < ws ¥ q > ws,wq, es decir que wkz. La demostracion de los otros casos es analoga
dado que todas las condiciones se basan en el orden.

]

Veamos los efectos que tienen las primeras cinco condiciones sobre S. Es importante recordar
que dados x,y € (Q N [0,n])* existe s6lo una condicién que decide si zEy 6 —(zEy)

Proposicién 4.2.4. Para todo natural 1 < m < n se tiene que (m,m,...,m) € S

Demostracion. Seax € (QN[0,n])k. Si x| < n, por la condicién (1) tenemos que (n, ...,n)Ex.
Si x| =nyx# (n,..,n)entonces por la condicién (9) se tiene nuevamente que (n, ...,n)Ex.
Por tanto el elemento (n,...,n) se relaciona con todos los demés elementos, por tanto debe
pertenecer a S dado que el clique es maximal. Recordemos que para todo natural 1 <m <n
se tiene que (m, ..., m) es Z™ superior equivalente con (n, ...,n), luego, como S es Z* superior
invariante se obtiene que (m,...,m) € S.

O

Proposicién 4.2.5. Sean 0 < p,q < n. Entonces, p < q si y sdlo si (n,p,q,....,q) €S

Demostracion. Supongamos que (n,p,q,...,q) € S. Si p > ¢ entonces por la condicién (2)
se tiene que (n,p, q,...,q) no esta relacionado con (1,...,1), pero por la proposicién anterior
(1,...,1) € S, lo cual contradice que S es un clique. Por tanto p < gq.
Supongamos que (n,p,q,....,q) € S, luego existe algin y € S que no estéd relacionado con
(n,p,q,...,q). Si |y| = n por la condicién (9) estarian relacionados, por tanto |y| < n y asi,
por la condicién (2), se concluye que p > ¢ de lo contrario estarian relacionados.

]

Proposicién 4.2.6. Sea r < k—2 y z1,...,2 € QN [0,n). Entonces (n,n, z1, 22, ..., Z,
Zpy ey 2p) €S 81 Y S0l0 Si (21, 225 ey Zpy Zpy oy 20) €S

Demostracion. Supongamos que (1,1, 21, 22, .., Zp, Zpy -y 2r) € S, luego por la condicién (3)
se tiene que (1, M, 21, 29, cooy Zpy Zry ooy 2¢) Y (21, 225 oovy 21y Zpy -0y 2¢) DO estan relacionados, por
tanto como S es un clique se tiene que (21, 22, ..y 2, Zpy ooy 20) € S.
Supongamos que (1, N, 21, 22, ..., Zr, 2y -, 2r) € S, luego existe algin y € S que no esté rela-
cionado con (n,n, 21, 22, ..y Zry Zpy -y 2r). S1 |y| = n por la condicién (9) estarian relacionados,
por tanto |y| < n y asi, por la condicién (3), se concluye que y = (21, 22, -.s Zpy Zpy vy Z1).

]

Vamos a mencionar las siguientes propiedades de nuestro clique S sin demostracion, pe-
ro diciendo cudl condicién usar para aplicar la misma idea de las demostraciones de las
proposiciones anteriores.
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Proposicién 4.2.7. Sea r € N tal que 2r +4 < k y z1,..., 2., w1, ...,w, € QN [0,n). En-

3> s
tonces (N7, 21, ooy Zpy My WYy ooy Wy ooy W) €S 81y $6l0 8T (21, 0y Zpy oy 20) €5 Yy (W1, ooy Wiy
nwp) €S,

Demostracion. Usar condicién (4) O

Proposicion 4.2.8. Sean t,r,iq,...,7; € N tales quet <r < k—6 y4 < iy,....5 <1+ 4.
Sean w, z1, ...,z € QN [0,n). Entonces

<4> i1 7 it
(N, 2z, on® L on @ o ww, . w) €S

sty solo si no existe ¢ < w tal que

(i1—4) (is—4)

sy ,...,q(it_4)

(21, .., q ooy Zpy Zpy ey 2p) €S

Demostracion. Usar condicién (5) O

4.3. Codificacion

Codificacién de L(n,k)-férmulas. Vamos a ver que efectivamente nuestro clique va a
codificar las L(n, k)-férmulas, sin embargo, esto va a tener ciertas restricciones. Recordemos
que nuestro clique es una relacién k-aria , por tanto una S-férmula no puede tener mas de k
variables libres. Lo anterior implica que si una £(n, k)-férmula tiene mas de k variables libres
no puede ser equivalente a una S-férmula. Esto explica la razén por la cual trabajamos con
tan sélo k variables. Para poder distinguir las férmulas que se puedan codificar necesitamos
la siguiente definicion.

Definicién 4.3.1. Sea ¢ una L(n, k)-féormula. Definimos la complejidad de ¢ (la denota-
mos como f£(¢)) como la suma de:

= El ntimero de veces que aparecen los simbolos —, A, 4.
» El mayor i tal que la variable v; aparece en ¢ (0 si no tiene variables).
» El menor m > 0 tal que para toda S-subférmula S(t1, ..., t) se tiene que t,,, = ... = t.

Otro problema que enfrentamos es que la codificacion no puede valer en todo el modelo
Q N[0, n], asi que tenemos que hacer algunas restricciones.

Definicién 4.3.2. Sean 0 < p < n, y ¢(z), p(Z) L(n, k)-férmulas . Decimos que ¢, ¢ son
p-equivalentes si para todo y € QN [0, p) se tiene que QN [0,n] = ¢(y) <> ¢(y).

Para encontrar el nimero p indicado para la codificacion de una férmula ¢, tenemos que
ajustar las constantes de la S-férmula que queremos que codifique a ¢. Para ello la proposiciéon

nos va a ayudar.
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Definicién 4.3.3. Sea t un L(n,k)-término. Si ¢ es una variable ¢ la constante 0 6 la
constante 1, definimos como t* := t. Si t es una constante m donde 2 < m < r, entonces
definimos como t* :=m — 1.

Proposicién 4.3.4. Sea S(t1, ..., t) una S-formula que tiene contantes entre n,n—1,....n—r
donde r < n — 2. Entonces S(ti,...,tg) es (n —r — 1)-equivalente a S(t3, ..., t}).

Demostraciéon. Es una consecuencia inmediata dado que el clique S es Z*-superior -invariante.
]

Ahora veamos como se codifican las £(n, k)-férmulas.

Teorema 4.3.5 (Codificacién de L(n, k)-férmulas ). Sea ¢ una L(n, k)-formula sin cons-
tantes tal que §(¢) = r donde 10" < ky. Entonces ¢ es (n — 2r)-equivalente a una S-formula
@ con (@) < 10" que puede tener constantes entre n, ...,m — 2r.

Demostracion. La demostracion se va a hacer por induccién en L(n, k)-férmulas.

Atémicas Supongamos que ¢ es de la forma z; < z;, entonces, como f(¢) = r, se tiene
que méx{i, j} < r. Por la proposicién se tiene que x; < x; es n-equivalente a la
S-férmula S(n, z;, x;, ..., x;), la cual su complejidad es méx{7, j} + 3 que es menor a
107,

Si ¢ es de la forma S(t, ..., 1), entonces ella misma sirve dado que es una S-férmula.

Caso negacion. Supongamos que ¢ es de la forma =) donde §(¢) = r. Dado que #(¢)) = r—1,
por induccién existe v S-férmula que es (n — 2(r — 1))-equivalente a 1. Ademas, por
induccién, la complejidad de «y es menor que 10", luego 7 es de la forma S(t1, ..., t1gr-1,
.., tigr—1). Como v puede tener constantes entre n,...,n — 2(r — 1), por la proposicién

[4.3-4] se tiene que
S(ty, ..., tigr—1, ..., tigr—1) €s (n — 2r + 1)-equivalente a S(t3, ..., t gr—1, ..oy t1gr-1)

Dado que 10" < ky < k — 2 y la férmula S(#}, ..., t7g—1, ..., t1gr—1) tiene sus constantes
entre n — 1,...,n — 2r + 1, podemos aplicar la proposicion [4.2.6, y asi

St ooy tlgr=1,y ..y tigr—1) €8 n-equivalente a S(n,n, t}, ..., gr=1, .., tigr=1)
Concluimos que
¢ es (n— 2r + 1)-equivalente a S(n,n,t7, ..., t gr=1, ..., t1gr-1)

Notemos que la complejidad de la dltima S-férmula es menor o igual que 7+ 107! 42
(tiene a los més r variables y en la posicién 10"~ + 2 los términos se igualan) que es
menor que 10".
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Caso disyuncién. Usar el mismo argumento del caso de la negacién, pero esta vez aplicando

la proposicién [4.2.7,

Caso existencial. Supongamos que ¢ es de la forma (3z; < z;)1 donde §(¢) = r. Dado que
() = r — 1, por induccién existe v S-férmula que es (n — 2(r — 1))-equivalente a 1.
Ademsés, por induccién, la complejidad de v es menor que 10”71, luego 7 es de la forma
S(ty,...,t1or-1, ..., t1or-1). Como 7 puede tener constantes entre n,...,n — 2(r — 1), por
la proposicién 4.3.4] se tiene que

S(ty,....tigr-1, ..oy tror—1) €8 (n — 2r 4 1)-equivalente a S(#7, ..., t1gr—1, ..., t1gr—1)

Dado que 10" < k—6 y la férmula S(¢3, ..., t]5—1, ..., t5—1) tiene sus constantes entre
n—1,...n—2r+ 1, podemos usar la proposicién Si consideramos los indices i
donde el término t; = z;; por la proposicién se tiene que

(31:7/ < .TJ)S( ){, ceey T0r717 ceey ){Orfl)
es n-equivalente a
e : : ,
-S(n ,t{,...,n(“),...,n(z),...,n(“),...,t{or_l,n,xj,...,q:j) (4-1)

Como la S-férmula -] tiene constantes entre n, ...,n — 2r + 1, por la proposicién 4.3.4
es (n — 2r)-equivalente a

S((n—=1)* 7, (n =1 (a1 (= 1) — 1y, 1)
Como 6 + 10"! < k — 2, por la proposicién se tiene que
-S((n =167 . (n—=1D (=10 (n— 1)t n— Lz, .. xj)
es n-equivalente a
S(n,n, (n—1)<.t", ., (n—=1)" . (n—1)") . (n—1)" _t5,n—1, 2., 1)
Concluimos que ¢ es (n — 2r)-equivalente a
Stn,n, (n—1)<* ¢ . (n—=1) . (n—1)0) _ (n—1)0) o1, T — Lz, ...,z;)

La anterior S-férmula tiene sus constantes entre n, ..., n—2r y su complejidad es menor
o igual que r + 10""! + 8 (tiene a lo méas r variables y en la coordenada 10"~! + 8 se
igualan sus términos) que es menor que 10".

El siguiente corolario mejora el anterior teorema
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Corolario 4.3.6. Sea ¢ una L(n, k)-formulas sin constantes tal que §(¢) = r donde r < ks.
Entonces ¢ es r-equivalente a una S-formula ¢ con () < 10" que puede tener constantes
entre r, ..., 37.

Demostracion. Notemos que r < ko implica que 10" < ky. Por tanto aplicamos el teorema
anterior y usamos n — 3r veces la proposicion para llegar al resultado.
m

Codificacion de la relacion de satisfaccién. Ahora vamos a dar una nocién de satis-

faccién basada en nuestro clique S. Esto lo vamos a hacer en dos pasos. Primero vamos a
definir “=” y después vamos a ver que efectivamente se puede traducir en una S-férmula.
Para el primer paso vamos a usar la condicién (6) del grafo y para el segundo la condicién
(7).
Nuevamente vamos a tener restricciones para definir “=”. El mejor alcance que podemos
tener son las L(n, k)-férmulas con complejidad menor o igual que 10kg. La razén se debe a
las siguientes cuentas. Por el corolario este tipo de L(n, k)-férmulas son equivalentes a
S-férmulas con complejidad menor que 10'%%6 . Notemos que 10'%%¢ es menor que k4. Dado que
necesitamos usar parametros y las constantes se van a cambiar por nuevas variables, vamos
a anadir otras k4 variables. ;Cuantas S-férmulas sin constantes hay con complejidad menor
que 2k4? La respuesta, por conteo, es menor que 2k2*4 (hay 2k4 espacios y 2k4 variables) y
gracias a que k es un nimero muy grande es sencillo verificar que 2k < ky.

Definicién 4.3.7. Sea X el conjunto de todas las S-férmulas tales que sus complejidades
son menores que 2ky, sin constantes y con variables entre s, ..., z9k,. Por el anterior parrafo
podemos enumerar a X de la siguiente manera X = {¢; }:=52.

Asi, si queremos definir “=" para las L(n,k) con complejidad menor o igual que 10kg,
antes tenemos que definir “" para el conjunto X. La idea es enumerar el conjunto X
por medio de tuplas, es decir, a la férmula ¢; le asociamos la tupla (09>,1/2,...,1/2),
esto se debe a que el lenguaje £(n, k) puede diferenciar esa tupla por medio de la férmula
pj t ¥y = .. = x; # x;41. Luego, gracias a la condicién (6), podemos lograr codificar
esta enumeracién por medio del clique haciendo que la correspondencia sea biunivoca. Las
siguientes proposiciones nos muestran cémo se hace esta codificacién. Recordemos que W :=
{(z1, ..., z) € (QN[0,n))F|zs5, ..t < 71 < X9 < T3y Ty < T}

Proposicion 4.3.8. Seani € Z1 yps,....,pr € Q tal que 0 < ps, ..., pr < i < n—4. Entonces
existe un inico ¢ € Q con q < i+ 2 tal que (1,1 + 2,5+ 3,4, ps, ..., Px) € S

Demostracion. Denotemos como A al elemento (i,i42,n,i+1, ps, ..., px). Si A € S entonces,
como S es Z*-superior-invariante, (i,7 4+ 3,n,7+ 2, p5, ..., k), (4,4 + 3,n,7+ 1, ps, ..., Dx) per-
tenecerian a S, pero por la condicion (6) del grafo (i,i+3,n,i+2,ps,...,pr) y (4,9 +3,n,i+
1, ps, ..., pr) no estan relacionados lo cual es una contradiccién dado que S es un clique. Asi
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se concluye que A ¢ S, luego existe B € S tal que no esté relacionado con A. Notemos que
|Al =ny A e W, por tanto A y B no estan relacionados por la condicién (6), (no pueden
ser las otras condiciones) y asi B € W. Supongamos que B = (y, ..., yx ), entonces como falla
la condicién (6), alguna de las siguientes opciones sucede

" =Yt +2=y,n=y3, 0+ 1 F Y1, P5 = Y5, .., Dk = Yk
" i=Y,i+2=1y,n=2ys,0+1=1y4,p; #y; para algin 5 < <k

Supongamos que sucede la segunda opcién. Dado que B € W se tiene que ys, ..., yx < Y1,
por tanto podemos usar el mismo argumento del principio de la demostracién y deducir
que B ¢ S lo cual es una contradiccién. Asi, se tiene que cumplir la primera opcion, por
lo tanto existe ¢ € Q tal que B = (i,i + 2,n,q¢,ps,...,px) € SNW. Como B € W, se
tiene que ¢ < i + 2 concluyendo que (i,i + 2,n,q,ps, ..., pr) es Z1-superior-equivalente con
(1,0 + 2,9+ 3,¢, D5, ---, k), luego como S es ZT-superior-invariante se tiene que (i,7 + 2,7 +
3,4,D5, .-, Pk) € S. Si existe otra ¢ < i+ 2 tal que (¢,7+ 2,7+ 3,¢,ps,...,pr) € SNW, por
la condicién (6) se concluye que ¢’ = gq.

m

Proposicién 4.3.9. Sean i € Z y q,ps, ..., Pk, @5, -, @i € Q tales que 0 < ps, ..y Pi» @55 -
gp <1 <n—4yq<i+2 Si(i,i+2,943,¢,p5 -, pk), 1,1+ 2,94+ 3,¢,q5,...,q,) € S

entonces ps = qs, ..., Pk = qk

Demostracion. Inmediato por la condicién (6).

]

Gracias a las anteriores proposiciones, a la tupla (0<7>,1/2,...,1/2) le vamos a asociar 4
racionales de manera biunivoca, por lo tanto esos 4 racionales van a codificar la férmula ¢;.
Ahora vamos a desarrollar formalmente lo que hemos mencionado.

Definicién 4.3.10. Consideremos para 1 < i < ko las siguientes féormulas

Pit Tokyt1 = oo = Toyti 7 Tokytit1
Ademas py, : Tog,41 = ... = Tog,4k, - La formula T'(zq, ..., xy, ) expresa
Jj=k2

(3Zhyt1y s Tobgrky < T1)( \/ Gj (5, e Taky) A PN
j=1

S(x1, T2, T3, Tay Tyt s o) Tohaths o> T2haths))

Como se verd en la proposicién 4.3.11} T'(xy, ..., zx,) enumera las férmulas de X por medio
de las formulas p;, y éstas estan codificadas a través de la tupla de racionales que nos

proporciona las proposiciones vy [A3.9
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Proposiciéon 4.3.11. Sean i € Z* menor que n — 4 y sea ¢ € X. Dados Dr,i1, -, Dok,
parametros menores que v existen qi, ..., qs ractonales menores que i + 4 tales que para todo
T, ..., Tk, < 1 Se tiene que

Q N [O7n] ): QO(.ZC5, ooy Thyy Phg+1, "'7p2k:4) s1 Yy s6lo st Q N [O,TL] ): P(Q1792>Q3aQ47$57 "'Jxk'4>

Demostracién. Como ¢ € X entonces existe j < ks tal que ¢ = ¢;. Por la proposicién
existe un tnico ¢ < ¢ + 2 tal que (4,7 + 2,7 + 3, ¢, Prys1s -, P2ky, 097,1/2, ..., 1/2) € S. Sean
Tg, ..oy g, € QN [0, 1]. Veamos la i-equivalencia.

Supongamos que Q N [0,n] = ¢;(zs, ..., Thy, Pkyt1, ---» D2k, ). Notemos que por el parrafo an-
terior QN [0,n] = S(4,7 + 2,7+ 3, ¢, Prys1s -+, P2ky, 0597,1/2, ..., 1/2) entonces uniendo estos
dos argumentos se tiene que QN [0,n] = T'(4,7+ 2,7 + 3, ¢, x5, ..., Tp,)-

Ahora supongamos que QN[0, n] = T'(i,i4+2,i43, ¢, x5, ..., 21, ), luego existen j', pj, 1, - Doy,
Qrat15 -5 Qratky € Q tal que

Q N [Oan] ): S(Z,Z + 272 + 37Q7p§<;4+17 "'7p/2k47q2k4+17 "'7Qk4+k2> A Py A (bj/

Por la proposiciéon se tiene que P, 41 = Pryt1y s Pogy = D2ks ¥ Q2kat1 = - = Q2kyj = 0,
Y Qkatjt1 = - = Qratk, = 1/2, por tanto, como Q N [0,n] = p; se concluye que j = j' y

@ M [O,TL] ): ¢j(‘r57 cooy Lheyy Py+1, "'7p2k4)-
]

Ahora demostremos que la férmula I' es nuestra relacién de satisfaccién.

Lema 4.3.12. Sea ¢ una L(n,k)-formula sin constantes tal que §(¢) = r < 10kg, con
variables entre xs, ..., x,. Sea j € Z* menor que r. Dados pji1, ..., p, pardmetros menores
que T existen qi,...,qs racionales menores que 3r + 5 tales que para todo xs,...,x; < 1 se
tiene que

Q N [Oan] ): ¢($5, ooy Ljs Pjt1s “'7p7‘) st ) solo si Q N [077’L] ): F<Q1a92»Q3>Q471757 ey Ly 7'1:])

Demostracion. Por el corolario se tiene que ¢ es r-equivalente a una S-férmula ¢ con
t(¢) < 10", con constantes entre r,...,3r. Como mencionamos al principio de la seccién,
tenemos que f(¢) < k4. Consideremos una nueva S-férmula ¢’ que resulta al reemplazar las
variables ;1,..., 2, POT Tpy41, ..., Thytr—; y al reemplazar las constantes de ¢ por nuevas
variables entre Ty, +,—j+1 ¥ Tg,4r—jror- Notemos que ¢’ € X |, entonces aplicamos la propo-
sicion a ¢ con 3r + 1 en el rol de i y con pji1,...,pp, 7, ..., 3r como pardmetros. Al
reemplazar nuevamente las constantes a ¢’ obtenemos a ¢ y como ésta es r-equivalente a ¢
se tiene el resultado.

O

Ahora veamos como se traduce la férmula I'(xq, ..., x,) en una S-féormula.
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Lema 4.3.13. Eziste una L-formula p libre de cuantificadores, cuyas variables estan entre
X1y eeey Thyy Thy i1, -5 T3k, L0l que para todo x4, ...z, € Q se tiene

D2y, oy @) < (Fxpya1y ooy Taky < V1) (S(Thytts ooy Tokyy ooy Toky )AS (Toky 1y vvs T3k s -vy T3ky )AP)

Demostracion. La definicion de I' es equivalente a

(Ell'k4+1, ooy Thytby < xl)

Jj=k2
(S(%l, X2, X3, L4y Thyt1y -y L2ky+kos -+ s x2k4+k2) VAN \/ ¢j($5, ceey $2k4) VAN p])

j=1
Por otra parte, si la férmula ¢;(xs, ..., xar,) es de la forma S(Za,, s Tag,, - Tay, ) don-
de z,, € {x1,...,z2,}, entonces, si denotamos como 9; a la férmula (zg, 11, ..., Tpy1ok,) =
(Tans - Tayy, ) S tiene que ¢; es equivalente a S(Ty, 41, -y Thy+2k4s s Thi+2ks) /A 05 Notemos
que 0; es una L-formula libre de cuantificadores. Por lo anterior I'(xy, ..., xx,) es equivalente
a

(E|$k4+17 ooy Lokytkoy Thy41y oy Thy+2ky < 1'1)
Jj=k2

(S(mla L2, T3, T4y Theyt-1y -y L2kytkoy -+ x2k4+k2) A \/ S(xk1+17 ooy They 42Ky -+ $k1+2k4) A 5] A p])
Jj=1

que es equivalente a

(FChyt15 oo Tohgths Thort1s -or Thy2ks < T1)
Jj=k2
(S(xlv T2, T3, T4y Theyt-1y -y L2%kydkoy - x2k4+k2) A S(:Ckﬂrlv ooy They4-2kyg 5 -+ xk1+2k4) A \/ 5]’ A pj)
Jj=1
Con un cambio de variables y definiendo a p como la férmula (21, 22, 3, 24) = (Tog, 11, Tok, +2,

Lok, +3, Lok, +4) A Vi1~ 0; A p; lo anterior es equivalente a

(EI'TZk‘l-‘rl) ceey x2k1+k2+k‘4+57 $k1+17 LX) xk1+2k4 < :L‘l)

(5($2k1+1, ooy L2ky dEod-kg+55 - $2k1+k2+k4+5) A S($k1+1; ooy Thy+2kgs -+ Ik1+2k4) A P)

Agregandole las variables que faltan, que no afectan la anterior expresién, obtenemos el
resultado.
m

Denotamos como p a la L-férmula libre de cuantificadores del lema [4.3.13] Usando las pro-
posiciones y es facil demostrar el siguiente hecho.

Hecho 4.3.14. La L(n, k)-formula S(Zg, 41, Tokys - Togy) AN S(Toky i1y s T3kyy oey T3ky ) €S
(n — 1)-equivalente a S(n<3>,n — 1,1n — 1, Tk, 11, o, T3y s - T3k, )-
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Corolario 4.3.15. I'(xy,...,x,) es (n — 2)-equivalente a (xg, 41,..., T3k, < x1)(S((n —
1)<3%m — 2,1 — 2, Ty 41y ooy T3y s s T3y ) A P)

Demostracion. Usar el hecho |4.3.14} el lema 4.3.13] y la proposicién 4.3.4]
m

Acé es donde usamos nuestra séptima condicion del grafo para dejar I'(zy, ..., 2k, ) en términos
Unicamente de nuestro clique.

Proposicién 4.3.16. Sean zy, ..., z5, wy, ..., wy, € QN[0,n). Entonces (n<57, 21, ..., z5, w1, ...,
Whyy ey Wiy ) € S 81y s6lo sino existen dg 1, ..., da, < 21 tales que (21, ..., 25, Ay 41, -y dag, ) €
S yQE O(wy,...,wr,, diyy1, .-, dag,) donde 0 es una formula sin cuantificadores en el len-
guaje L = {<}.

Demostracion. Utilizar el mismo argumento, esta vez con la condicién (7), que se us6 para

demostrar las proposiciones v [£.2.6
]

Ahora ya podemos traducir I' en una S-férmula.

Lema 4.3.17. Sea 1 <i <n —4. Entonces para todo x4, ...,z <i se tiene que

QnN0,n] ET(xy, ..., 7x,)

sty solo si
QNI0,n] ES((i+3)*, (1 4+2), (i + 1) 0,4, 21, 0oy Thyy oy Thy)

Demostracion. Por la proposiciénse tiene que (3xp, 11, -, Tap, < v1)(S(n—1)<3> n—
2, M = 2, Tk 115y T3kys -, T3ky ) A p) €8 n-equivalente a —S(n<>> (n — 1)<3> n — 2,n —
2,1, ey Thy,y vy Thy ), qUE PO la proposiciénes (n—1)-equivalente a =S((n—1)<°>, (n—
2)<3> n—3,n—3,21, ..., Thy, ..., Tt ), que por la proposiciénes n-equivalente a S(n<?>,
(n—1)<%>,(n —2)<%> . n —3,n — 3,21, ..., Tg,, .., Tp,). Por el corolario se tiene que
[(zy, ..., 2r,) es (n — 3)-equivalente a S(n<*> (n —1)<°>, (n — 2)<%> . n—3,n — 3,21, ..., Tp,,
., T, ), asi, usando la proposicién podemos reemplazar n con 7 + 3.

]

Ahora nuestra relacién de satisfaccién se define usando unicamente nuestro clique S como
se ve en el siguiente lema.

Lema 4.3.18. Sea ¢ una L(n,k)-féormula sin constantes tal que #(¢) < r < 10kg con
variables entre s, ...,x,. Sea j € ZT menor que r. Dados pjii,...,p, pardmetros menores
que r existen qi, ..., Q16 Tacionales menores que 3r +9 tal que para todo x5, ...,x; <1 se tiene
que

QN[0,n] = ¢(xs, ..., x5, pjs1, ..., Dr) sty solo si QN [0,n] = S(q1, -, q16; T5y vy Ty oy Tf)
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Demostracion. Por el lemaexisten ¢1, ---, ¢4 racionales menores que 3r+5 tales ¢(zs, ...,
Lj,Djt1, - Pr) €8 T-equivalente a I'(q1, g2, g3, @, @5, ..., 5, ..., ;). Por el lema [£.3.17 T'(q1, g2,
43, 45, ooy Tjy .., ) €8 (31 + B)-equivalente a S((3r + 8)<2>, (3r + 7)<°>, (3r + 6)<*>,3r +
5,3r+5,q1, 2,43, s, X5, ..., Tj, ..., T;), por tanto juntando estas dos equivalencias obtenemos
el resultado.

m

Nos va a ser mas 1util presentar el anterior lema de la siguiente manera.

Teorema 4.3.19 (Definibilidad finita). Sea ¢ una L(n, k)-formula tal que §(¢) < r < kg
sin constantes. Sean s,j € Z1 tal que 1 < s,j < r. Dados pji1,...,pr pardmetros existen
q1,---, Q16 Tacionales menores que 15r + 57 tales que para todos x1,...,x; < 1 se tiene que

QNI0,n] = ((@(x1, s Ty Pjst1y eoos Dr) A T1y ey T < S) > S(q1s vy Q165 T1y ooy Ty oy Tj))

Demostracion. Consideremos la formula ¢’ = ¢ A 21,...,2; < z,. Ademés a cada variable
x; de ¢ la reemplazamos por x;,4. Notemos que a los més tiene r + 4 variables y por
cada una se agregaron a lo mas 3 simbolos 16gicos y no se cambiaron las S-férmulas, luego
8(¢) < (r+4)+3(r+4)+r =5+ 16 < 10ks. Asi aplicamos el lema anterior con ¢’ y
obtenemos el teorema.

]

4.4. Teoria de conjuntos linealmente ordenada

Antes de proseguir vamos a definir la teoria de conjuntos linealmente ordenada que vamos a
denotar como LOST (k). Aqui vamos a presentar de manera distinta del articulo de Friedman
el axioma de indiscernibilidad acotada porque consideramos que asi se simplifican algunas
demostraciones. Ademas incluimos un teorema que denominamos teorema de la definibilidad
acotada que, aunque Friedman da las ideas de cémo hacerlo, él no lo desarrolla.

LOST (k) cuenta con una variacién del axioma de separacién lo cual nos va a permitir hacer
construcciones como la nocién de pre-(buen orden) que se desarrollara en la siguiente seccion.
La clase de los pre-(buenos 6rdenes) es bien ordenada bajo isomorfismos, y basicamente ésta
serd nuestra estructura de segundo orden de los ordinales.

La existencia del modelo de LOST(K) es consecuencia a la codificaciéon que hemos logrado
de las L(n, k)-férmulas y la relaciéon de satisfacciéon como se vera en el teorema De
hecho las restriccion que aparece en sus axiomas se debe a la restriccion que tenemos en las
codificaciones. El lenguaje en el que se va a escribir LOST(K) lo vamos a notar como L(k)
y se basa en:

= Simbolos de relacién binarios: €', <

= Constantes 0,1, ..., k
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» Variables z; para i € Z"

Esta vez no hay restriccién en las variables y ademds una L(k)-férmula es una férmula
construida en el lenguaje L(k) en el sentido cldsico. Va a existir una relacién muy estrecha
entre las L(k)-férmulas y las L(n, k)-férmulas, asi que necesitamos la siguiente definicién.

Definicién 4.4.1. Sea ¢ una L(k)-férmula. Definimos como la complejidad de ¢, que
denotamos como ¢(¢), como la suma de:

» Nidmero de veces que aparecen los simbolos 16gicos (=, A, 3).
= El mayor ¢ el cual la variable z; aparece en ¢.

Dada una L(k)-férmula ¢, notaremos como ¢~ a la férmula resultante al acotar por i los
cuantificadores de ¢. (es decir, 3zt lo reemplazamos por Jz(x < i A1))).

Definicién 4.4.2. Los axiomas de LOST(k) son los siguientes:

Basicos. = < es un orden lineal con elemento minimo 0 y sin elemento maximo.
m 0<1<2<..<k
» Vo,y(zr €y — x < y)

Separaciéon acotada. Sea ¢(z1,...,x;) una L(k)-féormula sin constantes donde c¢(¢) < ¢ <
ke/10%. El axioma es

Vg, .., m; < i(3miy < 10%) (Vo) (21 € g1 <> ¢~ (21, .0y 2) Ay < 4)

Indiscernibilidad acotada. Seai € Z* coni < k3 —1. Sea ¢(x1, ..., Thy, Thyt1, -, Taks—1) UNA
L(k)-férmula sin constantes donde c(¢) < 2k3 — 1. Sean i < a;, ..., Agy—1, biy ooy g1 <
ks — 1 nimeros naturales tales que (ay, ..., ap,_1) es orden equivalente a (b;, ..., bg,1).
Si denotamos como T = (1, ..., Tky, Thyt1s ---s Thst+i—1), €l axioma es

VE < i(¢0 (T, gy ey Ay 1) &> (T, by oy 1))

El axioma de separacién acotada nos permite construir elementos e indiscernibilidad acotada
sirve para ver que el elemento construido lo podamos seguir usando como parametro para
poder crear mas objetos. Esto se entenderda mejor en el lema pero antes veamos que
existe un modelo de LOST (k).

La eleccion de ese modelo se debe principalmente a los 16 parametros que resultaron al
definir la relacién “E" en el teorema de la definibilidad finita.

Definicién 4.4.3. Sea la estructura M(S) := ((QN[0, k])1®, €', <,0',1',...,k"). Las interpre-
taciones son
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w z € ysiysdlosi x| < |yl y Sy, -, Y16, T1y -y T16, -5 T16)-
w < ysiysolosi, |z| <|y| 6 |z| =yl y T <iex v
» Para 0 < i <k se tiene que i’ := (0,0, ...,0,7).

Teorema 4.4.4. M(S) = LOST(k)

Demostracion. Basicos. Es facil ver que < es un orden lineal y que 0’ es el elemento minimo.
Por la misma definicién se ve que M(S) = Vz,y(x € y — = < y).

Separacién acotada. Sea ¢(z1,...,x;) una L(k)-férmula sin constantes donde c(¢) < i <
ke/10%. La idea es encontrar para ¢=% una L(n, k)-férmula 1 a la cual serfa equivalente
y poder aplicar la teoria ya desarrollada. Con ser equivalentes nos referimos a que dado

a=(ay,...,ais) € (QN[0,k])*:
M(S) = ¢~(a) si y sélo si Q = (ay, ..., ase)

Para esto, a cada variable x; le vamos a asociar 16 variables vij_15, Vigj—14; ---; V16 ¥
vamos a proceder por induccion.

» 5i ¢ es de la forma x, < x;, entonces ¢ queda de la forma:

a=15b=15
(VA vick—a < vigj-s)V
a=0 b=0
a=15b=15 a=15b=15
(—( \/ /\ Vi6k—a < V16j—b V \/ /\ Vi6j—a < Vi6k—b) N T <iex T;)
a=0 b=0 a=0 b=0

donde xj <, ; también se puede expresar en L(n, k) pero es bastante extenso
por lo que lo dejamos como ejercicio.

= Si ¢ es de la forma zj, € x; entonces ¥ queda de la forma:

a=15b=15

( \/ /\ V16k—a < 'U16jfb) AN S(U16j—15> <oy V1655 V16k—155 +++ U16k; -+ +» U16k)
a=0 b=0

= Los casos de negacion, disyuncion y existencial se hace de manera inductiva.

Es facil ver que la férmula 1) es equivalente con ¢=¢ de la forma que ya mencionamos.
Para saber cudnto es (1), notemos que sélo en las férmulas atémicas se agregan
simbolos légicos y con toda certeza podemos asegurar que f(¢)) < 10%. Por lo tanto
aplicamos el teorema a 1) donde 10%, 16, 7 toman el rol de 7, j, s, respectivamente.
Entonces dados pi7, ..., pios; < 10% pardmetros existen ¢y, ..., ¢16 Tacionales menores que
1097 tales que para todos vy, ..., v15 < 10% se tiene

Q ): S(ql, ey 416, V1, -+, V16, ...,’Ulﬁ) < (Q/J(Ul, .oy V16, P17, "-7p104i) /\’Ul, U1 < Z)
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Dado que v es equivalente con ¢~ tenemos que dados ps,...,p; < i pardmetros en
M(S), existe ¢ € M(S) menor que (10%)’ tal que para todo z; € M(S)

M(S) = a1 €'q < (0% (w1, p2, o ps) N1 < )
Lo cual es justo el axioma de separacién acotada.

Indiscernibilidad acotada. Seai € Z* coni < k3 —1. Sea ¢(x1, ..., Thy, Thyt1, -, Toks—1) UNA
L(k)-férmula sin constantes donde ¢(¢) < 2k3 — 1. Como en la demostracién anterior,
consideramos la £(n, k)-férmula v que es equivalente ala férmula ¢=*3. Asf la férmula
resultante cumple que #(¢)) < 10°k3, ademds sus variables estdn entre vy, ..., V16(2kz—1)-

Ahora aplicamos el corolario [4.3.6] a la formula ¢ y asi obtenemos una S-férmula
la cual es 10°ks-equivalente a 1. Sean i < g, ..., Aps—1, bjs ooy bps—1 < k3 — 1 nidmeros
naturales tales que @ := (aj, ..., ag,_1) es orden equivalente a b := (b, ..., bg,_1 ). Notemos
que si ¢ es una tupla de racionales menores que 7, dado que S es Z"-invariante se tiene
que

(¢,a) € S siy solosi (¢,0) € S

Por tanto, como ~ es una S-férmula se sigue manteniendo la equivalencia

v(¢, a) es equivalente a (¢, b)
Como v es 10°ks-equivalente a 1), y ésta es equivalente a la férmula ¢=¥3, se tiene que

¢=*3(E,a) es equivalente a ¢~ (¢, b)

El siguiente lema nos mostrara cémo vamos a construir elementos usando LOST (k).

Definicién 4.4.5. Sean x,z1, ...,z € M(S) usaremos la notacién x ~ {xy, ..., 2} cuando
M(S)EVz(z€ v (z=x1 V... V2z=u1ay)).

Lema 4.4.6. Sea ¢(y, z,wy, ..., w;) una L(k)-formula acotada sin constantes tal que c(¢) <
i < kg¢/10%. Sean q,py, ..., pr € M(S) menores que i. Entonces existe p € M(S) menor que i

tal que p =~ {y = q: M<S> ): ¢<y7q7p17 7p7‘)}

Demostracion. Aplicando separacién acotada a la féormula ¢(y, z, wy, ..., w,) Ay < z tenemos
que

M(S) = 3z < 10%)(Vy)(y € 2 < ¢~ (y, ¢, 1y s D) ANy 2 gAY < 4)

Dado que ¢ es acotada y ¢ < 7, la anterior formula es equivalente a

M(S) = 3z < 10%)(Vy)(y € = <> ¢(y,q,p1, ... 2r) ANY = Q)
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Dado que todos los parametros usados son menores que 7, podemos aplicar indiscernibilidad
acotada y asi tenemos que

M(S) = (Fz <)) (Vy)(y € 2 < 6y, ¢, p1, o) Ny =2 )

Lo cual es justo lo que necesitamos.

O

Como podemos apreciar en el lema , LOST(k) tiene una considerable restriccion en las
formulas la cual en cierto momento nos impedira avanzar, dado que éstas cada vez van a
tener mayor complejidad. No obstante, esta restriccién nos va a permitir construir la nocién
de sucesion finita y ya con esto podemos definir “="para todas las férmulas y no sélo para

un conjunto finito. Esto nos quitara las restricciones. Primero vamos a desarrollar la nocién
de funcién en M(S).

Definicién 4.4.7. Sean a,b,p € M(S). Usaremos la notacién p ~ (a,b) si existen z,y €
M(S) tales que

Veamos que existe en M (S) la nocién de pareja ordenada.

Proposicion 4.4.8. Sea i < kg/10*. Sean ay, ...,a, € M(S) tales que ay, ...,a, < i. Eziste
g€ M(S) tal que ¢ <i yq~{a,..,a,}.

Demostracion. Primero supongamos que 4 < i. Notemos que la férmula ¢(z1, xe, x3) : 21 €
xo V x1 € x3 tiene complejidad 4, por tanto por el lema dados po, p3 < ¢ existe un
elemento ¢ < i tal que ¢ ~ {z: 2 € py V z € p3} es decir z = py UMW) pg.

Para incluir los casos en que i € {1,2,3} usamos nuevamente indiscernibilidad acotada a la

formula Vo, x3 < 4314 < 4V (21 € 24 <> 21 € 29 V 21 € x3). Por induccién se puede ver
que dados py, ..., pr < @ existe U?ZM(S) p;. Aplicando el mismo procedimiento anterior con la
férmula ¥ (xy, z5) : 1 = x5 podemos concluir que dado 7 < kg/10 y p < @ existe ¢ < i tal
que ¢ ~ {p}.

Asi, dados ay, ...,a, < i elementos de M(S), existen by, ...,b. € M(S) menores que i tales
que by ~ {ai},...,b. ~ {a,}, asi al unirlos, existe un elemento ¢ € M(S) con ¢ < i tal que
c~{ay,...,a,}.

]

Corolario 4.4.9. Sea i < kg/10%. Sean a,b € M(S) tales que a,b < i. Eziste p € M(S) tal
que p <iyp=(ab)
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Demostracion. Sean a,b € M(S) menores que i, por la proposicién anterior existen z,y €
M (S) menores que i tales que = ~ {a} v y ~ {a,b}, y as{ mismo existe p € M(S) menor
que 7 tal que p ~ {z,y}.

O

Definicién 4.4.10. Sea r > 2. Inductivamente definimos p ~ (ay, ..., a,41) si existe b tal que
p==(bas,....;a,11) y b= (ay,az).

Por induccion se puede demostrar el siguiente hecho.

Hecho 4.4.11. Sea i < kg/10%. Para todo ay,...,a, < i existe p € M(S) tal que p < i y
p =~ (a,...,a,). Ademads si existen otros by, ..., b, tales que p ~ (by,...,b,), entonces a; = b;
para todo 1 <17 <.

Ahora ya teniendo la nocién de pareja ordenada podemos definir en M (.S) qué es una relacién
y una funcién.

Definicién 4.4.12. Sea i < kg/10%. Sea R € M(S).

» Decimos que R es una (i, r)-relacidn si y sélo si para todo p € R existen ay, ...,a, < i
tales que p ~ (ay, ..., a,). Denotaremos como R(ay, ...,a,) si y sélo si existe p € R tal

que p =~ (ag, ..., a,).

» Decimos que R es una (7, r)-funcidn si es una (i, 7+ 1)-relacion tal que, dados ay, ..., a,,
b,c € M(S), si R(ay,...,a,,b) y R(ay,...,a,,c) entonces b = c.

Ahora necesitamos la nocién de nimero natural para definir en M (S) el concepto de sucesién
finita. A diferencia de las definiciones anteriores, la definicién de nimero natural en M (S) es
distinta a la nocién clésica, esto se debe a que no sabemos a ciencia cierta cémo se comporta
la relacién €' ya que depende de un clique genérico. Asi, vamos abstraer la idea principal
de nimero natural: un conjunto dotado con una relaciéon de orden total entre sus elementos
que verifica que dado cualquier subconjunto no vacio, éste posee un elemento minimo y
un elemento maximo. Ademds para poder usar los nimero naturales como parametros en
separacion acotada es conveniente que sean menores que 1.

Definicién 4.4.13. Decimos que R € M(S) es un ndmero natural en M(S) si:
= <1
= R es una (1,2)-relacion de orden total en M(S).

» Sea A < k3 — 1 tal que existe z € A que cumpla R(z,z). Entonces existen a,b €’ A
tales que R(a,a), R(b,b), y para todo w € A, si R(w,a) entonces w = a, y, si R(b, w)
entonces w = b.
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Basicamente la tultima condicién nos dice que todo conjunto no vacio que tiene elementos en
R, tiene un R-elemento minimo y un R-elemento méximo. Notemos que por esto mismo R
tiene maximo y minimo. Usaremos la notacién a <g b para indicar que R(a,b).

Demostremos que existen los niimeros naturales en M(.S).

Definicién 4.4.14. Sea R, W numeros naturales en M(S). Decimos que W extiende a R
si R M)W

Lema 4.4.15. Sea R un nimero natural en M(S) y a < 1, donde ~R(a,a). Entonces existe
un numero natural W en M(S) tal que a es su mdzximo y ademds extiende a R. Luego para
todo m € Z* existe un niumero natural en M(S) cuyo dominio tiene cardinalidad m.

Demostracion. Sea R un nimero natural y a < 1, donde —R(a, a). Para empezar, primero
veamos que (Dom(R))M) existe. Para ello consideramos la férmula ¢ (1, 72, 73) : 3wo(2y €
x3 A\ X9 ~ (1,11)). Por el lema existe p € M(S) tal que p ~ {x; : existe x5 tal que
x9 € Ry xy ~ (x1,21)}. Recordemos que como R es menor que 1 lo podemos usar como
parametro sin problema y, como es el tinico parametro que usamos, garantizamos que p < 1.
Notemos que p =(Dom(R))M).

Ahora, aplicando nuevamente el lema a la férmula (1, x9, v3,24) @ (21 € 23 V 11 ~
(x3,23) V Iy(y € x4 A xq >~ (y,23))) existe W € M(S) tal que si W ~ {zy : 2, € RV 2y ~
(a,a) V y(y € (Dom(R))ME) Az ~ (y,a)). Como R, ay (Dom(R))™) son menores
que 1 los podemos usar como parametros sin ningin problema y asi mismo garantizar que
W < 1. Es facil ver que W extiende a R y a es su maximo.

Notemos que {(0',0)}() es un niimero natural en M(S). Asi, dado m € Z*, aplicamos
este resultado m veces a partir del niimero {(0',0)}™) para garantizar la existencia de un
nimero natural en M (S) cuyo dominio tenga cardinalidad m.

[

Ahora vamos a ordenar los nimeros naturales en M (S5).

Definicién 4.4.16. Sean a,b € M (S). Usaremos la notaciéon a = b cuando M (S) = Vz(z €
a+rz€b).

Definicién 4.4.17. Sean W, R € M (S) nimeros naturales. Una funcién de comparacién
parcial f entre Ry W es una (1, 1)-funcién tal que

= Dom(f) M Dom(R) y Ran(f) <™ Dom(W).

a <gbsiysolosi f(a) <y f(b) para todo a,b €Dom(f)

Si a € Dom(f) y existe b € Dom(R) tal que b <g a, entonces b € Dom(f).

Si a € Ran(f) y existe b € Dom(W) tal que b <y a, entonces b € Ran(f).
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Se dice que f es una funcién de comparacién entre Ry W, si es una funciéon comparacion
parcial y ademds Dom(f) =Dom(R) y Ran(f) cM) Dom(W), o, Dom(f) cM®Dom(R) y
Ran(f) = Dom(W).

Por medio de funciones de comparacién podemos comparar los niimeros naturales en M (S).
Veamos que existen.

Observacién. Dado que se vuelve complicado y tedioso determinar la complejidades de
las férmulas que usaremos en adelante vamos a omitir ese proceso, sin embargo no hay que
preocuparnos ya que kg/10* es un niimero mayor que 1000 y las complejidades de las férmulas
que vamos a usar hasta quitarnos la restriccion no llegan a tener una complejidad mayor que
500.

Lema 4.4.18. Sean R, W nidmeros naturales en M(S). Existe una funcion de comparacion
entre R,W menor que 1. Ademds es unica segiun =

Demostracion. Notemos que los pardametros que se usan en la definicién de funcién de com-
paracién parcial son menores que 1, luego por el lema existe A € M(S) menor que 2
tal que

A~ {f <1:f esuna funcién de comparacién parcial entre Ry W }

Gracias a la proposicién 4.4.8|y el corolario 4.4.9| creamos la funcién de comparaciéon parcial
que envia el menor elemento de R al menor elemento de W, y ademaés es menor que 1, luego se
tiene que A # O™ Como A es menor que 2, nuevamente por el lema existe 2 € M(S5)
menor que 2 tal que x € Q si y so6lo si existe y € A tal que x es el maximo R-elemento del
Dom(y). Notemos que Q # M) ya que A # §M5) | por tanto tiene un R-elemento méximo
0. Sea f funcion de comparacion parcial entre R y W tal que el R-maximo de su dominio
sea 0. Veamos que f es una funcién de comparacién.

Si f no es una funcién de comparaciéon entonces dom(f) # dom(R) y ran(f) # dom(W),
luego existe a tal que es el R-elemento minimo que cumple: @ € dom(R) y v ¢'dom(f). Asi
mismo existe [ tal que es el IW-elemento minimo que cumple: 5 € dom(W) y 5 ¢'ran(f). Por
la proposicién y el corolario [£.4.9] existe z € M (S) menor que 1 tal que z ~ {(a, )},
luego f UM 2 serfa una funcién de comparacién menor que 1 lo que contradice la R-
maximalidad de §. Por lo tanto f efectivamente es nuestra funcién de comparacién. Usando
un argumento similar al de este parrafo podemos ver que f es tnica .

]

Recordemos que una sucesién finita en el sentido clasico es una funcién de un niimero natural
a otro conjunto. Siguiendo la misma idea vamos a definir sucesion finita en M (S). Necesita-
mos que sea menor que 1 para poder usar la sucesién como parametro en separacion acotada
si ningin problema.
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Definicién 4.4.19. Sea i < kg/10%. Decimos que « es una i-sucesién finita si y sélo si
a~ (R, f) donde

m <1
» R es un numero natural en M (S5)

» f esuna (7, 1)-funcién cuyo dominio es el dominio de R.

Adicionalmente decimos que « es una i-sucesion finita de longitud r si dom(R) tiene tamano
r. El rango de una ¢-sucesion finita es el rango de f.

Es sencillo demostrar por induccién y por nuestro lema [4.4.6| el siguiente hecho.

Hecho 4.4.20. Sea r,i € Z" donde i < kg/10%. Dados py,...,p, € M(S) menores que i
existe una i-sucesién finita o = (R, f) menor que 7 tal que f(a;) = p; para todo 1 < j <,
donde {ay, ..., ar}M(S) es el dominio de R que cumple que a; <g a; si k < j.

Ahora empecemos a definir “=” dentro de M (S).

Definicién 4.4.21. Sea i < kg/10* y ¢(xy, ..., x,) una L(k)-férmula. Sea o = (R, f) una
i-sucesién finita de longitud  cuyo dominio es {ay, ..., a, }®) y cumple que si p < ¢ entonces
a, <p a,. Decimos que « satisface a ¢ si M(S) = o(f(a1),-.., f(ar)).

Definicién 4.4.22. Sea i < kg/10* y ¢(z1, ..., z,) una L(k)-férmula. Decimos que G € M(S)
es el (i,r)-grafo de ¢~ cuando se cumple que x € G si y s6lo si x es una i-sucesién finita
de longitud r que satisface a ¢~

Un (i,7)-grafo de una férmula es simplemente el conjunto de elementos menores que i que
satisfacen la férmula, pero entendido dentro de M (S). Veamos que existe.

Teorema 4.4.23. Seai < kg/10* —1 y ¢(x1, ..., z,.) una L(k)-férmula sin constantes. Eziste
un (i,7)-grafo de = tal que es menor que i + 1.

Demostracién. Fijemos i < kg/10%. La demostracién se desarrollard por induccién sobre
L(k)-férmulas.

Atdomicas .

» Supongamos que ¢ es de la forma z, € x, donde p,q < r. Notemos que esta
vez no hay restriccion en la complejidad de la formula, asi que no podemos usar
directamente nuestro lema [4.4.6, sin embargo podemos expresar: “la i-sucesién
de longitud r donde la p-ésima coordenada pertenezca a la g-ésima coordenada”
en una férmula, con complejidad permitida para aplicar el lema [4.4.6, por medio
de nimeros naturales en M (S) y funciones de comparacién. Esto se hace de la
siguiente manera. Por el lema existen nuimeros naturales P, Q, R € M(S)
cuyos dominios tienen tamano p,q,r, respectivamente. Por el lema existe
W e M(S) tal que para todo x € M(S), x € W siy sélo si
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e © = (T, f) es una i-sucesion finita

e Existe una funcién de comparacién entre 7'y R biyectiva (esto implica que
la sucesién sea de tamano r).

e Sea a el maximo elemento de P, y 8 el maximo elemento de ). Sea f, la
funcién de comparacién entre P y T, y sea f; la funcién de comparacién
entre Q y T. Entonces f(f,(a)) € f(f;(B3)). (esto implica que la p-ésima
coordenada de x pertenezca a la g-ésima coordenada)

Como el mayor pardmetro que usamos fue i, (tanto los nimeros naturales y las
funciones de comparacién son menores que 1), podemos garantizar que W < i+1.

» Supongamos que ¢ es de la forma x, < z,. Usamos el mismo argumento del caso
de la pertenencia.

Negacién. Supongamos que ¢ es de la forma —) y existe W, (i,7)-grafo de ¢)=*. Por el lema
4.4.15| existe un nimero natural R € M (S) tal que su dominio tiene tamano r. Por el
lema existe W € M(S) tal que para todo x € M(S), x € W si y sdlo si

» = (T, f) es una i-sucesion finita
» Existe una funcién de comparacion entre 1"y R biyectiva.
LI gl W¢

Es facil ver que W es (i, 7)-grafo de ¢. Podemos garantizar que W < i+ 1 dado que el
mayor parametro que se us6 fue Wy, que por induccién es menor que i + 1.

Disyuncién Supongamos que ¢ es de la forma ¢ V ¢y y existen Wy, (i,7)-grafo de ¢ y
Wy, (i,7r)-grafo de ¢5. Aplicamos el mismo argumento del caso de la negacién pero
la tercera condicién la cambiamos por x € Wy, o x € W,,.

Existencial Supongamos que ¢ es de la forma 3z, (21, ..., ), ..., 2,) y existe Wy, (4,7 + 1)-
grafo de ¢='. El conjunto que necesitamos tiene que contener los elemento de W,
pero quitandoles su p-ésima coordenada. Nuevamente para crear este conjunto se usan
funciones de comparacion. Por el lema existen nimeros naturales P, R € M(.S)
cuyos dominios tienen tamano p, r, respectivamente. Asi, por el lema existe W €
M (S) tal que para todo = € M(S), x € W si y sélo si:

» 2 = (T, f) es una i-sucesién finita. Existe una funcién de comparacién entre Ty
R biyectiva.

» Existe y € Wy, donde y = (V,g). Sea fp la funcién de comparacién entre Py
V. Sea a el mayor elemento de P y consideramos el conjunto V' que resulta al
eliminar del nimero V' el elemento fp(«). Es un ejercicio sencillo comprobar que
esto sigue siendo un nimero natural.
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» Sea fr la funcién de comparacién entre 7'y V'. Entonces f = g(fr). (La misma
sucesion y pero sin su p-ésima coordenada).

Podemos garantizar que W < i + 1 dado que el mayor pardmetro que se usé6 fue Wy,
que por induccion es menor que ¢ + 1.

]

Ya con el anterior teorema podemos quitarle la restriccién al axioma de separaciéon acotada.
Por comodidad tenemos que eliminar algunas constantes.

Definicién 4.4.24. Abreviamos como ¢ := kg/10* — 3. Denominamos como el lenguaje £(k)*
al lenguaje L£(k) pero con constantes 0, .., .

Teorema 4.4.25 (Separacién acotada*). Sea ¢(z1, ..., x,) una L(k)*-formula sin constantes.
Sea 1 < t. Entonces

M(S) |z Vg, ..., 2, < i(3xppq <0+ 1)(Voy) (21 € 2ppq < 0™ (21, .., 2,) Ay < 4)

Demostracion. Sea ¢(xy, ..., x,) una L(k)*-féormula sin constantes. Sea ¢ < t. Por el teore-
ma existe W (i,7)-grafo de ¢~ tal que es menor que i + 1. Sean py,...,p, € M(S)
parametros menores que ¢ fijos. El elemento que necesitamos encontrar es el conjunto de las
primeras componentes de las i-sucesiones de la forma (z, ps, ..., p,) que pertenece a W. Vamos
a describir cémo se consigue ese conjunto. Sea R nimero natural con dominio de tamano 7.
Por el hecho existe la i-sucesién o = (R, g) tal que su rango es {0, po, ..., p, }, ademads
a es menor que i. Por el lema[1.4.6) existe Z € M (S) tal que para todo p € M(S), p € Z si
y sblo si existe y = (T, f) € W tal que

» Sea a el minimo elemento de T'. Entonces f(a) = p.

» Sea fr funcién de comparacién entre 7'y R biyectiva. Entonces f(b) = g(fr(b)) para
todo b €’dom(7T’) con b # a (esto garantiza que la sucesion termina en ps, ..., p;).

Se puede garantizar que Z < ¢+ 1 dado que el mayor parametro que usamos fue W que
es menor que i + 1. Como W es el (i,r)-grafo de ¢~ entonces Z ~ {p < i : M(S) E

(b_<i<p7p27 7p7“)}
]

Ahora si vamos a presentar la nocién de “=” en M(S) y ya con esto podemos quitarle la
restriccion de las férmulas a indsicernibilidad acotada. Como ya mencionamos, el siguiente
teorema no estd desarrollado a su totalidad en [4], sin embargo, basdndonos en las ideas que
propone, presentamos la siguiente demostracion.

Teorema 4.4.26 (Definibilidad acotada). Sea s € Z*. Existe una L(k)-férmula acotada
O (x,2) con parametros menores que 1 y complejidad menor que k3 tal que define “x es una
formula acotada sin constantes, z es una tupla de pardmetros menores que t y M(S) = z(2)
para todas las L(k)-formulas x con complejidad menor que s”.
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Demostracion. Esto es muy parecido a cuando uno define la relacion de satisfaccién “=" de
manera cldsica, asi que solo vamos a dar unas pautas de como hacerlo.

» Para definir una férmula dentro de M(S), le asociamos a cada simbolo l6gico una
tupla entre 0 y 1’, y a cada variable v; un niimero natural en M (S) cuyo dominio tenga
tamano 7. Por induccién sobre la complejidad de las férmulas y por separaciéon acotada*
construimos los bloques de férmulas, para asi obtener un elemento B, € M (S) tal que
B, <1y ,x € B, siysolosix es una férmula acotada sin constantes de complejidad
menor o igual que s.

» T es una s-relacién de satisfaccion si para todo z € T, z = (f,g) donde f € B,y g es
una t-sucesion, ademas

z; € xj,9) € T siy sélosi g(i) € g(7).

(
(x; < xj,9) € T siy solosi g(i) < g(j).
(

x; =x;,9) € T siysélosig(i) =g(j).

Si (=, g) € T entonces (1,

g9) &' T.
i (Y1 Vb, g) € T entonces (Y1,9) € T o (1q,g) € T.

(

(

Si ((3z; < @), g) € T entonces (¢, ¢') € T, donde g(y) = ¢'(y) siy # j y existe
=< ¢g(7) tal que ¢'(j) = a.

» Para garantizar la existencia de una s-relacién de satisfaccién dentro de M (.S) nueva-
mente es por induccién sobre la complejidad de las féormulas y separacion acotada*.
Notemos que la definicién de la s-relacion de satisfaccién sélo usa parametros menores
que 1, y las tinica constante usada es ¢, entonces podemos garantizar que 7" <t + 1.

La L(k)-férmula ®4(z, 2) es
AT < k3(T es s-relacién de satisfaccién A (z,z) € T')

]

Ahora ya tenemos la suficientes herramientas para quitarle la restriccién a la complejidad
de las férmulas a indsicernibilidad acotada.

Teorema 4.4.27 (Indiscernibilidad acotada*.). Sea i € Z* con i <t — 1. Sea ¢(x1, ..., 2;)
una L(k)*-férmula sin constantes. Sean i < a;,...,a;_1,b;,...,0—1 <t — 1 nimeros naturales
tales que @ := (a;,...,a;_1) es orden equivalente a b:= (b;,...,b,_1). Entonces

M(S) =Vz < i(¢~*(z,a) & ¢~ (z,b))
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Demostracion. Supongamos que la complejidad de ¢ es menor que s. Observemos que dados
dos nimero naturales R, W en M (S), podemos formar el nimero R~W, colocando todo
los elementos de W por encima de los de R, luego dadas dos sucesiones z,y, las podemos
concatenar de manera natural usando separaciéon acotada*. Denotamos como =~y la sucesién
concatenada.

Consideremos la férmula ®4(x, y) del teorema de la definibilidad acotada. Como esta férmula
tiene complejidad menor que k3, pardmetros menores que 1 y no tiene constantes (la constante
t que posee la podemos considerar entre los ntiimeros @ y b, y la podemos mantener en un
lugar fijo ya que éstos son menores estrictamente que t) le podemos aplicar indiscernibilidad
acotada:

M(S) =Yy, 2 < i(Dy(y, 27a) <> Py(y, 27b))

Asi, traduciendo lo que quiere decir ®, con y = ¢=** y 2 = & (recordemos que toda férmula
y tupla en M (S) es menor que 1 y por tanto las podemos usar como parametros) tenemos
que

M(S) = ¥z < i(¢™"(x,a) <> M(S) = ™% (z,D))

4.5. Pre-(buenos érdenes)

Ahora que ya no tenemos restriccién al momento de construir objetos, nuestra préxima meta
es crear la estructura de segundo orden de los ordinales. Con la relacién de pertenencia de
M (S) no podemos tratar directamente ya que, como hemos mencionado en la seccién ,
desconocemos como se comporta. Por esto, de la misma manera que definimos los niimeros
naturales en M (.S), vamos a extraer las ideas principales de la nocién de ordinal y, con éstas,
definir en M (S) el concepto de pre-(buen orden). Presentamos la definicién de pre-(buen
orden) con una ligera correccién de la definicién original de [8]: cambiamos la constante de
la cuarta condicién para dar mas rigurosidad a la demostracién del corolario

Para empezar vamos a enunciar el siguiente hecho que se deriva de quitarle la restriccion de

férmulas al lema
Definicién 4.5.1. Sea z < t. Denominamos como rk(z) el menor ¢ <t tal que = < 1.

Hecho 4.5.2. Sea i € Z*. Sea ¢(y, z, w1, ..., w,) una L(k)*-férmula acotada sin constantes.
Sean ¢, p, ..., pr € M(S) tales rk(q) < ¢ y para todo j < r, rk(p;) es menor que i. Entonces
existe p € M(S) menor que i tal que p~ {y < q: M(S) E ¢(y,q,p1, .-, pr) }-

Como en los nimeros naturales en M (S), un pre-(buen orden) va a ser una relacién, asi que
necesitamos la siguiente definicion.

Definicién 4.5.3. Sea R € M(S) una relacién binaria. Definimos como el campo de R al
elemento fld(R) ~ {x : Jy(R(z,y) V R(y, x)}.
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Es importante observar que, gracias al hecho [4.5.2] dada una relacién binaria R se tiene que
dom(R), ran(R) y fld(R) existen y son menores que rk(R).

Vamos a definir qué es un pre-(buen orden). Recordemos que en esencia un ordinal es un con-
junto bien ordenado, sin embargo, nosotros vamos a prescindir de la condicién de antisimetria
dado que tampoco sabemos a ciencia cierta si la relaciéon €’ es extensional.

Definicién 4.5.4. Un pre-(buen orden) es una relacién binaria menor que ¢ — 1 tal que

(Vz € ld(R))(R(z, ))

(Va,y, 2z € d(R))((R(x,y) A R(y, 2)) = R(x, 2))

(Vo,y € Ad(R))(R(z,y) vV R(y, x))
s (Vo CMO) Ad(R))(x Z0MEO ANx <t —1) = (32 € 2)(Vw € 2)(R(z,w)))

En otras palabras, R es un pre-(buen orden) si es una relacién reflexiva, transitiva, total, y
todo subconjunto menor que t — 1 del campo de R tiene un R-minimo elemento.

Usaremos la siguiente notaciéon al tratar con relaciones.

Definicién 4.5.5. Sea R una relacién binaria. Escribiremos como z <g y si R(z,y). Escri-
biremos =g y si R(z,y) y R(y,z). Escribiremos como x <gp y six <gpy y * #r y.

Vamos a dotar con un orden a la clase de los pre-(buenos érdenes). Para esto vamos a
introducir el concepto de isomorfismo y segmento inicial.

Definicién 4.5.6. Sea R un pre-(buen orden) y z €’fld(R). Definimos la relacién R|<* como
Vy,2(y <p<= 2>y <p 2Nz <p )

Decimos que R|<* es un segmento de R

Usando el hecho se puede demostrar que dado R pre-(buen orden) y = €fld(R) se

cumple que R|<" existe, es menor que rk(R), y ademés es un pre-(buen orden).

Definicién 4.5.7. Sean R, S pre-(buenos érdenes). Decimos que 7" es un isomorfismo de
R a S siy soélo si

1. T < max{ rk(R), rk(S)} es una relacién binaria.
2. Dom(7) = Dom (R) y Ran(7T") = Dom(.5).
3. SiT(z,y), T(z,w)y z <g z, entonces y <g w

4. Sean r =gp u 'y y =g v. Entonces T'(x,y) si y sélo si T'(u,v).
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La clase de los pre-(buenos 6rdenes), como sucede en la clase de los buenos ordenes, se puede
ordenar como lo muestra el siguiente lema. Su demostracion la decidimos omitir dado que
su desarrollo es un poco largo y es muy parecida al caso de los buenos ordenes. La prueba
se encuentra en las paginas 681-687 de [3].

Hecho 4.5.8. Sean R, S pre-(buenos o6rdenes). Exactamente uno de los siguientes casos
sucede:

1. R, S son isomorfos.
2. Existe y €’ Dom(S) tal que R es isomorfo a S|<¥. El elemento y es unico segin =g.
3. Existe  €Dom(R) tal que R|<* es isomorfo a S. El elemento z es unico segin =g.

Ahora vamos a organizar la clase de los pre-(buenos 6rdenes) de una manera natural que
estd bien definida gracias al hecho [4.5.8|

Definicién 4.5.9. Sean R, S pre-(buenos 6rdenes). Denotamos como R ~ S si existe un
isomorfismo entre R y S. Denotamos como R<S si existe y €' Dom(S) tal que R es isomorfo
a S|<Y

Gracias al hecho se infieren las siguiente propiedades de la anterior definicion.

Hecho 4.5.10. La relacion < es irreflexiva, transitiva y total. La relacién ~ es de equivalen-
cia.

La clase de los pre-(buenos 6rdenes) con la relacién < es una estructura bien ordenada.

Proposicién 4.5.11. Sea A € M(S) menor que t — 1 distinto de 0™ tal que todo v €' A
es un pre-(buen orden). Entonces A tiene un <-minimo elemento

Demostracion. Sea R € A. Si R ya es el elemento <-minimo de A ya tenemos el resultado,
de lo contrario, consideremos, por el hecho el conjunto B ~ {y €'Dom(R) : existe
x € A con R|<Y ~ z}. El conjunto B es menor que t — 1 ya que rk(A) y rk(R) son menores
que t — 1. Como R es un pre-(buen orden), existe z € B tal que es R-elemento minimo, por
tanto existe v € A tal que v ~ R|<*. Es sencillo comprobar que 7 es el <-minimo elemento
de A.

O

La estructura de los pre-(buenos érdenes) con la relacién < no es acotada superiormente
gracias a la siguiente definicién.

Definicién 4.5.12. Sea R un pre-(buen orden). Consideramos R* como la relacién que
cumple que Dom(R*) = Dom(R)UM®) {R} y para todo x € Dom(R™) se tiene que x <p+ R.
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Gracias al hecho 4.5.2] dado R pre-(buen orden), el elemento R' existe y rk(R") < rk(R).
Adem4s es sencillo comprobar que R' es un pre-(buen orden) y que R< R™.

Por la proposicion , la clase de los pre-(buenos 6rdenes) con la relacién < estd dotada
con induccién interna, que es lo que nos faltaba para empezar a construir el modelo de ZFC.
Ahora vamos a “extender” esta estructura a todo el modelo M (.S) con el motivo de involucrar
a nuestro conjunto de indiscernibles, los enteros positivos, dado que estos no necesariamente
son pre-(buenos érdenes). Para realizar la “extensién” vamos a definir en M (S) una nocién
de funcién rango usando los pre-(buenos 6rdenes).

Definicién 4.5.13. Sean x € M(S) tal que x < t—1. Decimos que S es un punto z-critico
si y solo si

n S < rk(z).

= S es un pre-(buen orden).

» Para todo los pre-(buenos érdenes) R < x se tiene que R<S.

» Para todo y € Dom(S) existe R < x pre-(buen orden) tal que S|<Y <R 6 S|<¥ ~ R.
Veamos que existen los puntos criticos.

Lema 4.5.14. Sea A € M(S) tal que A <t —1 y para todo w € A se tiene que w es un
pre-(buen orden). Entonces existe un pre-(buen orden) S < rk(A) tal que para todo R €' A
se tiene que R4S ¢ R ~ S, y para todo u € Dom(S) existe R € A tal que S|<* < R.

Demostracion. Por el hecho existe el conjunto E < rk (A) tal que E ~{R|<*: R’ A
y z € Dom(R)}, asi, nuevamente por el hecho existe la relacién S < rk(A) tal que

S(u,v) <> u,v € EA(u<vVu~wv)

Por el hecho 4.5.10|y la proposicién 4.5.11| se cumple que S es un pre-(buen orden). Veamos
que S es el elemento que necesitamos. Sea R € A. Definamos un isomorfismo Tk de R a S

(6 a un segmento de S) tal que
Para todo z € Dom(R) y W €' E se tiene que Tr(z, W) si y s6lo si W ~ R|*

Es claro que Dom(7g) = Dom(R). Veamos que el Ran(Tg) es un segmento de S. Sea W &’
Ran(Tg). Sea z € Dom(R) tal que Tr(z, W). Sea W’ elemento de E tal que W’ <W. Como
Tr(z, W) entonces W ~ R|<* luego, por transitividad, se tiene que W’ < R, por tanto existe
y € Dom(R) tal que W' ~ R|<Y, es decir que T'(y, W’), luego W' € Ran(Tg). Concluimos
que Ran(Tg) = E 6 Ran(Tg) = S|<" para algtiin v € E. Por el hecho es facil ver que
Tr cumple las otras propiedades de isomorfismo, luego R<1S é6 R ~ S.
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Veamos que S cumple la otra condicién del enunciado del lema. Sea u € Dom(S), luego
existe R € Ay z € Dom(R) tal que u = R|<*. Usando un argumento parecido al parrafo
anterior, creamos un isomorfismo que cumpla que S|<* ~ R|<*, concluyendo que S|<* < R.

]

Corolario 4.5.15. Sea A € M(S) tal que A <t—1 y para todo w € A se tiene que w es un
pre-(buen orden). Entonces, existe un pre-(buen orden) S < rk(A) tal que para todo R € A
se tiene que R< S, y para todo U < S existe R € A tal que U< R o U ~ R.

Demostracion. Si A tiene un <-méaximo elemento R, entonces S = RT. De lo contrario
aplicamos el lema [4.5.14] al conjunto A.
m

Corolario 4.5.16. Para todo x < t — 2 existe un punto x-critico. Ademds, si S es punto
x-critico entonces v < S.

Demostracion. Primero notemos que dado R < t — 2 se tiene que, por indiscernibilidad
acotada*, R es un pre-(buen orden) si y sélo si, R es una relacion reflexiva, transitiva, total,
y todo subconjunto menor que ¢t — 2 del campo de R tiene un R-minimo elemento. Usamos
esta definicién para concluir, por el hecho [£.5.2] que existe un conjunto A <t — 1 tal que
A~ {R <z : R es un pre-(buen orden) }. Aplicamos el corolario al conjunto A y asf

obtenemos el punto x-critico.

Sea S punto z-critico. Si S < z, entonces, por la definicién de punto critico se tendria que
S <5, lo que es una contradiccién, por lo tanto z < S.
O

Proposicion 4.5.17. Para todo x <t — 2, todos los puntos x-criticos son isomorfos.

Demostracion. Sean R, S puntos z-criticos. Veamos que son isomorfos. Supongamos que
R < S. Existe u € Dom(S) tal que R ~ S|<%, luego por la tltima condicién de la definicién
de punto z-critico, existe W < z pre buen orden tal que S|<“<W o S|<* ~ W lo cual implica
que R<W 6 R ~ W, pero esto es una contradiccion dado que, por la tercera condicién de
la definicién de punto critico, se tiene que W < R. El mismo argumento vale si suponemos
que S < R, por tanto se concluye que R ~ S.

m

Para “extender” la estructura bien ordenada de los pre-(buenos érdenes) al modelo M (S),

vamos a definir un orden en M (.S) segun la nocién de punto critico. Gracias a la proposicién
4.5.17] las siguientes definiciones estan bien definidas.

Definicién 4.5.18. Sean z,y € M(S) tal que z,y < t — 2. Decimos que x <* y si y sélo si
el punto z-critico R y el punto y-critico S satisfacen que R< S.
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Definicién 4.5.19. Sean x,y < t — 2. Definimos como x =% y si y sélo si el punto z-critico
R y el punto y-critico S satisfacen que R ~ S.

Denotamos como = <! y si < y 6  =f y. Las siguientes propiedades son consecuencia
directa de la definicién de <*.

Hecho 4.5.20. Sean x,y,z € M(S) tal que z,y,z <t — 2
1. <* es una relacién irreflexiva y transitiva.
2. La relacién =* es una relaciéon de equivalencia.
3. Siz =2y 2z <fy, entonces v <* y
4. Sixz <* 2y z=fy, entonces v <*y
5. Se cumple que z <fy 6z =f y 6y <% 2.
6. Si z < y entonces x <! y, ademds si z <* y entonces = < y.
7.Six<y<zyx="Fz entonces x =F y =* 2.
La relacién <* ya nos va a permitir bien ordenar a M(.S).

Proposicién 4.5.21. Sea v € M(S) tal que x <t — 2 y distinto de $M). Entonces x tiene
un elemento <*-minimo.

Demostracion. Usando el mismo argumento de la demostracién [4.5.16] existe A < ¢ — 1 tal
que A ~ {S : S es punto y-critico para algin y €’ z}. Notemos que A es distinto de (M%)
dado que z es distinto de O™ luego por la proposicién existe S €’ A tal que S es
<-minimo de A. Sea y € x tal que S es elemento y-critico. Es sencillo comprobar que y es
elemento <*minimo de z.

]

Corolario 4.5.22. Sea ¢(x) una L(k)*-formula acotada que puede tener pardmetros y cons-
tantes menores que t —2. Si existe z < t —2 tal que M(S) = ¢(z), entonces existe y € M(S)
tal que es el <*-minimo elemento en M(S) que cumple que M(S) = ¢(y).

Demostracion. Viendo las constantes como si fueran parametros, por el hecho |4.5.2 existe
A € M(S) menor que t — 2 tal que A ~{y < z: M(S) E ¢(y)}. Como, por hipétesis, A es
distinto de M%), por la proposicién existe y €' A tal que y es <*-minimo elemento
de A. Es sencillo comprobar que y es el <*-minimo elemento en M(S) que cumple que

M(S) = o(y).
O

Ahora, para terminar la construccién de nuestra estructura de segundo orden de los ordinales,
vamos a hacer una particién en M (S) segin la relaciéon =%,
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Definicién 4.5.23. Sea z € M(S) tal que z < ¢t — 2. Denotaremos como [z] a la clase de
equivalencia de  segtin la relacién =*.

Definicién 4.5.24. Denotaremos como C' al conjunto {[z] : z € M(S) Az <t —4}.

Veamos unas propiedades para darle forma al conjunto C'. En la siguiente seccién veremos
que C, como los ordinales, tiene elementos sucesores y elementos limites. Ver figura [4-5]

Lema 4.5.25. Sean x,y,w € M(S) tales que x,y,w <t — 4.

1. Siy,w € [x] y existe z € M(S) tal que y < z < w, entonces z € [x] (Las clases son
intervalos).

2. x <%y, siy solo si, para todo z € [x] y para todo w € [y] se cumple que z < w.
3. 0 es el elemento <*-minimo y se cumple que 0 <¥ 1 <% ... < ¢ — 5.

4. En[0,t —4) no eziste elemento <*-mdzimo.

Demostracion. (1) y (2) son implicaciones directas del hecho |4.5.20, Demostremos (3) y (4).

(3) Sean i,j € Z* tales que i < j. Consideremos como S el punto i-critico y como W el
punto j-critico. Recordemos que, gracias a el corolario y la definicién de punto critico,
se cumple que i < S <rk(i) =i+ 1y j < W <1k(j) =5+ 1, luego S < W concluyendo
que i <* j. Como 0 < z para todo = # 0, entonces, por el hecho , se cumple que 0 <*
para todo z € M(S).

(4) Sea x € M(S) tal que z < t — 4. Consideremos como R el punto z-critico y como S el
punto R-critico. Por el corolario se cumple que R < S, luego, como S es el punto
R-critico, se tiene que R<.S, por lo tanto z <* R. Como R es menor que tk(z) <t — 4, se
concluye que en [0, — 4) no existe elemento <*-maximo.

]
M(S)
| | | | |
| | | ]

0 1 2 3 t—5 t—4

| | | | \
N 1Y RN I 21 ! B I

0] 1] 2] 3] [t—5] [t—4]

Figura 4-5: Particién de M(S)
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4.6. Ordinales

Dado que muchas propiedades del conjunto C' necesitan un lenguaje de segundo orden para
poder describirlas, introduciremos el siguiente lenguaje.

Definicién 4.6.1. Denotamos como £? al lenguaje de segundo orden que consiste en:
» Relacién binaria <*
= Simbolos de constante 0,1,...,t — 5
= Variables de primer orden
» Variables de segundo orden B!" donde n,n € Z*

Las férmulas atémicas de £2 son de la forma s = t, s <* t 6 B™(sy, ..., 8,) donde s,t, 51, ..., 5,
son variables de primer orden o constantes. Las féormulas de £2 son construidas de la manera
clasica, clausurando con conectivos y cuantificadores de primer y segundo orden.

Ahora definamos la estructura.

Definicién 4.6.2. Denotamos como M* := (C, <* 0,1,....,t — 5,Y}, Y5, ...) donde
w C={lz]:ze M(S)Nx <t—4}
» i := [i|] para cada i € {0,...,t — 5}.
» Dado [7],[y] € C, definimos como [z] <* [y] si y sélo si z <* 4.

= Y, es el conjunto de todas las relaciones m-arias de C tales que R € Y,, si y sélo si
existe R’ € M(S) donde R <t — 3y (es relacién m-aria)M®) tal que

R'(x1,...;xy) sty sélo si z1,...,xy, <t —4y R([z1], ..., [Tm])

Es importante observar que la relacién <* estd bien definida gracias al hecho4.5.20f Dado que
toda la definicién de la estructura M* se puede hacer usando el lenguaje L£(k)*, obtenemos
el siguiente lema:

Lema 4.6.3. Sea ¢(z1,...,2,) una L2-férmula sin variables libres de sequndo orden que
puede tener pardmetros de sequndo orden. Eziste una L*(k)-formula acotada (xq, ..., T,) que
puede tener pardmetros, que es equivalente a ¢(xq, ..., Ty), es decir, dados ay, ..., ay, € M(S)
menores que t — 4 se cumple que

M* E ¢(lar], ..., [am)) siy sélo si M(S) E Y(ar, ..., am)

Ademds, las constantes de (1, ..., Tp) sSont—3 ot—4, y, si ¢(xy, ..., T,,) no tiene pardmetros
entonces Y (xq, ..., Ty) tampoco.
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Demostracion. La demostracion se realizara por induccion.

Férmulas atémicas. Supongamos que ¢(z;,z;) es de la forma z; = x;. Sean [a],[b] € C.
Notemos que [a] = [b], siy sélo si el punto a-critico es isomorfo al punto b-critico, luego
la L*(k)-féormula acotada v (x;, z;) es

(Jw,z <t —4)( w es punto x;-critico, z es punto critico y w es isomorfo a z)

Razonamos de la misma manera si ¢(z;, ;) es de la forma z; <* z;. Supongamos que
¢(x1, ..., xy) es de la forma R(xq,...,2,,) donde R € Y,,. Por definicién de Y,,, existe
R <t — 3 tal que es (relacién m-aria)M®) y cumple que R'(ay, ..., ay) si y sélo si

a1y ey <t —4y R([a1], ..., [am]), luego la L*(k)-féormula acotada (R, x1, ..., T, €8

(Fz<t—4) (2~ (x1,.,zm) N2z € R)

Negacion y conjuncidon. Dejamos este caso como ejercicio.

Existencial de primero orden. Supongamos que ¢(xq,...,z,,) es de la forma Jwe(w,z,
ey Tyy) ¥ existe una L£*(k)-férmula acotada y(w, xy, ..., z,,) equivalente a ¢. Notemos
que la £*(k)-férmula (Jw <t — 4)y(w, 21, ..., Ty) es equivalente a ¢(xq, ..., Tpp).

Existencial de segundo orden. Supongamos que ¢(z1, ..., T,,) es de la forma 3B (B!, x1,
. Tm), v existe una L£*(k)-férmula acotada + tal que para todo R € Y}, existe R’ <
YMS) v se cumple que Y(R', x4, ..., ,,) es equivalente a

©(R, 1, ..., Ty,). Consideremos como ¢ (1, ..., ) la siguiente L*(k)-férmula acotada:

t — 3 tal que es (relacién j-aria

(3R <t —3)((Vx € R)(x <t —4) A R es relacién j-aria A y(R, 1, ...,x,))
Es sencillo comprobar que (z1, ..., T,,) es equivalente a ¢(xq, ..., T,,).
L]

La estructura M* es la estructura de segundo orden de los ordinales que hemos estado
mencionando desde el principio de la demostracién. En la seccién mostramos cémo la
nocion de ordinal sirvio para construir la estructura M™*; ahora demostraremos en el teorema
que efectivamente ésta es un conjunto bien ordenado que no tiene maximo, ademads,
como también mencionamos en la seccién va a preservar las propiedades de separaciéon
e indiscernibilidad. Hicimos una pequena variacién de la demostracion original: dividimos
en dos casos el cuarto item del lema 5.7.20 de [§] dado que, segiin nuestras cuentas, los dos
casos no se pueden unir. Les dimos el nombre de separaciéon de primer orden y separacion
de segundo orden.

Teorema 4.6.4. La estructura M* := (C,<*,0,1,....t — 5,Y1,Y5,...) satisface lo siguiente

1. (C,<*) es un orden lineal sin elemento mdzimo.



50 4 Demostraciéon del teorema de Friedman

S

0<*1<f .. <ft—5y0 es el elemento minimo.

3. Induccién. Todo subconjunto no vacio de C' que es L2-definible con pardmetros de
primer y sequndo orden tiene un elemento <*-minimo.

4. Separaciéon de primer orden. Sea [p| € C. Sea ¢(xq,...,x,) una L2-férmula sin
cuantificadores de sequndo orden, que puede tener pardametros de primer y sequndo
orden. Entonces

M* = (3B™)(Vay, oo, 2 ) (BT (21, oy ) < (T, oy T <P [D] A (21, .0y )

5. Separacion de seqgundo orden. Denotemos como z la tupla (z1, ..., z,). Sea ¢(Z, 1,
ey T) una L2-férmula sin pardmetros de sequndo orden. Sean qi,...,q, <t — 5. En-
tonces

M* }= (3B™) (Y1, ooy T ) (B™( 21, ooy ) < (21, 0oy T <P [1] A 0([q], 214, .0, )

6. Indiscernibilidad. Sea r € Z" y ¢(x1, ..., x2,) una L2-férmula sin variables libres de
sequndo orden ni pardmetros. Sean 0 < iy, .., i, j1, ..., jr < t—05 enteros donde (i1, ..., 1)

es orden equivalente a (j1,...,J,) y min{iy, ..., 4.} = min{j, ..., j.}. Sean [p1],..., [p;] €
C tales que [pi], ..., [p] <* min{[i1], ..., [i,]}. Entonces
M* = ¢([ir], -, [inls 1], s [r]) < @[, s D) [pa]s - or))

Demostracion. 1. Por el hecho 4.5.20, dados z,y € M(S) se tiene que z <* y 6 x =F y 6
y <* z, luego, al partir por la relacién de equivalencia, el orden <* se convierte en un
orden lineal. Por el lema [4.5.25] la estructura (C, <*) no tiene elemento méximo.

2. Consecuencia directa del lema [4.5.25]

3. Sea A C C' un conjunto no vacio £2 definible, luego existen una £2-férmula ¢(w, x1, ...,
x,) que puede tener parametros de segundo orden y [a4], ..., [a,] € C tales que A =
{ly] - M* = ¢(lyl, [a1], ..., [an])}. Por el lema existe una L£*(k)-féormula acotada
(w, xq, ..., x,) con constantes y pardmetros menores que t—2 tal que para todoy < t—4

se cumple que:

M* = o([yl, [ai], .., [am]) siy sélo si M(S) = ¥(y, a1, ..., am)

Como A no es vacio, por el corolario 4.5.22| existe a € M(S) elemento <*minimo tal
que M(S) E ¥(a,ay, ..., an), luego M* = ¢([a], [a1], ..., [a,]) v asi [a] € A. Notemos
que [a] es el <*-minimo elemento de A.
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4. Por el lema existe una L*(k)-férmula acotada i (z1, ..., z,,) tal que para todo
1, .., Ty <t — 4 se cumple que

M* = ¢([21], .y [Tm]) A [21], oo [200] <P [p] siy s6lo si M(S) & ¥(zy, ..., 7,)

Se puede observar en la demostracién del lema [4.6.3] como ¢ no tiene cuantificadores
de segundo orden, que la férmula @ tiene pardmetros y constantes menores que t — 3,
luego, por el hecho[4.5.2] existe R’ € M(S) tal que R’ < t—3y R' =~ {z: (3x1, ..., 2y <
P)U(T1,y oy T) AN 2 22 (21, ..., ) }. Por construccién se cumple que R ~ {(xy, ..., z,,,) :
M* = ¢([x1], .y [Tm]) A [21], -0 [2] <P [p]}. Para terminar, definimos R € C™ de la
siguiente manera:

R([z1], ..., [xm]) siy sOlo si R (z1, ..., )

Por lo tanto R € Y,, y se cumple que R([x1], ..., [T,]) siy sélo si M* = ¢([z1], ..., [Tm])
Az1], -y [m] <F [p].

5. Por el lema existe una L*(k)-féormula acotada ¢ (z, 1, ..., x;,) sin pardmetros tal
que para todo xy, ..., x,, <t — 4 se cumple que

M* = o([q], [21], ooy [Zm]) A [21], ooy [20m] <F @] siy s6lo si M(S) = 0(qG, 21, ..., Zpm)

Consideremos como ¢/ (x1, ..., x,,) a la L*(k)-formula que resulta al cambiar ¢ — 3 por
t—4,yt—4port—>5a. Como q,...,q, <t—>5, por indiscernibilidad acotada*

M(S) E (Voy, oy T <t = 5)(WV(G, 21, ooy T) <> V(G 1, ooy T

Por el hecho 4.5.2 existe R' € M(S) tal que R <t -3y R ~ {z: (Fzy,...,xm <
)V (G, 1, ey @m) A 2 =~ (x1,...,2p)}. Como ¢ < t — 5, se tiene que R’ ~ {z :
(Fz1, s T < @)@ 21, oy T) A 2 2 (@1, T) |, Tuego R > {(21, . 2m) + M* =
o([q], [z1], s [2m]) A (1], ooy [2m] <P [@1]}. Para terminar, definimos R C C™ de la
siguiente manera:

R([z1], ..., [xm]) siy s6lo si R (21, ..., )

Por lo tanto R € Yy, y se cumple que R([z1], ..., [z,]) si y sélo si M* = é([q], [x1], ...,
[zm]) ALz, -oos [2m] <P [qa]-

6. Sea ¢(x1,...,T2,) una L2-férmula sin variables libres de segundo orden ni pardme-
tros. Sean 0 < iy,..,%, j1,..,Jr < t — 5 enteros donde (iy,...,%,) es orden equiva-
lente a (j1,...,Jr) v min{iy,...,5.} = min{jy,...,j-}. Sean [p1],...,[p,] € C tales que
[p1]s s [pr] <* min{[i1], ..., [ir]}. Por el lema existe una £*(k)-férmula acotada
(xq, ..., x9,) sin pardmetros y con constantes mayores que t — 5, tal que tal que para
todo 1, ..., 9. <t — 4 se cumple que

M* = ¢([x1], ..., [xer]) siy s6lo si M(S) = ¥(x1, ..., xoy)
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Por el hecho [4.5.20|se tiene que [p1], ..., [p,] <* min{[i1], ..., [i,]} implica que p, ..., p, <
min{iy, ..., 4, }. Como v tiene constantes mayores que t — 5, podemos aplicar indiscer-
nibilidad acotada* y obtener que

M(S) }: 7~/J<Z.17 "'71.7“7p17 "'7p7") A 1/}<.j17 ‘“7j'rap17 "'7pr)

Por lo tanto

M~ ): (ﬁ([h], s [iT]7 [p1]7 ) [pr]) < ¢([jl]7 ) [jT]a [pl]a i) [ T])
O

Vamos a explicar cémo vamos a realizar un argumento de induccién en la estructura M™*.
Esto es muy parecido a la induccién transfinita. Primero veamos que en C' existen elementos
sucesores y limites.

Definicién 4.6.5. Sean a,b € C. Decimos que a es el sucesor de b si a <* b y no existe
2 € C tal que a <! z < b. Denotamos como a™ al sucesor de a. Decimos que a es un punto
limite si no es 0 ni el sucesor de ningtin elemento.

Proposicion 4.6.6. Para todo a € C existe a™.

Demostracion. Sea a € C, entonces a = [z] para algiun z € M(S). Consideremos el conjunto
A:={[y] € C: [z] <* [y]}. Notemos que A es L2-definible y no vacio dado que C no es
acotado superiormente, luego por el teorema existe un elemento <f-minimo en A. Es
sencillo comprobar que ese elemento es a™.

[
Proposicién 4.6.7. Los elementos [1],[2], ..., [t — 5] son puntos limites

Demostracion. Primero veamos que [1] es punto limite. Sea z € M(S) tal que [z] <* [1].
Consideremos como R el punto x-critico y como S el punto R-critico. Como vimos en la
demostracién del cuarto ftem del lema [4.5.25 se cumple que [z] <* [R] <! [S] <* [1],
luego [1] no puede ser sucesor de ningin elemento, por lo tanto, [1] es punto limite. Por
indiscernibilidad todos elementos [1], [2], ..., [t — 5] son puntos limites.

[

Definicién 4.6.8. Vamos a denotar como w al menor punto limite de C.
Proposicién 4.6.9. Erviste w y ademds w <* [1].

Demostracion. Dado que [1] es punto limite, se cumple que M* = (3 <* [2])(z es punto
limite); luego al aplicar indiscernibilidad se cumple que M* = (Jz <¥ [1])(x es punto limite).
Por lo tanto el conjunto A := {z : 2 <¥ [1] y 2 es punto limite } es £2-definible y no vacfo,
luego existe un elemento <f-minimo en A. Ese elemento es w.

[]
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Para demostrar por induccién que una propiedad P(x) vale en M*, se divide el proceso en
tres casos: caso base, el caso sucesor y el caso limite. Esto se puede hacer gracias al teorema
que nos dice que M* es una estructura bien ordenada. Hay que tener en cuenta que la
propiedad P(z) tiene que estar expresada en una £2-férmula para poder aplicar induccién.

Ya con induccién transfinita podemos construir nuestro universo contructible, pero antes
necesitamos nuevamente definir, ahora dentro de C, la nocién de “=". Para esto necesitamos
codificar las formulas y las sucesiones finitas, aunque el caso de las féormulas ya estd hecho
dado que, como veremos en la seccién [£.7, w es un modelo de la aritmética de Peano y por
tanto puede codificar las férmulas por medio de la codificacién de Godel. El caso de las
sucesiones finitas lo vamos a realizar a continuaciéon. Como las sucesiones finitas viven en
C' x C vamos a ordenar este conjunto de la forma canénica (ver de tal manera que
resulte isomorfo a C'. Gracias a este isomorfismo se podra codificar las sucesiones finitas por
medio de iteraciones como se verd en el lema y la definicién [4.6.19

Recordemos como se ordena C' x C.
Definicién 4.6.10. Sean z,y, z,w € C. Definimos como (z,y) < (z,w) si y sélo si
» méax{z,y} < max{z, w}
» Si méx{z,y} = méx{z,w} entonces (z,y) precede lexicograficamente a (z,w).
Es sencillo verificar que (C' x C, <) es un orden total, ademds es un buen orden:

Proposicién 4.6.11. Sea R una relacién binaria no vacia que es L2-definible. Entonces
existe (u,v) € R tal que (u,v) es <-minimo en R.

Demostracion. Consideremos el conjunto M := {x € C': (Jy <* 2)((z,y) € Ro (y,x) € R}.
Notemos que M es £2-definible, luego tiene un elemento <*-minimo. Sea u el <f-minimo de
M, y consideremos el conjunto A := {z <*u: (z,u) € R o (u,z) € R}. Sea v el <*-minimo
de M de A. Asi (u,v) 6 (v,u) es el elemento <-minimo de R.

]

Para no sobrecargar la notacién, escribiremos sin corchetes las contantes de £2. Usaremos las
notaciones [r,y) para describir el conjunto {z : z <¥ z <* y}. Recordemos que una relacién
r-aria R es £?-definible si existe ¢(xy, ..., x,) L2-férmula que puede tener pardmetros tal que
R ={(z1,...,x,) : C |= ¢(x1,...,x,) }. Como vamos a trabajar con funciones, no sera de gran
de utilidad acotarlas.

Proposicién 4.6.12. Sea F' : [0,t — 6)™ — [0,t — 6) una funcidn que L>-definible con
parametros menores que 1 y constantes mayores o iguales que t — 6. Entonces para todo
a <Ft—6 el conjunto {F(wy, ..., wy) : w1, ...,wn <*a} es acotado en [0,t — 6).
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Demostracion. Razonamos por contradiccion. Si

M* = 3z <Pt —6)(Vz <t —6)(Fwy, ..., wp <P 2)(f(wr, ..., wm) > 2)
Por indiscernibilidad

M* = 3r <Pt = 7)Yz <Pt = 1) (Fwy, oo wo <P 2)(f(wy, ..y wy) > 2)

Donde [ es la funcién que resulta al cambiar por indiscernibilidad las constantes a f, en
constantes mayores o iguales que t — 7. Sea o <* t — 7 tal que

M= (Ve <Pt —T)Bwy, ..o, wp <P Q) (f(wy, ..., wp,) >F 2)
Por indiscernibilidad
M* = (V2 <Pt —6)(Fwy, ..., w <P @)(f(wy, ..., wy) >F 2)

En particular, existen by, ..., b, <* a tal que f(by,...,b,) >F t — 7. Por otro lado, como el
rango de f estd contenido en [0,¢ — 6), se cumple que

M* = (32 <Pt —6)(f(by, ..., bm) < 2)
Dado que by, ..., b, <%t — 7, aplicamos indiscernibilidad
M* = 3z <t =7)(f (b1, .., b) <F 2)
Por tanto existe 8 <* t — 7 tal que
M* = f'(by,....by) <* B
Luego, nuevamente por indiscernibilidad
M* = f(by,...,by) <* B

Lo cual es una contradiccién ya que t — 7 <* f(by,...,by,) <! B <* t — 7. Entonces para todo
a <Ft—6 el conjunto {F(wy, ..., wp) : Wi, ..., w, <* a} es acotado en [0, — 6).
O

Demostremos que efectivamente (C, <*) es isomorfo a (C' x C, <).

Proposicién 4.6.13. Sean a,b € C con 0 <! a tal que a,b <* t—6. Existe una tinica funcion
estrictamente creciente [ tal que f € Yy, Dom(f) =[0,a), f(0) = b y Ran(f) = [b, z) para
algin z <*t — 6.
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Demostracion. Primero demostremos la unicidad. Supongamos que existen f, g € Y5 estric-
tamente creciente tal que f(0) = g(0) = b. Si f # g consideremos el conjunto A = {z <*
a: f(z) # g(2)}. Como A es no vacfo existe ¢ € A tal que es <f-minimo. Sin pérdida de
generalidad supongamos que f(c) <* g(c). Como el rango de g es un intervalo, existe w <* ¢
tal que f(c) = g(w), pero como c es el <*minimo de A se tiene que f(w) = g(w), lo cual
contradice que [ es estrictamente creciente.

Veamos la existencia. Veamos por induccién que todo elemento a menor que t — 6 satisface la
formula ®(a) : (IB?)(3z <* t — 6)(B? es funcidn estrictamente creciente, Dom(B?) = [0, a),
BH0,5) y Ran(B?) = [b,2)).

Caso base. Supongamos que a = 0. La funcién f que envia el 0 al elemento b satisface
todas las condiciones. Por separacién de primer orden, esa funcién pertenece a Y5.

Caso sucesor. Supongamos que a = u" para algin u € C' y existe f, que pertenece a Y
estrictamente creciente con dominio [0,u), f,(0) = b y Ran(f) = [b,z) para algin
z € C. La funcién f, U {(u, z)} satisface todas las condiciones y pertenece a Y por
separacién de primer orden usando la férmula f,(x1,22) V (u = 1 A 2 = ).

Caso limite. Supongamos que a es un punto limite y para todo u <* a existen f, funciones
que pertenecen a Y, estrictamente creciente con dominio [0,u) y f.(0) = b. La funcién
que necesitamos es la uniéon de esas funciones dado que, por la unicidad ya demos-
trada, todas esas funciones son par a par compatibles. Para ver que la union existe,
consideremos la férmula

3IB2(B(x1,20) A (Fu <Pt —6)(3z <* t — 6)

(B} es funcién estrictamente creciente con dominio [0,u) y rango [b, 2)))

Por separacién de segundo orden existe una relacion f que pertenece a Y, tal que
(u,v) € f siy sélo si (u,v) satisface la anterior férmula. Por separacién de primer
orden, la restriccion de f en a pertenece a Y5 con la férmula f(u,v) Au <* a y gracias
a la proposicion la restriccién de f en a es acotado. Por la unicidad podemos

Ver que f‘<ua = Uu<ﬁa fu
]

Lema 4.6.14. Eriste una tnica funcidén biyectiva P : [0,t — 6)* — [0,¢ — 6) estrictamente
creciente tal que P € Y3. Ademds, P es L*-definible por una férmula que no tiene pardmetros
de primer ni de sequndo orden y su unica constante est — 6.

Demostracion. La demostracion es por induccion. Primero consideremos la siguiente formula
Ve, Pu)

Existe z <* t—6 tal que P, : [0,a)* — [0, 2) es una funcion biyectiva estrictamente creciente.
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Veamos primero que si existen P, P, € Y3 tales que satisfacen v(a, P.) v v(«, P,) entonces
P! = P,. Supongamos que P! # P, entonces podemos considerar el conjunto A = {(z,y) :
P!(z,y) # P.(z,y)} el cual es £?-definible, luego existe (u,v) elemento <-minimo en A. Sin
pérdida de generalidad suponemos que P’ (u,v) <* P,(u,v), asf, como el rango de P, es un
intervalo, existe (a,b) < (u,v) tal que P,(a,b) = P’ (u,v), pero como (u,v) es el elemento
<-minimo de A entonces P,(a,b) = P.(a,b) lo cual implicaria que P.(a,b) = P’ (u,v); esto
es una contradiccion dado que P! es estrictamente creciente, por tanto P, = P,. Notemos
que por lo anterior, si o <* 3, entonces P, = Pj|<.

Ahora veamos que la férmula 3P, v(«, P,) se cumple para todo a <* ¢ — 6. Esto se hace por
induccion.

Caso base. Sia = 07, la funcién que envia la pareja (0, 0) al 0 satisface todas las condiciones
y pertenece a Y3 por separacion de primer orden.

Caso sucesor. Supongamos que « es de la forma 7 y existe Ps que cumple v(3, P3). Sea
2 <! t—6 tal que que el rango de Ps es [0, z). Por la proposicién [4.6.13| existen f, h € Y,
funciones estrictamente crecientes donde f : [0, 5) — [z,u1) y h: [0,87) = [u1,us).

C h [
f u
(0,5)“ (8,8)
] Py
I 1
———— : C
(83,0) -

Figura 4-6: Funciéon P,

Ahora definimos P, como
= Pa(z,y) = Py(x.y) sty <F 3
» Po(z,8) = f(z)siz<tp3
= Pa(By) = h(y) sty <F 3

La grafica muestra lo que hace P,. Es facil verificar que P, es estrictamente
creciente y ademas pertenece a Y3 por separacion de primer orden, dado que f,h € Ys
y por induccién Pg € Y3 .
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Caso limite Si « es un punto limite, aplicamos el argumento que usamos en la proposicion
4.6.13| en el caso limite y consideramos como Py = Ug<tq Ps-

La funcién P la definimos como Jg<t;—g P3. Esta pertenece a Y3 por separacion de segundo
orden, ya que (z1,x2,23) € P siy sélo si

3B (B2 (21, w2, v3) A (Fu <Pt — 6)(Iz < t — 6)

(B} es funcién estrictamente creciente con dominio [0,u)* y rango [0, 2)))

Gracias a la unicidad P esta bien definido. Para ver que el rango de P es [0,¢ — 6), primero
observemos que el rango de todas las funciones P, estd contenido en [0, — 6), luego el
rango de P estd contenido en [0,¢ — 6), por otro lado, por induccién podemos demostrar que
r <! P(0,z) para todo z <* t — 6, por tanto, como el rango es un intervalo, éste debe ser
[0, —6).

m

De ahora en adelante, cuando mencionemos a P haremos referencia a la funcion del lema
[4.6.14] Vamos a enunciar las propiedades de P. Las dos primeras se demuestran por induccién
y la tercera es consecuencia de indiscernibilidad.

Hecho 4.6.15. Sean z,y € C tales que z,y <* ¢ — 6. Se tiene que
= Si 0 <*z entonces z <* P(0,7)
» Si 0 <® 2z, entonces y <* P(x,y) y v <* P(x,y).
» Siz,y<*ientonces P(x,y) <¥i

La funcién P nos ayudara a codificar sucesiones finitas por medio de iteraciones como lo

muestra el lema [4.6.17] y la definicion

Definicién 4.6.16. Denotaremos como 1 al sucesor del 0 en C. Una sucesién finita es
una funcién que pertenece a Y, y cuyo dominio es [1,m] para algin m <* w y su rango esta
contenido en [0, — 6).

Lema 4.6.17. Sea f una sucesion finita cuyo dominio es [1,m] para algin m <* w. Entonces
existe una Unica sucesion finita Gy con dominio [1,m] tal que para todo u € [1,m) se cumple
que

1. Gy(1) = f(1)

2. Ge(ut) = P(Gf(u), f(u™))
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Demostracion. La prueba se hace por induccion. No la vamos a desarrollar dado que el
argumento que se usa es el mismo que hemos aplicado en las demostraciones de la proposicion
y el lema [£.6.14] pero esta vez se considera la afirmacién v(z) : Eziste una sucesion
finita g. cuyo dominio es [1,z] que cumple las condiciones (1) y (2). Se demuestra por
induccién que para todo z <* m se cumple v(z), y no se considera el caso limite dado que
m <*w

m

Definicién 4.6.18. Dada una sucesién finita f, denotamos como G a la funcién que nos
proporciona el lema [4.6.17]

Definicién 4.6.19. Sea f una sucesién finita con dominio [1,m] para algin m <* w. Defi-
nimos como el cédigo de f al elemento P(m,Gs(m))* y lo denotamos como f(f). Si f es
vacia entonces f(f) = 0.

Veamos que la codificacion de las sucesiones finitas esta bien definida.
Proposicién 4.6.20. Sean f, [’ sucesiones finitas. St #(f) = 4(f’) entonces f = f
Demostracion. La prueba se va a desarrollar por induccion sobre el dominio de f.

Caso Base. Supongamos que f tiene dominio [1,1]. Sea f’ una sucesién finita con dominio
[1,y] tal que £(f) = #(f'), entonces P(1,G(1)) = P(y,G(y)). Como P es biyectiva se
tiene que 1 =y y ademés G;(1) = Gy (1), lo que es igual a f(1) = f'(1), concluyendo
que f = f".

Caso sucesor. Supongamos que f tiene dominio [1,u"] y para todas las sucesiones finitas
con dominio [1, u] se cumple la proposicién. Sea f’ una sucesién finita con dominio [1, y]
tal que £(f) = 4(f’), entonces P(u™, G¢(u")) = P(y, Gy (y)). Como P es biyectiva, se
tiene que ut = y y ademds Gy(u") = Gp(u'). Como Gf(u") = P(Gs(u), f(uh)) y
Gy (ut) = P(Gp(u), f'(u™)), se concluye que Gf(u) = Gp(u) y f(ut) = f'(u™). Lo
anterior implica que §(f|<%) = (f’|="), luego por hipétesis de induccién se cumple que
fI=* = f/|=%, ademds, dado que f(u+ 1) = f’(u + 1), podemos concluir que f = f’.

O
Al momento de trabajar con las codificaciones de las sucesiones finitas necesitaremos distin-

guir cudles son las sucesiones cuyo rango se encuentre contenido en conjunto determinado.
Para esto vamos a dar la siguiente definicién.

Definicién 4.6.21. Sea a <* t — 6. Denotamos como P*(a) al menor b <* t — 6 tal que
a,w <* by para todo a, 8 <* b se tiene que P(a, 3) <* b

Proposicién 4.6.22. Sea f una sucesion con dominio [1,m] y rango contenido en el inter-
valo [0, z]. Entonces.

méx(f) <* 4(f) <t P*(2)
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Demostracion. Por el hecho se puede ver que Gy(w) >* f(w) para todo w <* m y que
G} es creciente, luego G;(m) >* méx(f). Como #(f) = P(m,G;(m))* y P(m,G;(m)) >*
Gf(m), entonces f(f) >* mdx(f). Por otro lado, por induccién se puede demostrar que
G(w) < P*(z) para todo w <f m, luego, como P es creciente y w <* P*(2), se cumple que
1(f) = P(m,G¢(m))* <F P(w,Gy(m)) <* P*(2).

[

También es 1til usar la codificacion para etiquetar los valores que toma la sucesién.

Definicién 4.6.23. Sea y € [0, — 6). Sean i,n € [1,w) donde i <* n. Si existe f sucesién
finita con dominio [1,n] tal que f(f) = y, entonces denotamos como ¥, (i) al elemento f(7).

El siguiente hecho es consecuencia de las proposiciones [4.6.20] y 4.6.22]

Hecho 4.6.24. Sea f una sucesién finita con dominio [1,n]. Existe un tnico y € [0, — 6)
tal que y, (i) = f(i) para todo i <* n. Ademds max(f) <* y <* P*(méx(f)).

La codificacién es £2-definible.
Proposicién 4.6.25. La funcion parcial
COD: [0,t—6)x[0,w)? — [0,t—6)
(y, n, 1) = Ya(i)

pertenece a Yy. Ademds, es L?-definible por una férmula que no tiene pardmetros de sequndo
orden, su unica constante est — 6 y tiene pardmetros de primer orden menores que 1.

Demostracion. Por separacién de segundo orden existe COD € Y} tal que (y,n,i,z) € COD,
si y sélo si

i <*n < wAIBYB? tiene dominio [1,n] A Bi(i,z) A(BY) = y).
En la anterior férmula £( f) se puede expresar, en vez de utilizar a P como pardmetro, usando

la £2-férmula del lema [4.6.14] que define a P.
O

Para finalizar, dado que en la seccién 4.7] vamos a codificar tuplas, necesitamos la siguiente
definicion.

Definicién 4.6.26. Sea r € Z*. Definimos inductivamente como Py := Py Pr1(x1, ..., Tri1)
= P.(Py(x1,x2), 23, ..., Tr41). También definimos como P(x) := x.

Por inducciéon se puede demostrar las siguientes propiedades.
Hecho 4.6.27. Para cadar € Z* y x4, ...,x, <t — 6 se tiene que
» 2,7 <P Pz, ., ,)

» P, es una biyeccién y pertenece a Y, ;, ademés, es £2-definible por una férmula que
no tiene pardmetros de primer ni de segundo orden y su unica constante es t — 6.

» Sixg, ...,z <*ientonces P.(xy,..,z,) <Fi
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4.7. Modelo final

Ahora vamos a terminar la demostracién construyendo el modelo de ZFC. Este va a ser un
universo constructible, asi que para armarlo toca cerrar bajo conjuntos definibles. Para esto
necesitamos definir “=” dentro de C. Ya tenemos la codificacién de las sucesiones finitas,
ahora nos falta codificar nuevamente las férmulas, no obstante, como lo muestra el hecho
[4.7.1] nuestro elemento w tiene una estructura aritmética que nos permite usar la codificacién
de Godel. El siguiente hecho es consecuencia de la induccién de M™* que ya varias veces hemos
usado en la seccién .6

Hecho 4.7.1. Sea A un conjunto £2-definible tal que 0 € A y para todo = € A, se cumple
que T € A. Entonces para todo z <* w se tiene que = € A.

El hecho dota a w de una estructura aritmética: Tiene elemento 0, todos tienen sucesor
y tiene induccion. Luego, en w podemos definir una suma, multiplicacién, exponenciacién
sin ningiin problema. Esto nos va a permitir codificar las férmulas a través de la numeracién
de Godel; no lo vamos a hacer en detalle dado que asumimos que el lector esta familiarizado
con estos temas, sin embargo, para repasarlos pueden ver el capitulo 9 de [6].

Definicién 4.7.2. Definimos como L(e) al lenguaje de primer orden que sélo tiene un
simbolo de relacién binario €.

Definicién 4.7.3. Sea ¢ una L(¢e)-férmula. Denotamos como [¢] al nimero de Gédel de ¢.

Usando el mismo argumento de la demostracién del lema podemos demostrar que
las operaciones aritméticas pertenecen a Y3 y son L£2-definibles por férmulas que no tienen
parametros de segundo orden y tienen parametros de primer orden menores que 1, dado que
w <P 1. Gracias a esto podemos obtener el siguiente resultado.

Hecho 4.7.4. El conjunto de los ntimeros de Godel es £2-definible por una férmula que
tiene parametros de primer orden menores que 1 y no tiene parametros de segundo orden.
Gracias a separacion de segundo orden, existe G € Y] tal que x € G si y sélo si = es el
nimero de Godel de una L(¢e)-férmula.

Ahora vamos a empezar a definir la relacién de satisfaccion.

Definicién 4.7.5. Sea R € Y5. Definimos como SATR a la relacion ternaria que satisface
que (n,x,m) € SATg si y sélo si

» Existe una L(e)-féormula ¢ tal que [¢p] = n.

» Existe una sucesién finita f con dominio [1,m] tal que £(f) = .

= (Ad(R), R) |= ¢(xm(1), ..., &m(m))
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Teorema 4.7.6 (Definibilidad). Sea R una relacién cuyo campo es acotado port—6 que es
L2-definible por una férmula ¢ que no tiene pardmetros de sequndo orden . Entonces SATg
es L2-definible por una férmula que no tiene pardmetros de sequndo orden.

Demostracion. Consideremos como By al siguiente conjunto
{([z: € 4], 2,m)]i,5 <* m A (2(k) € Fld(R) para todo k <* m) A R(x,,(3), 7,n(5))}
U
{([xi = x5],2,m)|i,5 <* m A (2,,(k) € FId(R) para todo k <* m) A 2, (1) = 2,,(5)}

Notemos que el conjunto By es L£?-definible por una férmula que no tiene pardmetros de
segundo orden gracias a la proposicién [4.6.25 Ahora consideremos la siguiente £2-férmula
¢(k, X): Para todo n,z, m se tiene que (n,x,m) € X siy solo si:

= n € Gy la formula que codifica n tiene longitud menor que k
» Existe una sucesion finita f tal que §(f) = «.

» (n,x,m) € By, 0,
e Si ([-%],z,m) € X entonces ([¢],z,m) & X.
e Si ([th1 Ahg],x,m) € X entonces ([t1],z,m) € X y ([the], x,m) € X.
e Si ([3z;¢],x,m) € X entonces existe y que cumple que yy,+1(7) = ,,,(7) para todo

i <* Y Ymer(i + 1) = 2,,(i) para todo j <* i < m; tal que ([¢],y,m") € X

No es complicado demostrar por induccion y por separacién de primer orden que para todo
3 <*k <* wse cumple 3X(¢(k, X)). Definimos como SAT al conjunto que satisface que
(n,z,m) € SATR si y sélo si

(3B7)(3k < w)((k, BY) A By (n, x,m))

En esta férmula no usamos los parametros de segundo orden COD, G, y R, sino las £

formulas sin parametros de segundo orden que los definen.
O

Ahora ya con nuestro lema de la definibilidad vamos a comenzar a definir la nocién de
conjunto definible. Sélo consideramos las relaciones cuyo campo este acotado por ¢ — 6.

Definicién 4.7.7. Denotamos como Y;* al conjunto de las relaciones R que pertenecen a Y;
que son L2-definibles por férmulas que tienen pardmetros de primer orden menores que t — 5
y no tienen parametros de segundo orden; y cumplen que sup{z : z € FId(R)} <* t — 6.

Definicién 4.7.8. Sea R € Y. Denotamos como R al elemento P*(z) donde z = sup{x : x €
Fld(R)}T.
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Definicién 4.7.9. Sea R € Y;. Decimos que (n,x,m) es un cédigo para R sin € G,
m <*wysup{y:y €Fld(R)} <z <* R.

La condicién de que el sup{y : y €FId(R)} <* z <* R sirve para que el cédigo de la sucesién
no interfiera con los elementos de R. Definimos qué es un conjunto definible por una férmula.

Definicién 4.7.10. Sae R € Y5 Sea ([¢],z,m) un cédigo para R. Definimos

HR([gb]? T, m) = {y (Fld(R), R) E o(y, 2 (2), ..., xm(m))}
Gracias al teorema de la definibilidad se tiene que Hg([¢], z,m) € Y.

Notemos que los conjuntos definibles de los conjuntos definibles ya creados no los podemos
considerar en nuestro lenguaje. Para solucionar este problema usaremos nuestra funcion Ps,
ya que cada conjunto definible tiene asociada una tupla que podemos codificar nuevamente
en C. Para que esa asociacién sea biunivoca necesitamos la siguiente definicion.

Definicién 4.7.11. Decimos que (n,z, m) es un c6digo minimal de R siy sélo si (n,z, m)
es un codigo de R y:

» Si(n/,2',m') es un cédigo de R tal que Hg(n,z,m) = Hr(n',2’,m’), entonces Ps(n, z,
m) <t Py(n/,2',m)

» Para todo y € FId(R) se cumple que Hg(n,z,m) # {z: z €r y}

Notemos que por la primera condiciéon de la definicion de cédigo minimal se cumple que
dos cédigos minimales distintos definen distintos conjuntos, y por la segunda, los codigos
minimales van a codificar conjuntos definibles que no sean elementos de R. Veamos que los
c6digos minimales existen.

Proposicién 4.7.12. Sea R € Y5 y (n,z,m) cddigo de R tal que para todo w € Fld(R) se
cumple que Hg(n,z,m) # {z : z €g w}. Entonces existe un cddigo minimal (n',z',m’) de
R tal que Hr(n,xz,m) = Hg(n',2',m').

Demostracion. Recordemos que por el hecho se tiene que P3; € Yj, ademas, gracias
al teorema de la definibilidad, el conjunto {P3(n/,2’,m/) : Hr(n,x,m) = Hg(n',2',m’)} es
L2-definible y por tanto tiene un <*minimo elemento. La preimagen de ese elemento es el
c6digo minimal que buscamos.

O
Ahora veamos la definicién de los conjuntos definibles segtin una relacién dada.

Definicion 4.7.13. Sea R € Y. Definimos como los conjuntos definibles segin R a la
relacién CD(R) que satisface que u €cp(r) v, siy sélo si, u €r v 0 existe un cédigo minimal
(n,z,m) de R tal que v = P3(n,x,m) y u € Hg(n,z,m).
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La proposicion muestra lo que realmente significa la definicién anterior. Notemos que
CD(R) € Y5 gracias al teorema de la definibilidad y la proposicién [4.6.12] dado que garantiza
que el conjunto {Ps(n,z,m) : (n,z,m) es cédigo minimal de R} es acotado en [0, — 6) ya
que el campo de R es acotado. Veamos las propiedades que tienen los conjuntos definibles
segun R.

Definicién 4.7.14. Sea R € Y.

» Decimos que R es extensional si y sélo si (FId(R),R) E (Vz,y,2)((z €Er © <> z €
y) =z =y)

» Decimos que R preserva el orden si para todo x,y € FId(R) se tiene que si z €g y
entonces z <* 1.

» Decimos que R es una relacién adecuada si 0,1 € FId(R), 0 €z 1 y para todo z €
Fld(R) se tiene que z € 0

Definicion 4.7.15. Sean R, S € Y5 Decimos que S extiende debidamente a R si y s6lo
si

FId(R) C Fld(S).

Para todo x,y € FId(R) se cumple que x € y si y sblo si x €g y.

Siz €gzy z € FId(R), entonces x € FId(R).

Para todo x € F1d(S)\ FId(R) y para todo y € FId(R) se cumple que y < x.

Las anteriores propiedades que puede tener un orden son cerradas bajo cadenas crecientes
como lo muestra el hecho [4.7.16] Su demostracion no es complicada pero dado que es larga
la omitiremos.

Hecho 4.7.16. Sea o < t — 6.Sea {Rg} 3.z, una cadena creciente de relaciones adecuadas,
extensionales y que preservan el orden, ademads, R; extiende debidamente a R; si 4 <t .
Entonces Jg<s, I3 s adecuada, extensional, preserva el orden y extiende debidamente a R
para todo 8 <! a.

En la construccién del modelo empezamos con una relacién adecuada, extensional y que
preserva el orden, luego el hecho junto con el lema hacen que esas propiedades
se mantengan cuando definamos nuestra la relacion final. Esto va a permitir que nuestro
modelo cumpla el axioma de extensionalidad y fundamentacion.

Lema 4.7.17. Sea R € Y una relacion adecuada, extensional y preserva el orden, entonces
CD(R) es una relacion adecuada, extensional y preserva el orden. Ademds CD(R) extiende
debidamente a R.
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Demostracion. Observacién. Notemos que si (n,z,m) es cédigo minimal de R entonces
Ps(n,z,m) € FId(R) ya que, por el hecho 4.6.27, x <¥ Ps(n,x,m) y, por la definicién de
cédigo de R, se cumple que sup{y : y € FId(R)} <* x.

Veamos que CD(R) extiende debidamente a R.

» Consideremos la férmula ¢(z) : * = z y la sucesién f := {(1,sup{y : y €Fld(R)})}.
Por la proposicién 4.6.22]se tiene que sup{y : y €FId(R)} <! 4(f) <! R, luego podemos

considerar como c6digo de R la tupla ([¢], #(f),1). Notemos que Hg([¢],4(f),1) = R.
Si existiera w € FId(R) tal que R = {z : z € w}, entonces w €r w y, como R
preserva el orden, se tendria que w <* w lo cual es una contradiccién. Luego, por la
proposicién [4.7.12] existe un cédigo minimal de R (n/, 2/, m’) tal que Hgp([¢], 4(f),1) =
Hg(n',2',m’), entonces Ps3(n’, z',m’) pertenece a FId(CD(R))) y por la observacion del
principio no pertenece a FId(R). Por tanto F1d(R) C FId(CD(R))).

» Sean u,v € FId(R). Siu €r v entonces por definicién de CD(R) se tiene que v €cp(r) v.
Supongamos que u €Ecp(r) U pero u €r v, por tanto, por definicién de CD(R), existe
una tupla (n,z,m) que es cddigo minimal de R tal que v = Ps(n,x, m), pero por la
observacién que hicimos concluirfamos que v ¢ FId(R), lo cual es una contradiccion.
Por tanto u €r v si 'y s6lo si u Ecp(r) V.

» Sea v € FId(R). Si u €cp(r) v entonces, aplicando el mismo argumento del pérrafo
anterior, podemos concluir que u €g v y asi u € FId(R).

» Sea v € FId(CD(R))\ Fld(R). Por la observacién del principio se tiene que sup{y : y €
F1d(R)} <* v, luego para todo u € FId(R) se cumple que u <* v.

Es sencillo concluir del hecho de que CD(R) extiende debidamente a R, que la relacién
CD(R) es una relaciéon adecuada y preserva el orden. Falta ver que CD(R) es extensional.

Sean u,v € FId(CD(R)) tal que para todo z € FId(CD(R)) se cumple que z €cpr) v siy
sblo si z €Ecp(r) V.

» Siu,v € FId(R) entonces como CD(R) extiende debidamente a R, y ésta relacién es
extensional se concluye que u = v.

» Siu € FId(CD(R))\ FId(R) y v € FId(R), entonces existe una tupla (n,z,m) que es
cédigo minimal de R tal que u = P3(n,x,m), pero como z €Ecp(r) u si y sélo si z Ecp(r)
vy CD(R) extiende debidamente a R, se concluirfa que Hg(n,x,m) = {y : y € v},
lo que contradice la definicién de c6digo minimal. Lo mismo pasa si v € FId(CD(R))\
FId(R) y u € FId(R).

» Siwu,v € FIA(CD(R))\ FId(R) entonces por la unicidad de cédigo minimal se concluye
que u = v.
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O
Ahora podemos presentar de una mejor manera como son los conjuntos definibles segin R.

Proposicién 4.7.18. Sea R € Y5 una relacion adecuada. Entonces todo conjunto definible
en (FIA(R), R) es de la forma {x : x €cpry y} donde y € Fld(CD(R)).

Demostracion. Sea A un conjunto definible de (FId(R), R), luego existe (n,z,m) cédigo de
R tal que A = Hg(n,z,m). Si existe w € FId(R) tal que A = {2z : z €g w}, entonces como
CD(R) extiende debidamente a R, tenemos que w € FIA(CD(R)) y A = {2 : 2 €cpr) w}. Si
para todo w € FId(R) se cumple que A # {z : z €g w}, entonces por la proposicién
existe un codigo minimal (n’, 2', m’) de R tal que Hgr(n,z,m) = Hgr(n',2',m’). Denominemos
como v := P3(n’,2’;m') , luego v € FId(CD(R)). Notemos que v ¢ R ya que, por el hecho
, 1 < Py(n',2',m') = v, y en la definicién de cédigo de R mnosotros exigimos que
sup{y : y €FId(R)} <* 2/, por lo tanto, por la definicién de CD(R), se cumple que A = {z :
Z €CD(R) ’U}.

O

Construcciéon del modelo. Ahora vamos a construir el universo. Empezamos con la rela-
cién Ry cuyo campo es {0, 1} y consta de

06301

Lo que vamos hacer, es clausurar la relaciéon Ry bajo la operacion “CD”, lo cual equivale a
cerrar bajo conjuntos definibles. Esto es parecido cuando se construye el universo L de Godel,
el problema que tenemos es que para clausurar tenemos que hacer inducciéon interna, y aca
los objetos con lo que tratamos son elementos de Y3 y no de C, sin embargo, tenemos un
truco para poder codificar esos elementos y poder hacer inducciéon dentro de C'. Basicamente
vamos agregar una nueva coordenada la cual nos va a guiar en la induccién como lo muestra

el teorema [4.7.201

Definicién 4.7.19. Sea T una relacién (k + 1)-aria. Para o € C, denotamos como T, al
conjunto {(y1, ..., yx) : (&, Y1, ..., yx) € T'}. Notemos que si T' € Y}*,; entonces T, € Y}

Teorema 4.7.20. Sea o <*t — 6. Eziste una tnica relacion T* € Y3 tal que
1. T = Ry
2. Para todo B <* «, se tiene que T =CD(Tg)

3. Para todos los puntos limites B <* o se tiene que T§ = Uyt 1Y

BN

. Para todo <% a, T§ es una relacion adecuada

O

. Para todo 8 >* a se tiene que Ty =10
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Demostracion. Vamos a hacer la demostracién por induccion. Consideremos la férmula
®(B},a) : B? cumple las condiciones (1) — (5)

Vamos a ver que para todo o <* t — 6 satisface IB}® (B}, o). Antes notemos que, como todas
las definiciones usadas se pueden escribir en £2-férmulas, ® es una £2-férmula por lo tanto
le podemos aplicar induccion.

La demostracion es parecida a algunas que ya hemos hecho; primero vamos a ver la unicidad
y después la existencia, sin embargo para demostrar la unicidad también vamos a usar un
argumento inductivo a la férmula

U(z) : (VBY, By)((®(BY, z) A ®(B3,x)) — By = By)
Veamos que para todo o <* t — 6 se cumple que ¥ ()
Caso base. Si o = 0, la condicién (1) y (5) obliga a que T° = {(0,0,1}.

Caso sucesor. Supongamos que o = ut y se cumple ¥(u). Dado T € Yy tal que M*
satisface ®(T', a) podemos considerar la relacién T := {(a,b,c) € T : a <* a} y es
sencillo verificar que M* satisface ®(T,u), ademéas notemos que 7' = ({a} x T,) UT.

Supongamos que existen T, 7" tales que M* satisface ®(T, «) y ®(71", «), entonces, por
el parrafo anterior y por hipétesis de induccién se concluye que T = 17, luego, como
T, =T,y T, =T, se tiene que T, = T y asi mismo CD(T},) = CD(T"). Por la
segunda condicién del enunciado del teorema, se cumple que T,+ = CD(T,) vy T/, =
CD(T?), entonces T+ = T, por tanto, como T' = ({a} x T,) U T, se concluye que
T=T".

Caso limite. Supongamos que « es un punto limite y para todo 8 <* a se cumple ¥(3).
Dado T € Yy tal que M* vale ®(T, a), entonces para todo 3 <* o podemos considerar
las siguientes relaciones 7% = {(a,b,c) € T : a <* 8} y es sencillo verificar que M*
satisface ®(T”, 3), ademds notemos que T' = ({a} x To) U Ugesa T7°.

Supongamos que existen T,T" tales que M* satisface ®(T,«) y ®(T’,«), entonces
por el parrafo anterior y por hipétesis de induccién se concluye que T° = 7" para
todo B < a. Notemos que Tg = T} para todo [ <' o, luego, como T, = Us<ta I3
por la tercera condicién del enunciado del teorema, se tiene que T, = 7. Como
T = ({a} x T,) UUp<sa T7, por los argumentos anteriores se concluye que 7' = T".

Ya tenemos la unicidad. Veamos que para todo a <¥ t — 6 se cumple que IB;® (B3, )

Caso base. Si o = 0 definimos como TV a la relacién que satisface que (a,b,c) € T siy sélo
sia=b=0yc=1
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Caso Sucesor. Supongamos que o = u y M* satisface AB3® (B}, u). Sea T € Y3 tal que
M* satisface ®(T", u). Sea T la relacién que satisface que (a,b,c) € T si y sélo si,
(a,b,c) €T 6, a=u"y beEcperuy c. Como T" € Yy entonces T, € Y5 y por tanto la
relacion CD(T*) pertenece a Yy, luego se concluye que T* € Yy . Es sencillo verificar
que M* satisface ®(T%, o).

Caso limite. Supongamos que a es punto limite y para todo 3 <* a se cumple que M*
satisface AB3®(B3, 3). Sea T' la unién de las relaciones ya encontradas por la hipétesis
de induccién. Formalmente (a, b, c¢) € T" si y sélo si

a<*aAN@B)(®(B? a) A Ba,b,c))

Por la unicidad esté bien definido 7" y por separacién de segundo orden se tiene que
T" € Y. Por otro lado, definimos una funcién f(/5) = v de la siguiente manera.

(AB)(®(B3, B)A 7 es el miimo que cumple que (Vz,y, 2)(B(z,y, 2) — =,y,2 <* 7))

Por hipétesis de induccién, para todo 5 <! a se tiene que el campo de 77 es acotado,
por lo tanto la funcién f existe, luego por la proposicién [£.6.12] se tiene que el campo
de T" es acotado concluyendo que 7" € Yy. Ahora nos falta incluir el punto «, para
esto definimos la relacién T que satisface que (a,b,c) € T siy sdlo si, (a,b,c) € T,
6, a = a y existe a’ <* a tal que (a/,b,¢) € T". Como T" € Y3 entonces T® € Yy y es
sencillo comprobar que M* satisface ®(7T%, ).

]

Definicién 4.7.21. Sea a <* t — 6. Denotamos como €, a la relacién T, donde T es la
relacién ternaria dada por el teorema [4.7.20f Como T € Y3 entonces €,€ Y5

Definicién 4.7.22. Sea o <* t — 6. Denotamos como L[a] al campo de la relacién &,.
Notemos que L[a] € Y}*

Definicién 4.7.23. Definimos como L[oo] := Uy<ti—g L[] y como €oo:= Uacti—g Ea-

La demostracién del teorema nos proporciona £2-férmulas que no tienen parametros
de segundo orden y tienen pardametros de primer orden menores que 1, que definen L[oo]
Y €oo. Por separacién de segundo orden podemos concluir que L[oo] € Y] y €€ Ys. Por
construccion asi estd constituido L[oo].

Hecho 4.7.24. Se cumplen las siguientes propiedades
LIRSTES Ro.

. €a+=CD(6a).
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» Si a es punto limite €,= Ug<tq €a-

Ademas asi se comporta la relacion €.

Proposicion 4.7.25. » Para todo B <! a, se tiene que €, extiende debidamente a €3
s Cada €, es adecuada, extensional y preserva el orden.

Demostracion. La prueba se hace por induccion.

Caso base. Si o = 0 entonces €p= R que claramente es adecuada, extensional y preserva
el orden.

Caso sucesor. Supongamos que o = u" y la relacién €, es adecuada, extensional, preserva
el orden. Dado que €,+=CD(e,) y por el lema {4.7.17] se tiene que la relacién €, es
adecuada, extensional, preserva el orden y extiende debidamente a €,.

Caso limite. Supongamos que « es punto limite y para todo 3 <* « las relaciones €g
cumplen las afirmaciones hechas. Dado que €,= sz €a, gracias a la hipdtesis de
induccion y el hecho se tiene que €, es adecuada, extensional, preserva el orden
y extiende debidamente a €4 para todo 8 <* a.

Ahora veamos que (L[oo], €x) = ZFC.

Definicién 4.7.26. Sea x € L[oco]. Denotamos como Irk(x) al menor « tal que = € L{a+1].
Es sencillo verificar lo siguiente

Hecho 4.7.27. Si x €., y entonces Irk(z) < Irk(y).

Recordemos que ¢ es una Ag-férmula si todos sus cuantificadores son acotados. El siguiente
hecho es una versién de la absoluticidad de las Ag-férmulas al trabajar con L, y su demos-
tracion, igual que en el caso de L, se hace por induccion sobre las Ag-férmulas.

Hecho 4.7.28. Sea ¢(x1, ..., z,,) una L(€)-férmula de tipo Ag. Sean ay, ..., a,, € L[z]. En-
tonces

(L[], €x) E @(ay, ..., an) siy solo si (L[z], €,) E o(aq, ..., am)

Dado que algunos axiomas de ZFC se puede traducir a Ay-formulas podemos obtener lo
siguiente.

Lema 4.7.29. Los axiomas de extensionalidad, de pares, de uniones valen en (L[o0], €x).
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Demostracion. Sean a,b € L[oc], por tanto existe a <* ¢ — 6 tal que a,b € L]a]. Recodemos
que €, es una relacion extensional, por tanto, traduciendo esta propiedad a una Ag-féormula
se tiene que

(Lla),€q) E(mFz€alz¢gb)AN—-Fze€bz&a)) »a=0D

Por el hecho [4.7.28 podemos subir la anterior férmula a L[oo], asi como a, b eran arbitrarios
se tiene que (L[oo], €4,) satisface extensionalidad.

Veamos que (L[oo], €,,) satisface pares. Sean a,b € L[oc], por tanto existe a <* t — 6 tal que
a,b € L]a]. El conjunto {w|w = aVw = b} es L(e)-definible, por lo tanto, por la proposicién

[1.7.18 existe z € L]o + 1] tal que
(Lla+ 1], €ay1) EYw € 2(z =aV 2z =)
Como la anterior es una Ag-férmula, por el hecho [4.7.28] se tiene que
(L[oo], €x) EYW E 2(z =aV 2z =)

Como a, b eran arbitrarios se tiene que (L[oo], €4, ) satisface pares. Por un argumento similar
se puede ver que (L[oo], €,,) satisface uniones.
[

Lema 4.7.30. El azioma de fundamentacion vale en (L[oo], €x)

Demostracion. Sea a € L[oo] , asf existe a <* t — 6 tal que a € L[a]. Si a = 0 entonces
como €, es adecuada se tiene que ese es el conjunto vacio en (L[o0o], €). Si a # 0 entonces
el conjunto A = {2z : z €, a} es un conjunto no vacio y es L2-definible pues €,€ Y5, por
tanto A tiene un elemento <*minimo w. Si existe z tal que 2 €, w y z €, a, entonces como
€, preserva el orden, se tendria que z € Ay z < w contradiciendo que w es el elemento
<!-minimo de A. Asf

(Lla], €q) E (Gw € a)(—=(3z € a)(z € w))

La anterior es una Ag-férmula, luego por el hecho [4.7.28| se puede subir a (L[o0], €4 ). Como
a era arbitrario entonces (L[oo], €,) satisface fundamentacién.
O

Lema 4.7.31. El azioma del infinito vale en (L[oo], €xo).
Demostracion. El axioma del infinito nos dice que existe z que satisface
DezA(Vyez)(yu{y} € 2)

Ya tiene sentido la notacién dado que ya demostramos pares y uniones. El lugar de () lo
ocupa 0. Demostraremos que existe el conjunto de los niimero naturales en (L[o0], €4). Esto
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se va a hacer usando la definicién: “conjunto transitivo y linealmente ordenado por €” ya
que (L[oo], €4 ) satisface fundamentacién. Formalmente consideramos el siguiente conjunto

A:={a € L{w| :Vr €, aVz € (2 Eno a) ANVT Ep VY Ep a(T Eu YV Y Eoo )}

Como A es definible por una Ap-férmula no hay ambigiiedad si usamos €., o €,, ademas,
por la proposicion existe N € L{w + 1] tal que a €,,1 N siy sélo si a € A. Es claro
que 0 €,,1 N. Sia €,y1 N entonces a € L[w], luego existe n <* w tal que a € L[n]. Como el
conjunto {z € L[n| : z = aVz € a} es L(€)-definible por una Ay-férmula, por la proposicion
se tiene que (a U {a})">! € L[n + 1]. Es sencillo verificar que (a U {a})*>! € A, por
tanto (a U {a})*> €,,; N. Entonces

(Llw+1],€u11) EO0E NA(Vy € N)(Gw € N)(Vr e w)(x =y V z € y)

Lo anterior es el axioma del infinito expresado en una Ag-féormula, luego, por el hecho [4.7.28|
(L[oo], €) satisface el axioma del infinito.
O

El siguiente teorema es similar al teorema de reflexion que se presenta en teoria de conj untosﬂ,
e incluso su demostracion es idéntica a éste, ya que todas las construcciones que se hacen
alla se pueden hacer acd gracias a nuestra induccién interna. Por esta razén vamos a omitir
su demostracion.

Hecho 4.7.32 (Reflexién). Sean ¢y, ..., ¢, L(€)-férmulas. Entonces para todo a@ < t — 6
existe 3 >* a tal que para todo i € {1,...,m}

Vay, ...,z € LIB[(L[B], €s) & ¢i(x1, ..., xx) siy s6lo si (L[oo], €ao) = @i(T1, ...y 28]

Observacién. En la demostracion clésica de teorema de reflexion hay que considerar el
supremo del rango de una funcién de los ordinales a los ordinales, que en ese contexto existia
gracias al axioma de reemplazo. Nosotros no tenemos de base ese axioma, sin embargo
podemos usar la proposicion para acotar esas funciones.

Ahora vamos a demostrar que reemplazo y separacién vale en (L[oo], € ).
Lema 4.7.33. El azioma de reemplazo y separacion vale en (L[oo], €x).

Demostracion. Separacidén. Sea ¢(y, z, x1, ..., T;y,) una L(€) férmulay A, aq, ..., a,, € L[oo].
Asf existe a <* t — 6 tal que A, ay, ..., a,, € L]a]. Por reflexién consideremos 8 >* o tal que

(L[B),€p) Ex € ANG(z, A a,a,...,an) siy solo si (L[], €x) Ex € ANG(2, A, a1, ..., )

Por la proposicion 4.7.18 existe z € L[ + 1] tal que x €p41 2z siy sélo si (L[F], €5) =z €
AN ¢(z,a,aq,...,a,). Luego, como = €541 2 si y s6lo si & € z, se tiene que (L[o0], €x)
satisface separacion.

! Ver [10] paginas 136-137
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Reemplazo. Sea ¢(y, z, x1, ..., ) una L(€) formula y A, ay, ..., a,, € L[oo] tal que
(L[oo], €xo) | Vo € ASlyo(x,y, A, aq, ..., an)
Sea o <* t — 6 tal que A, ay, ..., a,, € L[a]. Consideremos la funcién f : L{a]™2 — C tal que

f(@r, o Tmi2) = min{lrk(y) : (L[oo], €x) = @21y, 22, . Timt2) }

Notemos que f es una funcién L£2-definible por una férmula que no tiene parametros de
segundo orden y con pardmetros menores que 1 y constantes mayores o iguales a t — 6 gracias
a que, como hemos mencionado, L[oc] y €., 1o son. Por la proposiciénexiste B <tt—6
tal que acota el conjunto B = {f(x1, ..., Tymy2) : T1, .o, Tmyo <F max{A, a1, ..,an}*}. Veamos
que {y : (L[x],€x) E Tz € Ad(x,y, A, ay,...,a,)} C L[f]. Sea y € L[oo] tal que existe
T €x A que cumpla (L[o0], €x) = é(z,y, A, ay, ..., ay). Como €., preserva el orden entonces
x < A, luego Irk(y) € B ya que f(z, A, ay, .., a,,) = Itk(y) por la unicidad de y. Luego como
3 acota a B se tiene que Irk(y) <* 8 y por tanto y € L[3].

Dado que L[3] es un conjunto definible en L[], por la proposicién [4.7.18 existe w € L[5+ 1]
tal que x €., w siy sélo si x € L[], luego podemos aplicar separacién a w para obtener un
elemento v € L[oo] tal que y €4 7y siy s6lo si (L[oo], €Ex) |z € Ad(2,y, A, aq, ..., an).

O

La demostracién de que (L[oo], € ) satisface el axioma de partes es distinta a la demostracion
en el caso de L, ya que en ese contexto tienen el axioma de reemplazo como base. Nosotros
tenemos otras herramientas: vamos a buscar una cota usando indiscernibilidad para sabe
hasta qué nivel se encuentran los subconjuntos de un elemento dado.

Definicién 4.7.34. Sean a,a € L[oo]. Decimos que a C* « si para todo z €., a entonces
z € Lla].

Por induccién transfinita se puede verificar lo siguiente.
Hecho 4.7.35. Sea a <*t — 6. Entonces L[oo] N[0, ) C La]
Proposicién 4.7.36. Sea i € Z* tal que i <*t — 6 se tiene que L[i] C [0,i+ 1)

Demostracion. Dado que L[i] € Y}, entonces es acotado, por tanto existe z <* ¢ — 6 tal que
para todo = € L[i] se cumple que x <* z, por indiscernibilidad, existe z <* i + 1 tal que para
todo z € L[i] se tiene que = <* z.

O

Proposicién 4.7.37. Sea x € L]oo]. Six C*t — 8 entonces v <t — 7
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Demostracién. Razonemos por contradiccién. Sea = el <#-minimo que satisface
t—T7<!z<tt—6yrc t—38

Por indiscernibilidad, consideremos como w el <*minimo que satisface
t—8<fw<tt—Tywc t—9

Y asf mismo consideremos como z el <f-minimo que satisface
t—7<fz<Ft—6yzc*t—9

Sea a €, z. Como z C* t — 9, entonces a € L[t — 9], luego, por la proposicién [4.7.36]
a <t — 8. Ademas, traduciendo la definicién de z en una férmula se cumple que

M E=@b<t—6)(Vy <Pt —6)(a € bA(y C t—9Nt—T< ) = b<Fy)
Por lo tanto, como a <* ¢ — 8, por indiscernibilidad lo anterior es equivalente
M E@ <t —T)(Vy <t t—T)(a € bAN(y Tt —9INL—8 <P y) = b<Py)

Que es la definiciéon de w. Lo anterior significa que a €., z si y sélo si a €., w, luego, por
extensionalidad, se tiene que z = w, lo que es una contradiccién dado que w <! z.
m

Lema 4.7.38. El axioma de partes vale en (L[oo], o)
Demostracion. Razonemos por contradiccion. Si se cumple que
M* = (Fa <t —6)(=(Fy <t —6) (Vo <t t — 6)(z ™ 0 = z € 1))
Por indiscernibilidad se tiene que
M = (Fa <t —8)(—=Fy <t —8) (Vo <Ft —8)(x ¥4 = 2 €, 5 9))
Sea o <¥t — 8 tal que.
M =3y <t —8)(Vo <t —8)(z ¥ o w2 €5 )
Nuevamente por indiscernibilidad
M ==y <t —6)(Voe <Ft —6)(z ¥ a = z ey y)

Por otro lado, consideremos b C*>! . Se cumple que para todo z € b se tiene que z €4 a,
y como €., preserva el orden, z <* t — 8, luego, por el hecho z € L[t — 8], por lo
tanto b C* t — 8. Por la proposicién b <* t — 7, luego por el hecho se tiene
que b € L[t — 7]. El argumento anterior implica que para todo b cHl o se cumple que
b € L[t — 7]. Dado que, por la proposicién , existe w € L[(t — 7)"] tal que z €, w
si y sélo si z € L[t — 7], se concluye que si b CEl®l o entonces b €., w. La existencia de w
contradice lo que habfamos supuesto, luego el axioma de partes vale en (L[oo], €o,).

[]
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Teorema 4.7.39. Eziste un modelo M contable de ZFC' + V=L con constantes cy, ..., Ci_7
tal que satisface

m o < ... < c_7 son ordinales

w Sear € ZT y ¢(xq, ..., x2.) una L(e)-formula. Sean 0 < iy, ..,ip, j1, ..., Jr < t— T enteros
donde (i1, ...,i,) es orden equivalente a (ji,...,Jr) y min{iy,....,4,} = min{jy,..., 5.}
Sean py,...,pr € M tales que py, ...,p, <* min{iy, ...,i,}. Entonces

M }: ¢(Ci17 - Gy D1, "'7p7") e ¢(Cj17 -0y Cjy P1, "'7p7")

» El ordinal ¢;—7 es puramente (t — 9)-sutil.
» Eriste un ordinal con la (t — 10)-propiedad de Ramsey estacionaria.

Demostracion. » Empezamos con nuestro modelo (L[oo], €x). Consideramos como ¢;
el menor ordinal tal que ¢; ¢ L[i]. Ahora consideramos el universo constructible de
L]oo] y lo denominamos M. Recordemos que M conserva los ordinales y la relacién de
pertenencia es la misma.

» Sea ¢ una L(e)-férmula. Si

M ): d)(cll? “'7Cir7p].7 "'7p7‘)

Gracias a nuestro teorema de la definibilidad lo anterior es equivalente a

k=r
M* | “(M, €x) | d(@iy, ooy Tin s P15, D) A )\ 2, €s el menor ordinal tal que x;, & Lli]
k=1

Donde “(M, €) E ¢(xiy, ..., Tipy P1, -, Pr)” €s la férmula que nos proporciona nuestro
teorema de la definibilidad. Ademds recordemos que L[i] también se puede expresar
en una L2-férmula. Como py,...,p, <* min{iy,...,i,}, aplicamos indiscernibilidad y

obtenemos
k=r

M “(M, €x) | d(@iy, ooy Tipy 1y s ) A\ @iy, €s €l menor ordinal tal que x;, & Lljy]
k=1

Que es equivalente a
M ): (b(le, sy Cjwph "'7p7“)

» Sea f : [c;_7]"™® — ¢;_7 una funcién (t—9)-regresiva, es decir que para todo A € [¢;_7]'™?

se tiene que f(A) < min A. Como M satisface V' = L, la funcién f es definible
por una férmula cuyo parametros son ¢; 7 y t — 9, donde t — 9 < w < ¢;. Consi-
deremos el conjunto C' = {ci,...,c;_g}. Veamos que f es constante en [C]'?. Sean
A={ciyy i, o}y B=A{cj,, .., i, o} elementos de [C]'~°. Sin pérdida de generalidad
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supongamos que min A < min B. Sea a = f(A), luego, como f es regresiva, se cumple
que a < min A < min B. Por indiscernibilidad se cumple que

M = f(Ciyy s Cipy) = a3 f(Cjrsny Cipy) = @

Por lo tanto f es constante en [C]'~?. Luego, se cumple que el ordinal ¢;_7 es puramente
(t — 9)-sutil.

» Como existe un ordinal puramente (¢ — 9)-sutil, por el hecho [4.1.11} existe un ordinal
con la (¢t — 10)-propiedad de Ramsey estacionaria.
[
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