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Introduccion

En este trabajo pretendo llevar a cabo un estudio de categoricidad en un contexto mas
amplio que primer orden, llamado clases excelentes, y estudiar una demostraciéon de
un teorema al estilo de Morley en este contexto. Para ello se introduce una nocién
de modelo pleno que juega el papel de modelo saturado en primer orden. Una clase
excelente consiste de los modelos atéomicos de una teoria de primer orden que satisface
las propiedades de (Rg, n)-bondad, (Xg, n)-existencia y (Xg, n)-unicidad para cada

n < w. Shelah introdujo esta nocién en sus articulos [13] con el fin de analizar Mod(v)),
Y € Ly, .. El siguiente ejemplo dado por Zilber, nos muestra una interaccién entre la
nocion de excelencia y teoria de ntimeros. Sea,

Kpewp = {(F,+, ., exp) : F es un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica cero,
Vaylexp(x + y) = exp(x).exp(y)], ker(exp) = 7L}

Kezp = {{F,+, ., exp) : (F,+, ., exp) satisface EC, CC y SCH },

donde E'C' quiere decir que el modelo es existencialmente cerrado,

CC denota propiedad de clausura contable y

SCH denota la conjetura de Schanuel.

Zilber demostrd por el método de construccion de Fraissé, el siguiente resultado

Teorema 0.1. K., es categorica en N;.

Ademas, Zilber probé el siguiente teorema usando teoria de ideales fraccionales, divisores
de Weil y el teorema de normalizacién, y noté que el contenido de teoria de modelos del
resultado es que K., es una clase excelente.

Teorema 0.2. Si L4, ..., L, C C son cuerpos algebraicamente cerrados y ay, ..., a, € C*.
Entonces el grupo multiplicativo del cuerpo,

Q(Lh ...,Ln7a1, ...,CLn)

es de la forma,



AT.LY... LY,
donde A es un grupo abeliano libre y T' es un grupo de Torsion(cuando n=0).

Ademas, usando el hecho que cada clase excelente tiene modelos arbitrariamente grandes
y el teorema 3.30, Zilber concluyé lo siguiente,

Teorema 0.3. K., tiene un tnico elemento de cardinalidad 2%°. Asi para probar la
conjetura de Schanuel se sugiere demostrar que la funcion exp(x) definida sobre C es la
funcion exponencial e®.

Un bosquejo de los hechos necesarios para la prueba del teorema de categoricidad en
clases excelentes es el siguiente,

(1) Definir una buena nocién de independencia que llamaremos amalgamacion estable,

(2) Estudiar algunos teoremas de transferencia de las propiedades de bondad, exis-
tencia y unicidad. Esto permite demostrar que es suficiente tener un conocimiento de
estas propiedades sobre sistemas cuyos modelos son contables,

(3) Mostrar que en cada clase excelente existe un modelo pleno de cardinalidad A,
para cada cardinal A\, y dicho modelo es tnico,

(4) Mostrar que para cada clase excelente, y cada (A, P~ (n))-sistema S,
S ={M,:s € P (n)}, existe un modelo primario sobre el conjunto U,cp- () Ms-

La idea de la demostracion es un argumento por contradiccion, es decir, suponemos
que la clase excelente IC es categdrica en un cardinal no contable i y no es categérica en
un cardinal A > Rg. Por lo tanto, por (3), existe un modelo que no es pleno de cardinal
Ay un tipo p que lo atestigua, es decir, existe un tipo estacionario p € S(B), B un
subconjunto finito de M, y un conjunto A, B C A C M, |A| < |[|[M]|, tal que la esta-
cionarizacién g de p sobre A no es realizada en M. Luego se construye un modelo N de
cardinalidad g, como una uniéon de modelos primarios que omite un tipo ¢* C ¢, donde
dom(q*) es contable. Asi N no es pleno, y contradice la hipdtesis que K es categérica
en fi.

En el capitulo 3, se introduce la definicién de conjunto bueno, y se muestran algunos
resultados concernientes a estos, tales como la existencia de modelos primarios sobre
conjuntos contables buenos. Ademas mostramos que en la clase de modelos atémicos K
existe un modelo de cardinalidad N,. La estrategia de la prueba radica en la posibilidad
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de poder extender elementalmente un modelo dado de cardinalidad RX;(al menos uno
existe) a otro de la misma cardinalidad en la clase K. Esto es suficiente, pues como
KC es una clase elemental abstracta podemos repetir este procedimiento y construir una
cadena elemental creciente, (M});, de longitud wy de modelos de cardinalidad ®;. Asf
M* = ., M estd en K y es de cardinalidad R,. La idea de la demostracién de esta
ultima parte es tomar una resolucién M;, i < wy, de modelos contables para un modelo
M de cardinalidad N; y mostrar que existe una extensiéon elemental propia N de M,
donde N es la unién de una cadena elemental de modelos N; en K, tal que M; = N;
y No € M. Esto es posible usando amalgamacion estable. Asf en este capitulo de-
sarrollamos lo enunciado en el inciso (1), y avanzamos un poco sobre el inciso (4), pues
obtenemos existencia de modelos primarios aunque solamente sobre conjuntos contables
buenos.

En el capitulo 4, se introduce la nocién de (A, P~ (n))-sistemas, la cual estd atada a
las nociones de amalgamacién estable, bondad y plenitud. En este capitulo discutire-
mos las nociones de bondad, existencia, unicidad y se prueban los teoremas 4.14 y 4.15,
que son teoremas de transferencia para estas propiedades. De esto obtenemos, que
si deseamos conocer las propiedades acerca de (A, P~ (n))-sistemas es suficiente cono-
cer las propiedades acerca de (X, P~ (n))-sistemas, para cada n < w. Esto conduce
al teorema 4.18, que dice que cada clase excelente K tiene las propiedades de (A, n)-
existencia, (A, n)-bondad y (A, n)-unicidad, para cada A y cada n < w. Ademés, veremos
que en clases excelentes, podemos garantizar la existencia de modelos primarios sobre
User—(m) Ms, donde & = {M; : s € P~(n)} es un (A, P~ (n))-sistema, y la unicidad
de modelos plenos de la misma cardinalidad A, para cada \. Asi, en este capitulo se
desarrolla los incisos (2), (3) y (4) y concluimos con la demostracién del teorema de
categoricidad para clases excelentes mencionado en el inicio de la introduccion.

En el capitulo 5, estudiaremos la nocién de clases cuasiminimales excelentes. Mostraremos
que si K es cuasiminimal excelente y contiene un conjunto infinito ¢/—independiente,

entonces la clase de K-estructuras que satisfacen la condicién de clausura contable es

categorica en cada cardinal no contable. La presentacion del contenido de este capitulo

estd basado en unas lecturas de Baldwin, cuya presentacion es ligeramente diferente a

la dada originalmente por Zilber. Su diferenca radica en que Baldwin usé el principio

de intercambio para demostrar el teorema de categoricidad para clases cuasiminimales

excelentes, 5.10, que no fue usado en la descripién dada por Zilber.

Este trabajo es un estudio principalmente de los articulos [1], [13], en el que apare-
cié por primera vez la nocién de excelencia dada por Shelah. Igualmente el libro [10]
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fue vital en el desarrollo del capitulo 2. Ademads los articulos [7] y [11] fueron un gran
complemento para el capitulo 3 y 4, pues en ellos se dan dos versiones distintas para
la nocién de excelencia. El primero se desarrolla en el contexto de clases elementales
abstractas y el segundo en teoria de modelos homogéneos. Ademads, algunas pruebas se
explicarén mas detalladamente, completando algunas de ellas, pues la forma como fueron
expuestas originalmente son algunas veces poco claras o no aparecen demostradas, tales
como los lemas 3.22, 3.24, 4.3, 4.6, 4.8, 4.19, el corolario 4.10 y el teorema 3.30
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Capitulo 1

Preliminares

A continuacién, veremos algunos resultados obtenidos por Shelah en [15] para la légica
L, (@), en el que trata los conceptos de estabilidad, simetria, propiedad del orden y
algunas relaciones entre estas bajo ciertas suposiciones de teoria de conjuntos.

Lema 1.1. Sea LC L', ¢ € Ly, ,(Q), y L* un fragmento de Ly, .,(Q). Entonces,

1) Si en algin modelo M de 1, ||M| > RNy , no contable L*-tipos son realizados,
entonces 1(Ry, v, L) = 2%,

2) Si 2% > 2% y para algin modelo M de ), ||M|| > Ry, existe un conjunto con-
table A C |M]|, tal que en M, no contables tipos son realizados sobre A, entonces

[(va ¢a L) = 2™
Demostracion. Ver [15]. O

Lema 1.2. Sea L C L',¢ € L;hw(Q), L* un fragmento de L, .,(Q). Supongamos
{p : p es un L*-tipo y existe un modelo no contable de 1) que realiza p} es no contable.
Entonces I(Ny,1), L) > 2%,

Demostracion. Ver [15] O
Teorema 1.3. Sea LC L', ¢ € L:%w(@), M E 4y, | M| =R;.

1) Si para cada fragmento L*, en M solamente contable L*-tipos son realizados, en-
tonces ¢ tiene un modelo N, ||[N|| = Xy, en el que solamente contable L, .,(Q)-
tipos son realizados

2) Si para cada fragmento L*, y conjunto contable A C |M]|, solamente contable L*-
tipos son realizados en M, entonces v tiene un modelo N, |[N|| = Ry, en el que
solamente contable Ly, ,-tipos son realizados sobre cada A C |N]|.
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Demostracion. Ver [15] O

Lema 1.4. Si I(Ny, ¢, L) <Xy, M =), entonces en M solamente contable L, .,(Q)-
tipos son realizados.

Demostracion. Ver [15] O
Definicién 1.5. Decimos que ¢ € Ly, ,(Q) es buena si,

1) ¥ F Qz(x = x), ¢ tiene un modelo y es L, ., (Q)-completa,

2) Cada modelo de 9 es (L, Rg)-homogéneo,

3) Si M = ¢, a € |M|, entonces existe ¢(z) € L tal que M | ¢la] y ¢(T) es
Ly, »(Q)-completa y atémica.

Definicién 1.6. M = “y” si M es un modelo atémico de T(¢)) = {¢p:p € L, M E ¢
implica M |= ¢} .

Definicién 1.7. Sea ¢ buena, M = “¢p”, N E “¢0”. M <* N si M < N y si R(Z,y) €
L,a e |M|,y M [E “~(Qz)R(Z,a)” entonces no existe ¢ € |N|\|M| tal que N | R][¢, al.

Lema 1.8. Supongamos que tenemos V = L ¢ oy,. Si 1 es buena y Mod(y)) no tiene
la propiedad de No-amalgamacion entonces I(Ny, 1)) = 281,

Demostracion. Ver [15] O

Definicién 1.9. Decimos que ¢ es A-estable si 1 es buena y dado M = “¢»”, A C | M|,
|A| < X implica [{tp(a,A,L,N):a € N,N | “¢p”, M <* N} < A\

Definiciéon 1.10. Sea 1) buena y Ng-estable. Decimos que v tiene la propiedad del orden
si existe un modelo M = ¢y a, € |[M|(aw < wy) y una férmula ¢(z,y) € L tal que
M E ¢laa, agl, sty solo si, a < f3.

Definicién 1.11. Sea ¢ buena y R, estable.

a) Decimos que 1 tiene la propiedad simétrica si dados modelos M, N tal que M <* N,
NE %", ME“"ya,be |N| tenemos,

R[tp(C_L, |M| U l_)v L, N)] = R[tp(dv ’M|7 L, N)]

si y solo si,



R[tp(l_?a ’M| Ua, L, N)] = R[tp(l_)v ’M|7 L, N)]

b) Decimos que v tiene la propiedad asimétrica si existen M, N,a,b como en a) y
ademads se tiene,

1) R[tp(&a |M‘ U Ba L’N)] = R[tp(@, ’M|7L7N>]a

2) Para algin E = E(%1,%2,2) € L, E(Z1,Zs,a) una relacién de equivalencia con
contable clases de equivalencia y no existe ¢ € |M| tal que E(b, ¢, a).

Lema 1.12. 1) R™(¢(z,a), M) depende solamente de tp(a,D, L, M),

2) Siphk q, entonces R™(p) < R™(q),

3) Si R™(p) > w, entonces R™(p) = oo,
Demostracion. Ver [15] O
Teorema 1.13. Sea ¢ Ny-estable. Las siguientes son equivalentes,

1) 9 tiene la propiedad del orden,
2) 1 no tiene la propiedad simétrica,

3) 1 tiene la propiedad asimetrica.
Demostracion. Ver [15] O

Teorema 1.14. Si ¢ es buena, Ng-estable y tiene la propiedad asimétrica, entonces

I(Ny,1p) =281,
Demostracion. Ver [15] O

Teorema 1.15. Supongamos I(Ry,K) < 2%, 2% < 2% Entonces, para cada tipo
completo p = tp(a, A), AUa atdmico. El rango es < 0o

Demostracion. Ver [15] O

Ahora definiremos una nocién de independencia dada por una nocién de rango. Aunque
la siguiente definicién no concuerda con la definicién original dada por Shelah en [15], las
propiedades obtenidas son similares. Asi para efectos practicos mostaremos el contenido
de esta nocién desde este punto de vista. La diferencia de el rango que se presentara a
continuacién que fue introducido por Lessman y el de Shelah, radica que Shelah dedujo
todo el contenido de w-estabilidad bajo ciertas suposiciones de teoria de conjuntos tales
como: ¢y V = Ly Lessman desarrolla el contenido de estabilidad bajo cierta nocion
de homeneidad.



Definicién 1.16. Para cada férmula ¢(z) con parametros en M € K definimos el rango

Ry[¢], a ser un ordinal, -1, 6 0o. Definimos Rj[¢] > a por induccion en a,

1) Rpy[¢] >0, si ¢ es realizado en M,
2) Ry[¢] > 0, donde § es un ordinal limite, si Rys[¢] > « para cada a < 9,
3) Ruy[d] > a+ 1, si las siguientes condiciones se tienen,

a) Existe a € M y una férmula ¢ (z,y) tal que,
Rulo(2) A(z,a)] = ay Ruld A —p(z,a)] > o,

b) Para cada ¢ € M, existe una férmula x(z, c) que aisla un tipo completo sobre

c tal que,
Bpn[o(x) Ax(z,0)] = o
Ademas,
Ry[¢] = —1, si ¢ no es realizado en M,

Ry [9] = o, si Ry[¢] > oy no se tiene que Ry[é] > a + 1,
Ry[p] = o0, si Ry [¢] > «, para cada ordinal a.
Para cualquier conjunto de férmulas p(x) sobre A C M,

Ru[p] = min{Ry[¢] : ¢ = Aq,q C p, ¢ finito }

El siguiente hecho muestra los hechos basicos obtenidos acerca de las propiedades del
rango, como son las propiedades de caracter finito, monotonia y continuidad del rango.

Lema 1.17. 1) Ry[¢(x,b)] depende solamente de ¢(x,y) y tp(b, D),
2) Sip es sobre M y N con M, N € K entonces Ry [p| = Rn[p],
3) Sip es finito y ¢ es la conjuncion de todas sus formula, entonces Ry[p| = Rn|p),
4) Para cada p, existe un subconjunto finito q de p tal que R[p] = R]q].
5) Sip C q, entonces R[p] > R[q|,
6) Si Rlp| = a y § < «, entonces existe q tal que Rlq| = 3,

7) Existe un ordinal oo < wy, tal que si R[p] > a implica R[p] = oo.



Teorema 1.18. R[p| < oo para cada p.

Definicién 1.19. Dado A C B, diremos que tp(a, B) no rompe sobre A si para cada b
y ¢ en B, tp(b,B)=tp(¢, B) implica tp(a"b, A)=tp(a"c, A).

El siguiente resultado permite relacionar las nociones de rango y no ruptura.

Teorema 1.20. Sip € Si:(M), M € K y ¢(z,b) € p tal que Rlp| = R[p(z,b)]. En-
tonces p no rompe sobre b. Ademds, p es el unico tipo en Sq (M) que extiende ¢(x,b)
con el mismo rango.

Demostracion. Supongamos que p rompe sobre b. Sea 1(z,y), ¢,d € M tal que tp(c,b) =
tp(d,b) y ¥(z,c) € py —(z,d) € p. Sea a, tal que R[p] = a. Por monotonia, tenemos
Rlp(x,b) ANp(x,c)] = R[p(x,b) AN —)(x,d)]. Como tp(c,b) = tp(d,b), existe una funcién
elemental que es la identidad sobre b y envia ¢ en d. Asi, R[¢] > « + 1. Verifiquemos
ahora la condicién b) de la definicién de rango. Sea ¢ € M. Por monotonia tenemos:
Rlp | be] > a. Como p € Su(M), b,c € |M| entonces existe x € p | be que aisla
p | be. Por monotonia, R[¢ A x] > «a. Por lo tanto R[¢] > « + 1. Esto contradice
que R[p| = R[¢] = a. Veamos ahora la unicidad. Supongamos ¢ # p € Sy (M) y
contienen ¢(z,b). Sean ¢ (x,y) una férmula y b € M tal que ¥(z,c) € ¢ y —~)(x,c) € p.
Por monotonia tenemos: R[¢(x,b) A(x,c)] > a. Nuevamente por monotonia tenemos:
Rlp | be] > a. Luego existe x € p | be que aisla p | be. Asi, por monotonia, R[¢pAx] > «a.
Por lo tanto R[¢] > a + 1. Una contradiccién. O

Teorema 1.21. Sea p € Siy(M), M € K y sea ¢p(x,b) € p tal que R[p] = R[¢]. Sea
C' O M un conjunto atomico, entonces existe un unico q € Su(C) que contiene ¢ y

R[p] = Rlq].
Demostracion. Ver 77 O

Ahora probaremos un teorema que en primer orden fué un hecho fundamental en la
prueba del teorema de Morley. Este muestra la conexion entre el rango y la nocién de
estabilidad.

Definicién 1.22. Decimos que la clase K es A-estable si [Sq:(M)]
Ky, donde Ky = {M € K : |M|| = A} y Sate(M) = {tp(a, M) : M
atémico }.

< X para cada M €
Ua

es un conjunto

Teorema 1.23. Si R[p| < oo para cada tipo p , entonces K es \ estable para cada
infinito \.



Demostracion. Sea M € K. Sea p € Sy (M) y ¢(x,b) € p, tal que R[p] = R[¢]. Como
p es la tnica extensién de ¢(z,b) con el mismo rango, entonces el nimero de tipos de
Sat(M) esta acotado por el nimero de férmulas sobre M. Asi K es ||M||-estable. O

Definicién 1.24. Un tipo p € S, (A) es estacionario si existe B C A, M € M que
contiene Ay q € Su(M), p C ¢, tal que R[p | B] = R[p] = [q].

Definicién 1.25. Decimos que K tiene la propiedad del orden si existe un modelo M €
K, una férmula ¢(x,y) y (d; : i < 3,,) € M tal que,

M = ¢(d;,d;), siy sélosi, i < j.
Teorema 1.26. K no tiene la propiedad del orden.

Demostracion. Supongamos que K no tiene la propiedad del orden. Sea (d; : i < 3,,) C
M € K, tal que M = ¢(d;, d;), siy sélo si, i < j. Por lema ?7, existe (b, : n < w) una
sucesion indiscrnible tal que = ¢(by, by), siy sélo si n < m, y ademéas Hull((b, : n <
w)) | L € K. Por compacidad, podemos encontrar (b; : i € Q) L*-indiscenible, tal que
cualquier subsucesion finita de esta satisface el mismo L*-tipo que cualquier sucesion
finita de (b, : n < w) de la misma longitud. Sea N = Hull((b; : i € R)) | L € K.
Ademds N = ¢(bi, b)), siy sélo si, i < j. Sea B = (J;cqbi, el cual es contable y es un
subconjunto de N. Veamos que si i # j, entonces tp,(b;, B) # tp(b;, B). Sea c tal que
i < c<j. Entonces N = ¢(b;,b.) y N = —¢(b;,b.). Por lo tanto, ¢(x,b.) € tp(b;, B),
—¢(x,b.) € tp(b;, B). Asi existen 2™ tipos sobre B que son realizados en N. Esto
contradice que K es w-estable. O

Ademas, como en primer orden, tenemos un lema de simetria para los rangos pero sobre
modelos en K.

Teorema 1.27. Sean a,c y M € K tal que Mac es un conjunto atomico. Entonces
R[tp(a, Mc)] = R[tp(a, M)], si y sdlo si, R[tp(c, Ma)| = Rltp(c, M)].

Demostracion. Por la propiedad de caracter finito y monotonia, podemos suponer que
M es contable. Supongamos que la conclusion del teorema no se tiene. Sea 1(x,y) una
férmula sobre M tal que,

Rltp(a, Mc)] = Ry (x, c)] = Rltp(a, M)],
Ys

Rltp(c, Ma)] = R[¢(a,y)] < Rltp(c, M)].
Definamos (a;,¢; 11 <3,,) CCy B; = M U{aj,c; : j <i} tal que,



1) ¢; € Crealiza tp(c, M) y Rltp(c;, B;)] = Rltp(c, M),
2) a; € N realiza tp(a, M) y R[tp(a;, Bic;)| = R[tp(a, M)].

Como tp(a, M) y tp(c, M) son estacionarios, entonces 1) y 2) se pueden construir.
Veamos que tenemos la propiedad del orden. Supongamos 7 > j. Entonces a; € B,;.
Si E Y(a : j,¢), entonces Rtp(ci, B;)] < R[Y(as,y)] = Rlv(a,y)] < Rltp(c;, B;)]-
Esto contradice 1). Asi, = —¢(aj,¢;), si ¢ > j. Ahora si i < j, entonces tenemos
tp(a;, Mc) = tp(a, Mc), por unicidad de extensiones de rango. Asi |= 9(a;,c). Por
2) tenemos que tp(a;, B;c;) no rompe sobre M, y como tp(c;, M) = tp(c, M), entonces
= ¢(aj,¢;). Porlo tanto la férmula ¢(x1, xe; y1,y2) = ¥(x1,y2) v d; = ¢;a; para ¢ < 3,
atestigua que K tiene la propiedad del orden.

0

Antes de finalizar este capitulo, es necesario introducir una nocién importante que serd
fundamental en el desarrollo de categoridad para clases excelentes, al igual que lo fue
en la prueba del teorema de Morley para teorias contables de primer orden.

Definicién 1.28. Un modelo M es primario sobre A, si existe {a; : i < ||M||} tal que,
1) M=AU{a; i < || M|,
2) tp(a;, AU B;) es aislado,

donde B; = {a; : j <i}.

Definicién 1.29. Un modelo M es atémico sobre A, si para cada b € M, tp(b, A) es
aislado.

El siguiente teorema es un hecho importante acerca de modelos primarios y atémicos
que sera clave para el desarrollo de este trabajo, por ejemplo en la existencia de modelos
primarios sobre ciertos conjuntos contables que llamaremos buenos.

Teorema 1.30. 1) Si sobre A existe un modelo primario, entonces es tinico salvo
isomorfismo(sobre A), y ademds es primo sobre A.

2) Si tp(c, A) es aislado, A un conjunto atémico, entonces AU ¢ es un conunto
atomico. Si M es un modelo atomico sobre A, M contable, entonces M es primario

sobre A.

3) St M es primario sobre A, entonces M es atdmico sobre A.



Capitulo 2

La logica infinitaria L, .

Dos teoremas importantes en el desarrollo de la teoria de primer orden, como son el
teorema de compacidad y el teorema de Lowenheim-Skolem-Tarski ascendente fallan
cuando extendemos la logica de primer orden, por ejemplo en L, .. En este capitulo
trataremos algunos hechos importantes en la légica infinitaria L, ,,, como por ejemplo,
probaremos que el nimero de Hanf para ésta légica es 3,

2.1 Teorema de completitud

En esta secciéon hablaremos acerca de los sistemas de consistencia, los cuales permiten
garantizar la existencia de modelos para cada elemento de dichos sistemas. Luego pro-
baremos el teorema de completitud para la légica L, ., cuya prueba esta apoyada en
la existencia de modelos para sistemas de consistencia.

Comenzaremos este capitulo con el siguiente ejemplo que muestra la falla de los teoremas
de compacidad y Lowenheim-Skolem-Tarski ascendente.

Ejemplo 2.1. Sean c¢g,cq, ..., Cy, ..., ¢, simbolos de constantes en L. Sea ® el siguiente
conjunto de sentencias

(Vz) V(@ = cn), cuw # o, Cu # C1, ...

Claramente cada subconjunto finito de ® tiene modelo, pero ® no tiene modelo. Ademas
todo modelo de ¢ es contable.

Notacién C' denotarda un conjunto nuevo contable de simbolos de constantes(es decir,
no esta en el lenguaje L), y M el lenguaje formado adicionando cada c al lenguaje L y
M,,, ., la légica infinitaria correspondiente a M.
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Definicién 2.2. Dada una férmula ¢, ¢— es definido como sigue:
Si ¢ es atémica, ¢p— es —o,

(—¢)— es &,

(/\(;Secb @) es V¢e<1> =0,

(\/qSe(b ¢)_‘ €s /\¢eq> _'¢7

(Vag)— es Ju(—9),

(Fzd)— es Va(—¢).

Definiciéon 2.3. Sea S un conjunto contable de sentencias de M, .. S es un sistema
de consistencia, si para cada s € S se tiene lo siguiente,

Cl) ¢¢s6-6¢s,

Q

2) Si ¢ € s entonces s U {¢p—} € S,

Q

3) Si AP € s entonces para cada ¢ € &, sU{p} € 5,

Q Q

5) Si \/ ® € s, entonces para algin ¢ € ®, sU{¢} € 5,

@

6

)
)
)

4) SiVzg(x) € S, entonces para todo ¢ € C, sU{p(c)} € S,
)
) Si Jzg(x) € s, entonces para algin ¢ € C, sU{¢(c)} € S,
)

Q

7) Sea t un término basico y ¢, d € C.
Si(c=d) € s, entonces sU {d =c} € S,
Sic=t, ¢(t) € s, entonces sU {¢p(c)} € S,

Para algin e € C', sU{e =1t} € S.

Los siguientes teoremas muestran la importancia de los sistemas de consistencia, pues
nos permiten garantizar la existencia de modelos.

Teorema 2.4. Si S es una propiedad de consistencia y so € S, entonces sy tiene un
modelo.

Corolario 2.5. Sea S es un propiedad de consistencia y I' un conjunto contable de
sentencias en el lenguaje M, .. Supongamos que para cada s € S y ¢ € I', sU{¢p} € S.
Entonces para cada s € S, sUT tiene un modelo.

AXIOMAS PARA L, .,

1) Cada instancia de una tautologia de la légica proposicional de primer orden es un
axioma.



2) (=¢) < (¢7),
3) AN® — ¢, donde ¢ € D,

4) Yzo(x) — ¢(t), donde ¢(z) es una férmula, ¢ es un término que no ocurre en ¢(z),
y ¢(t) es obtenido reemplazando cada ocurrencia libre de x por t,

5) =z,

6) 2=y —y=u,

7) ¢(x) A (t =x) — ¢(t), donde ¢(z) vy ¢(t) son como en 3.
REGLAS DE INFERENCIA PARA L, .

1) De ¢, ¢ — 1, se infiere v,
2) De ¢ — ¢(x), se infiere ¢ — Va¢(x), donde x ocurre libre en ),
3) De ¢p — ¢, para todo ®, se infiere v — A ®.

El conjunto de teoremas de L, ., es el menor conjunto de férmulas de L, ,, que contiene
todos los axiomas y es cerrado bajo las reglas de inferencia.

Notacién tr,, , ¢ significa que ¢ es un teorema de Ly, .

Teorema 2.6. (Teorema de Completitud) Si ¢ es una sentencia de L, . entonces
F L, o @ iy s6lo si, = .

Demostracion. Cualquier teorema de L, ., es valido, dado que los axiomas son validos
y las reglas de inferencia preservan validez. Para cualquier sentencia ¢ de L, ,,, tenemos
Fr.,. sty solosiby, , dado que cualquier prueba en Ly, ., es una prueba en M,, ,y
como para cualquier prueba en M, ., sélo un nimero contable de variables ocurren,
podemos obtener una prueba en L, , reemplazando cada ocurrencia de ¢ € C' por una
variable que no ocurre en la prueba. Sea S el conjunto de todos los conjuntos finitos
s(consistente) de sentencias de M,, ., tal que sélo un numero finito de ¢ € C' ocurre en
sy no se tiene yy, = /\'s. Veremos que S es una propiedad de consistencia.

C1) y C2) son faciles.

C3) Supongamos que (A ®) € s € S yexiste p € &, sU{¢p} ¢ S. Como (AP) € s€ S,
entonces s U {¢} tiene sélo un niimero finito de ¢ € C. Luego Fay, , 7 A(sU{¢}) , es
decir, Faz,, ., 7 A(s A{¢}). Como s es finito, tenemos que =(/\ s A ¢) < (As — —¢) es
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un axioma de Ly, .. Luego, por regla 1, deducimos que typy, , As — —¢. Por lo tanto,
FMyy o NS — Vgeq 70, y por el axioma 2, by, As — = AP Asi, por axioma 1y
regla 1, tenemos Fyy, , = A s. Esto contradice que (A ® € s € S).

C4). Es similar a C6).

C5). Supongamos (\/ @) € s € S, y para cada ¢ € ¢, sU{¢p} ¢ S. Como (\/P) e s€ S
tiene sélo un nimero finito de ¢ € C, entonces by, , = A\(sU{¢}) para cada ¢ € ®, es
decir, Far, . 7 A(s A{o}). Como s es finito, tenemos que —(/\ s A ¢) < (As — —¢) es
un axioma de L, ,. Luego, por regla 1, deducimos que -y, , As — —¢. Por regla 3,
My, NS — /\¢€q, =, y por el axioma 2, -y, As — = \/ . Asi, por axioma 1, y
regla 1, tenemos Fyy, , = A s. Esto contradice que (\/ ® € s € S).

C6). Supongamos (Jxp(z)) € s € Sy para cada ¢ € C, sU{o(c)} ¢ S. Sea c € C
que no ocurre en s. Entonces Fay, , ~(AsU{d(c)}), asf Far, . =(As A d(c)). Luego
Mo, o /\'s — —¢(c). Sea y una variable que no aparece en s. Entonces reemplazando
c por y tenemos Fyy, , As — —¢(y). Luego tenemos Fyy, , As — —Jxg(x) y asi
Fa., . A\ s Una contradiccién.

C7) sea t un término basico y s € S. Sea d € C que no aparece en s ni en t, y
supongamos que s U {d = t} ¢ S. Entonces -y, , —(s U{d = t}). Ademds, por
axiomas 4, 1y regla 1, tenemos que Fy, , As — (¢t # t). Luego por axioma 5,

. A\ S

Supongamos ahora que = ¢ y ¥y, , ¢. Como ¢ es consistente, sélo un nimero finito
de ¢ € C aparecen en ¢. Por hipétesis ¥y, , =(=¢), entonces {=¢} € S. Luego por
teorema 2.4, existe un modelo M que satisface —¢. Esto contradice que = ¢. O

2.2 Skolemizacion

En esta seccién presentaremos un método de construir modelos bien conocido en primer
orden, a saber por medio de funciones de Skolem. Este método, nos permitira demostrar
el teorema de Lowenheim-Skolem-Tarski descendente para fragmentos contables.
Definicién 2.7. Sea L4 un fragmento contable de L, ,.

Decimos que Lff es el lenguaje de Skolem para L4 si Lff = Unew LEZ), donde LE‘?) es
construido inductivamente como sigue:

LS) = (L} : L, es un fragmento contable, L4 U F4 C L},
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Fa=J{Fy, : Fy es un simbolo de funcién,) = 3z¢ € L 4}.

Para cada n < w, n > 1, definimos inductivamente LEZ:H) = LEZL)(U.

Definicién 2.8. Decimos que la teoria T°F en el lenguaje L°f, es la teoria de Skolem
para L 4 si sus axiomas son todas la férmulas de la forma

Elﬂ?(b(l’, Y1, ---y yn) - ¢(F3m¢<y17 sy yn)a Y1y --ry yn)v

donde Jx¢ es una férmula en LF, v 1, ..., Y, no estan acotados en Jxa.

Definicién 2.9. Sea M un modelo en el lenguaje L. M** es una expansion de Skolem
de M si

Msk — (M, FHI(#)HQC(?ELi{“
es un modelo de T*.

El siguiente resultado es el lema de Tarski — Vaught para fragmentos contables, cuya
prueba omitiré, por tratarse de un argumento similar al dado en primer orden.

Lema 2.10. Sea L4 un fragmento de L, ., y sean M, N modelos en el lenguaje L.
Entonces M <, N, siy solo si, M C N y para cada formula 3xd(x,yi,...,yn) € La
y bi,bo,....b, € B, si N = Jzo(x,by,...,b,), entonces existe a € M tal que M =
gb[a, bl, ,bn]

Teorema 2.11. Sea L 4 un fragmento contable de L, ., y sea Lff su lenguaje de Skolem.

1) Cada modelo M en el lenguale L tiene una expansion de Skolem con respecto al
lenguaje L 4.

2) Sea N = T** en el lenguaje LS. Entonces cada submodelo M C N, es submodelo
elemental.

Demostracion. 1) Sea M) = M, LES) = L 4. Supongamos n < w y M™ una expansién
de M que es modelo de T%% N LEZL). Sea (xo(z,y1, .., Yn)) una férmula en L(}) tal que
los y no estén acotados. Sea M = {a; : ¢ < ||M||} una enumeracién de M, y definamos

F5,4 como sigue,

mm{az 1< HMH}, si M ): ¢[ai,b1, -'-7bn]7

agp, en otro caso

Fapp(br, ..., by) = {

12



tal que by, ...,b, € M. Sea M"Y = (M, F3ff¢)ax¢e
T LY. Por lo tanto M = U,<, M™ es un modelo de T

L), Y asi M ™D es un modelo de
A

2) Sea (Ix)é(x, v, ..., yn) una férmula en L%. Supongamos by,...b, € M|y N |=
Jx(x, by, ..y by). Asi N | ¢(Fag(b1, . bn)b1, ooy by), dado que N es un modelo de T
Sea a = F3,4(b1, ..., b,). Entonces,

N |= ¢[a, b, .., bal.

Como by, ...,b, € |M], entonces a € |M|. Luego, por el lema 2.10, concluimos que
M <L N. O

Corolario 2.12 (Teorema de Lowenheim-Skolem-Tarski descendente). Sea L 4
un fragmento contable de Ly, .. Sea N un modelo en el lenguaje L, X C |N|, y k un
cardinal infinito, tal que | X| < k < ||N||. Entonces existe un modelo M <, N, tal que
X C M|y M| = .

Demostracion. Sea Y 2 X, tal que ||Y|| = k, y Y C |N|. Sea N**¥ una expansién
de Skolem de N. Sea M el submodelo de N generado por Y. Entonces M < Lk N.
Consideremos ahora el modelo M = M** | L. Por lo tanto M <, 4 N, ycomo Ly es
contable y x infinito, tenemos | M| = |Y| = k. O

El siguiente ejemplo ilustra la no posibilidad de probar el teorema de Lowenheim-Skolem-
Tarski ascendente, como en primer orden, incluso para fragmentos contables.

Ejemplo 2.13 (Morley). Sea a < w;. Entonces existe una sentencia ¢ € L, , que
tiene un modelo de cardinalidad 3., pero no tiene modelos de cardinalidad mayor que

2 -

Demostracion. Como « es contable, entonces w + « es contable. Asi podemos escribir
w+a={8,:n<w}. Sea L, el lenguaje que contiene el simbolo de relacién binario €,
el stmbolo de relacién unario 7, y constantes cg,, para cada n < w. Sea ¢ la conjuncién
de las siguientes sentencias:

1) (VI>(‘T € g, < \/ﬂm<ﬂn(‘r = CBm))?

2) (V&) (Upew () = c3,),

3) r(cs,) = cs,, para cada n < w,

4) (Vo) (Vy)(z € y — r(z) € (y)),

5) (Va)(vy)((Va)(z €z = z€y) —z=y)

Como |R(w + )| = 3,, tenemos que ¢ tiene un modelo de cardinalidad 3,,. O
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Las demostraciones de los siguientes lemas, pueden ser encontradas en [?]. Estos per-
miten encontrar indiscernibles para cualquier conjunto linealmente ordenado de cualquier
cardinalidad, si existe un conjunto de indiscernibles en un modelo de 7%,

Teorema 2.14. Supongamos que M, N son modelos de T** para un fragmento contable
Ly, (X,<) y (Y,<) son conjuntos de indiscernibles en M, N respectivamente, y suce-
siones crecientes finitas de X y Y realizan los mismos tipos en L*f. Entonces cada
monomorfismo f de (X, <) en (Y, <) puede ser extendido a una inmersion elemental g
de Hullp (X) en Hully(Y').

Teorema 2.15. Sea M un modelo de T** para un fragmento contable L4, (X, <) un
conjunto infinito de indiscernibles en M, y sea Y un conjunto infinito arbitrario lineal-
mente ordenado. Entonces existe un modelo N tal que (Y, <) es un conjunto infinito de
indiscernibles en N, y las sucesiones finitas de X y Y realizan los mismos tipos.

En el siguiente hecho mostraremos una manera de obtener conjuntos infinitos de indis-
cernibles, al igual que en primer orden, usando el famoso teorema de Erdos-Rado.

Teorema 2.16 (Teorema de Lowenheim-Skolem-Tarski). Sea L4 un fragmento
contable de Ly, ., y T un conjunto de sentencias de L 4. Supongamos que para cada
a < wi, T tiene un modelo de cardinalidad 3,. Entonces:

1) T tiene un modelo que contiene un conjunto infinito de indiscernibles en L 4,
2) T tiene modelos de todas las cardinalidades infinitas.

Demostracion. Probaremos primero la implicacién 1) = 2). Supongamos que 1) se
tiene para cada fragmento contable L 4 y cada T'. Consideremos el lenguaje de Skolem
LY y la teorfa de Skolem T°". Entonces L% es un fragmento contable y T3 es un
conjunto de sentencias en el lenguaje LS. Por teorema ??, cada modelo de T' puede ser
expandido a un modelo de 7. Asi T** tiene modelos de cardinalidad J,, para cada
a < wi. Luego, por 1), T** tiene un modelo M " que contiene un conjunto infinito de
indiscernibles (X, <). Sea x un cardinal infinito arbitrario y (Y, <) un conjunto lineal-
mente ordenado de cardinalidad . Por teorema 2.15, existe un modelo N que contiene
(Y, <) como un conjunto de indiscernibles. Por lo tanto, | N|| = . Sea M = M’ | L,y
asi M es un modelo de T, tal que | M| = k.

Ahora probaremos 1). Formemos el lenguaje M adicionando dos conjuntos contables,

D = {dy,d,...} y C un conjunto nuevo de constantes. Sea M4 el menor fragmento
contable de M, ., que contiene L 4. Consideremos ahora,
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I = {Q(d“, -~-;dip) — Q(djl, ~-~7djp>7di % dj : 9(1)1, ...,'Up> el 1< <. < 'ip <w,1<
1< .. <Jp<w,iF#j}

Ahora encontraremos un modelo M para L que contiene elementos aq,as, ... tal que
(M,aq,as,..) es un modelo de I, dado que entonces conjunto X = {aj,as,...} es un
conjunto indiscernible, y a; < aj, si y s6lo si, i < j. Por el teorema 2.5, se sugiere
encontrar un sistema de consistencia S en M 4 no vacio tal que, para cada ¢ € TU I y
se s, sU{p}es.

Sea S el conjunto de todos los conjuntos finitos s de sentencias de M 4 tal que sélo un
niumero finito de ¢ € C'y d € D aparecen en s, y para cada o < wi, existen un modelo
M = T y un conjunto linealmente ordenado (X, <) tal que X C |M| |X| =3, y para
cada a1 < ... < a, en X,

(M, ay,...;an) = (ui.ty) N\ S(Wiy ooy Uy diy ooy dy) (%)

Veamos que S es no vacio. Como para cada o < wq, existe un modelo de cardinalidad

3., que satisface S = {(Jz)xr = x}. Entonces {(Ix)x = x} € S. Veamos que S es una
propiedad de consistencia

C5) Supongamos que \/ © € s € S. Asi s = s(c1, .o, O, diy oy dp) YO = 0(c1,y ooy Cony day oy diy).
Sea a < wi. Entonces a + n < wy. Luego, por definicién de S, existe un modelo M, de

T, y un conjunto linealmente ordenado (X, <), |Xa| = 3ain, Xo C |M,], tal que para
cada a1 < ... < a, en X,,

Mo = Vpeo(Fua, oy tm) A\ s(ur, o, di, .., dy).
Ademads, como \/ © € s, para cada a1 < ... < a, en X,,

M, =V (Fuy, .o, um) (NS A O)(ur, ., dy, ..., dy)
Sea f:[X,]" — © una funcién, tal que si a1 < ... < a, en X,y f(a1,...,a,) =0,

M, E Guy, ooy un) (A s AO)(ug, ..., i, di, ..., dy)
Como Jyyp = 3,(30) > 3,-1(30) T vy el teorema de Erdés-Rado,

Fn-1(3a)" — (303,

tenemos,

:a—l—n - (ja)

n
w*

15



Luego, como |0 < w, existe un conjunto Y, C X, de cardinalidad J,, y un elemento
0, € O, tal que para cada a; < ... < a, en'Yy, f(a,...,a,) = O,.

Como O es contable, entonces existe # € O tal que para o < w; arbitrariamente grande,
0 = 0,. Asi, para a < w; arbitrariamente grande el conjunto s U {#'} satisface (x);.

Veamos que s U {f'} € S. Sea 8 < wy, y tomemos o > 3 tal que existe un modelo M,,
y un conjunto linealmente ordenado X, C |M,|, |X,| = 3, y para cada a; < ... < a,
en X,,

(Mg, a1, ..., an) = (Fuy, ooy i) N5 AO) (g, oy i, dy,y ..y dyy) (%)2

Sea Y C X,, |Y| = 3. Por lo tanto, tenemos que para cada a; < ... < a, en Y, se
tiene (¥)y. Asi, sU{#'} € S

Debemos ahora mostrar que para cada ¢ € TUly s € S, sU{¢} € S. Si ¢ es de la
forma d; # d;, es claro. Supongamos que ¢ € I, es decir, ¢ es

e(d’ilv 7d ) A e(djl’ "'7djp)

ip
Como s € S, entonces existe un modelo M de T', y un conjunto linealmente ordenado
(X, <), |X| = 3asp, X C A, tal que para cada a; < ... < a, en X,

(M, ay,...;a,) FE (Fuy, ooy ) N\ S(Uty ooy U, dy s ..oy dy).

Sea g : [X]? — 2 la funcién tal que g(ai,...,a,) = 1, si y sblo si, M = Olay, ..., a,).
Como,

Z-1(3a)" — (33,
entonces,
Jotp = (o)

Por lo tanto, podemos elejir un conjunto Y C X, |Y| = 3, tal que la restriccién de g
a [Y]? es constante. Entonces para cada a1 < ... < a, y by < ... < b, en Y, tenemos,

M E Olay, ..., ap), siy solo si, M = 0[by, ..., byl.
Sea q = max{n,iy,, j,}. Luego, para cada a; < ...a, en Y,
(M, ay,...;aq) = (ug, ooy um) A (U oo U dis oy dn) NO(dyy .oy ds,) < 0(dyy - dy,).
Por lo tanto, s U {¢} € S. Asi queda demostrado el teorema. O

Ahora probaremos que si existe un modelo de cardinalidad > 3, , entonces para cada
A existe al menos un modelo de cardinalidad A, es decir, el nimero de Hanf de L, ,, es

=
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Corolario 2.17. El nimero de Hanf del lenguaje L, ., es 3., .

Demostracién. Por el ejemplo 2.13, tenemos que el niimero de Hanf es > 3. Sea ¢ una
sentencia en Ly, , que tiene un modelo de cardinalidad > 3,,. Sea L4 un fragmento
contable tal que ¢ € L 4. Por el teorema de Lowenheim-Skolem-Tarski descendente,
tenemos que ¢ tiene modelos de cardinalidad 3, para cada o < w;. Asi, por teorema

2.16, ¢ tiene modelos arbitrariamente grandes. Por lo tanto el nimero de Hanf es
<3, ]

2.3 Modelos primos

En esta seccion introduciremos las nociones de formulas completa e incompletables, con
las cuales se pretende capturar la nociéon de modelo primo y asi garantizar su existencia,
para teorias completas T' C L4 que tiene a lo mas un nimero contable de tipos, donde
L 4 es un fragmento contable de L, .

El siguiente teorema es fundamental para la existencia de modelos primos. Para un
prueba, ver [10].

Teorema 2.18 (Teorema de omisién de tipos). Sea L4 un fragmento contable de
Ly, . Sea T C Ly un conjunto de sentencias, y para cadan < w, sea ®p(xy,...,xp,) un
conjunto de formulas de L4 cuyas variable libres son a lo mds x1, ..., x,,. Supongamos
que T tiene un modelo, y para cada n < w y cada formula Y(zq,...,xp,,) en La, T U
{(3z1,...,xp,)Y} tiene un modelo. Entonces para cada n < w, existe ¢ € ®,, tal que
TU{(3x1,....,zp,) 0 A ¢} tiene un modelo.

Definicién 2.19. Sea L 4 un fragmento de L, ,,. Una teoria completa T', es un conjunto
de sentencias T' C L4 maximal y consistente.

Desde ahora, T" denotara un teoria completa,

Definicién 2.20. Una férmula ¢(zq,...,x,) € L4 es consitente con T si y sélo si,

TE (Jz1,....,x,)0

Definicién 2.21. 1) Una férmula ¢(zq,...,x,) es completa en L4 respecto a T, si
¢ € L4, ¢ es consistente con T, y para cada férmula ¢ (x1, ..., ,) € L g,

Th¢—v.6.TE¢— .

2) Una férmula ¢(zq,...,x,) es incompletable en L 4, si ¢ es consistente con T, y no
existe formula completa 0(x1, ...,z,) € L4 tal que T = 0 — ¢.
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Definicién 2.22. Un conjunto de férmulas p(z1, ..., x,) C L4 es un tipo en L 4, respecto
a T, si existe un modelo M de Ty elementos ay, ..., a, € |M]| tal que,

p=A{d(x1,...,x,) € La: M | dlay, ..., an]}

y decimos que la n-tupla (ay, ..., a,) realiza el tipo p. Ademéds diremos que M realiza el
tipo p(x1, ..., x,), si existe un n-tupla en |M| que realiza ®, caso contrario diremos que
M omite p.

Lema 2.23. Sea I un conjunto contable, y para cada i € I, pi(z1,...,x,,) un tipo que
no contiene formulas completas con respecto a T'. Entonces T tiene un modelo contable
que omite cada tipo p;.

Demostracion. Debemos mostrar que,

TuU {/\iel(vxlv X3 xli) Vqﬁepi _'Qb}

tiene un modelo. Sea ¢ € I, y 9(xy,...,x;,) consistente con T. Si ¢ ¢ ®;, entonces
(—)) € p; ¥y ¢ A ¢ es consistente con T. Supongamos ahora 1 € p;. Entonces ¢ no
es completa respecto a T. Por lo tanto, existe una férmula 0(xy,...,2;,) € L4 tal que
YA By A =0 son consistentes con T'. Como 6 € p; 6 =0 € p;, entonces Y A0 € p; 6
Y A—6 € p;. Asi, hemos probado que para cada i € I, 1 consistente con T, existe ¢ € p;,
tal que 1 A —¢ es consistente. Luego, por el teorema de omision de tipos concluimos la
demostracion. O

Lema 2.24. T tiene un modelo contable M tal que para cada n < w, cada n-tupla en
|M| satisface una férmula completa ¢ una férmula incompletable.

Demostracion. Para cada n < w, sea p,(z1,...,z,) el conjunto de todas las férmulas
completas 6 incompletables en las variable libres zy,...,z,. Sea (z1,...,x,) € Ly
consistente con T'. Si v es incompletable, entonces 1) € p,, y si no es incompletable,
existe una férmula completa ¢(xy,....,x,) € p, tal que T' | ¢ — . Asi, Y A ¢ es
consistente con T'. Por el teorema de omisién de tipos, T' tiene un modelo contable M
que satisface,

Aneo(VT1, s 20) V D

Por definicién de p,, tenemos que cada n-tupla en | M| realiza una férmula completa 6
una féormula incompletable. O

Teorema 2.25. 1) M es un modelo primo de T, si y sdlo si, M es un modelo de T
de cardinalidad contable y cada n-tupla de elementos de |M| satisface una formula
completa en M.

18



2) Si M, N son modelos primos de T, entonces M y N son isomorfos.

3) T tiene un modelo primo, si y sdlo si, no existen formulas incompletables 1 con
respecto a T

Demostracion. 1) Sea M un modelo primo de T'. Si || M| > Ny, entonces, por el teorema
de Lowenheim-Skolem-Tarski descendente, existe N < M, ||M|| = Rq. Asi, como M es
primo, existe una copia de M en N. Esto contradice que ||M|| > Ng. Sea aq, ..., a, € |M]|,
y sea p(xy, ..., x,) el tipo realizado por (aq,...,a,) en M. Si p no contien férmulas com-
pletas, entonces, por el lema 2.23, existe un modelo N de T que omite p. Como M es
primo, entonces existe una inmersion elemental f de M en N. Asi la imagen de a, ..., a,
por f debe realizar p. Esto contradice que N omite p. Por lo tanto concluimos que cada
n-tupla de | M| realiza una férmula completa.

Supongamos ahora que M es un modelo contable de T, y cada n-tupla de | M| satisface
una férmula completa. Sea |M| = {a; : i < w} una enumeracién de M. Para cada
n < w, sea ¢n(x1, ..., x,) una féormula completa satisfecha por (ay, ..., a,) en M. Sea N
modelo de T. Como T |= Jx1¢1(x1), entonces existe by tal que N |= ¢q[by]. Luego, si
N E ¢u[by, ..., by], entonces, como ¢, es completa, tenemos T = ¢, — (Fzpp1)Pni1-
Asi, para algun b, 41, N | ¢n11([b1, ..., byy1]. La funcién de | M| en |N| que envia a,, en b,
es una funcién elemental de M en N, dado que cualquier n-tupla satisface una férmula
completa, asi satisface las mismas formulas de L 4. Por lo tanto M es un modelo primo
de T

2) Por un argumento de Back-Forth dado como en 1) se sigue el resultado.

3) Supongamos que existe un férmula incompletable ¢(zy,...,x,) con respecto a T.
Entonces, para cada modelo M de T, existe una n-tupla que satisface ¢(z1,...,x,) en
M, y asi no satisface ninguna férmula completa. Por lo tanto, por 1), M no es primo.
Supongamos ahora que no existen férmulas incompletables con respecto a T'. Por lema
2.24, existe un modelo M que satisface sélo féormulas completas con respecto a T'. Asi,
por 1) tenemos que M es un modelo primo. O

Corolario 2.26. Si para cada n < w, T tiene a lo mds un numero contable de tipos p,
entonces T' tiene un modelo primo.

Demostracion. Supongamos que ¢(xy, ..., T,) es una férmula incompletable con respecto
aT. Seap;,i € I todos los tipos en T" que contienen ¢. Entonces I es contable. Dado que
¢ es incompletable, cada p; no contiene formulas completas. Por teorema 2.23, existe
un modelo de T' que omite cada p;, ¢ € I. Como T = (Jxy, ..., z,)0, entoces, existen
ai,...,a, en |M| que satisfacen ¢. Luego, el tipo realizado por {(a,...,a,) contiene a
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¢. Esto contradice que M omite cada tipo que contiene a ¢. Por lo tanto 1" no tiene
férmulas incompletables. Luego, por teorema 2.25(3), 1" tiene un modelo primo. O

2.4 Teorema de dos cardinales

En esta seccién se pretende presentar una generalizacién del teorema de Lowenheim-
Skolem-Tarski ascendente, al estudio de pares de cardinales.
Notacién U denotara un predicado unario de L, y L 4 un fragmento contable de L, ,,.

Definicién 2.27. Sea M = (|M]|,U,...) un modelo en el lenguaje L, y (X, <) un con-
junto linealmente ordenado, X C |M|. Decimos que (X, <) es un conjunto de indis-
cernibles sobre U, si 'y sélo si, para cada uy,...,u, € U y cada par de p-tuplas crecientes
1 < .. < Ty, Y1 < ... < ypen (X, <), se tiene,

(M, uy, .y, @1, s @) =1, (M, wq, o, Ug, Y1,y s Yp)

Definicién 2.28. M = (|M|,U,...) es un modelo de tipo (k,\), si ||M|| =k y |U| = A
Un conjunto de sentencias T de L4 admite (k,\), si T tiene un modelo de tipo (k, ).

Teorema 2.29. Sea T un conjunto de sentencias de L 4. Supongamos que para cada
a < wy existe un cardinal infinito k, tal que T admite (J,(K), k). Entonces,

1) T tiene un modelo M = (|M|,U,...) tal que U es infinito y existe un conjunto
infinito de indiscernibles sobre U,

2) Para cada cardinal infinito X\, T admite (\,w).

Demostracion. Al igual que en teorema 2.16, primero probamos la implicacién 1) =
2). Formamos el lenguaje de Skolem L5 y sea T* = T UT*®*. Entonces, para cada
a < wi, existe Kk > w, tal que T* admite (J,(k), k). Por 1) tenemos que existe un
modelo M* = (M,U,...) de T* con un conjunto infinito de indiscernibles sobre U, en
L. Por el teorema de Lowenheim-Skolem-Tarski descendente, podemos suponer que
M es un modelo contable. Como U es infinito, entonces |U| = Ry. Para cada u € U,
adicionemos un nuevo simbolo de constante ¢, al lenguaje L%, y denominemos el nuevo
lenguaje N4, y formamos el modelo (M, c,)uecy. Como cada férmula en N4 contiene
s6lo un numero finito de ¢,, entonces (X, <) es un conjunto de indiscernibles en N 4.
Sea (Y, <) un conjunto linealmente ordenado de cardinalidad A. Por el teorema 2.15,
existe un modelo (N*,b,).cv que contiene a (Y, <) como un conjunto de indiscernibles,
(N*,by)uer = Hull(Y'), y p-tuplas crecientes de X y Y realizan el mismo tipo en N 4.
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Sea N = (|N|,V,...) la restriccién de Hull(Y) al lenguaje L. Entonces N es un modelo
de T, de cardinalidad |Y'| = A\. Veamos que V' = {b, : u € U}. Seab € V, entonces existe
un término t(vy,...,v,) de Nay y1 < ... <ypen Y, b=1t(y1,...,yp). Seax; < ... <
en X. Dado que t(y1,...,yp) € V, entonces t(xy,...,x,) € U. Asi, para algin u € U,
t(x1,...,xp) =uy t(y1,....,yp) = by. Porlo tanto V = {b, : v € U} y T admite (\,w).
La prueba de 1), es idéntica a la prueba de la parte 1) del teorema 2.16.

L]

Corolario 2.30. Sea T un conjunto de sentencias de L. Si existe k > w tal que T
admite (3, (k, k)), entonces para cada X > w T admite (\,w).

Demostracion. Por el teorema de Lowenheim-Skolem-Tarski descendente, para cada a <
wy, T admite 3,(k, k). Luego por el teorema 2.29, T admite (A, w). O

Definiciéon 2.31. Una clase M de modelos de L es una PC clase si existe una expan-
sién L de L formada adicionando una coleccién contable o finita de nuevos simbolos de
relacién, funcién, é simbolos de constantes, y un conjunto 7" de sentencias de L, tal
que M es la clase de todas las restricciones a L de modelos de T".

El siguiente ejemplo muestra que el teorema de Morley no se tiene para PCj clases.

Ejemplo 2.32 (Silver). Sea M la clase de todos los modelos M = (|M|,U) tal que
| M| < 2Y! Entonces M es una PCj clase. Veamos que M es k-categdrica, si y sélo
si, k = J,, para algun limite ordinal «. Supongamos que M es k-categdrica, y existe
a ordinal tal que J, < k < J,41, con « un ordinal sucesor. Sea N un modelo de
cardinalidad . Consideramos U, U’ subconjuntos de |N|, |U| = 3, |U'| = A\, A < D
Entonces, (|N|,U), y (|N'|,U’) estdn en M, pero no son isomorfos.

Veamos la otra direccién. Supongamos x = J,, « limite ordinal y N = (|N|,U) € M.
Entonces J, = | N|| < 2!Y!, implica que |U| = J, = . Asi, M es categérica en k.

Lema 2.33. 1) Sik, u > w, entonces cada PCjs clase A k-categorica tiene un modelo
wy-saturado de cardinalidad i,

. ’ -, / -z
2) St M un modelo k-saturado para una expansion L de L, entonces la reduccion a
L es un modelo k-saturado,

3) St M, N son modelos saturados, |M|| = ||N|| v si M = N, entonces M = N.

Teorema 2.34. Sean k, A cardinales tal que k > w y A = 3, o para algin a > 1.
Entonces cada PCs clase k-categorica es A categorica.
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Capitulo 3

Conjuntos buenos

En este capitulo mostraremos usando la hipétesis: 2% < 2% y la falla de Ry-amalgamacién
que la clase K, de modelos atémicos, no tiene modelos universales en X; y tiene 2%
modelos no isomorfos de cardinalidad N;. Este resultado generaliza un resultado sim-
ilar obtenido por Shelah que dice que la clase K de modelos de una sentencia buena
1 tiene 2% modelos no isomorfos de cardinalidad N; si suponemos: V=L 6 oy, y no
No-amalgamacion. Ademads introduciremos una nociéon de bondad para ciertos conjun-
tos que nos permitird garantizar la existencia de modelos primarios sobre conjuntos
contables buenos. Asi, el siguiente paso seria poder garantizar la existencia de mode-
los primarios sobre conjuntos de cardinalidad arbitraria para ciertas clases elementales
abstractas K. La nocién de excelencia que sera estudiada en el préximo capitulo es
un gran avance al estudio de este tipo de clases, es decir, dentro de éstas es posible
garantizar la existencia de modelos primarios sobre ciertos conjuntos que resultan de
la uniéon de un conjunto de modelos que satisfacen una relacion de independencia que
llamaremos amalgamacién estable. Este capitulo pretende llevar a cabo un estudio de
esta relacion de independencia, para ello se estudiara la nocion de d-estacionarizacion
y su comportamiento sobre los conjuntos buenos. Vale la pena mencionar un trabajo
anterior al de clases excelentes realizado por Keisler, pues éste llevo a cabo un estudio
de categoricidad que concluyé en la demostracion de una generalizacion del teorema de
Morley para cada clase K de modelos de una sentencia ¢ € L, ,, que satisface las dos
condiciones siguientes:

1) Cada modelo M € K de 9 tiene extensiones arbitrariamente grandes en K,
2) Cada modelo M € K de ¢ es Xj-homogéneo.

Posteriormente, Marcus en [12] demostré la existencia de una sentencia ¢ € Ly, ., no
categérica en cada cardinal cuyos modelos no son (L, ., N1)-homogéneos. Una modifi-
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cacién de éste condujo a un ejemplo de Shelah de una sentencia totalmente categdrica
¢ € L., ., que no tiene modelos R;-homogéneos. Por lo tanto, es necesario reemplazar
la nocién de homogeneidad por una nocién mas débil a la que denominaremos plenitud.
Este juega el papel de los modelos homogéneos en el annalisis de categoricidad de Keisler
y el de modelo saturado en el estudio de Morley.

3.1 Conjuntos buenos

Sabemos que en primer orden, la nocién de modelo primario es una nocién fundamental
en el estudio de categoricidad y en el estudio del comportamiento de la funcién I(.,7T),
donde T es una teoria de primer orden. Por lo tanto, trataremos la nocién de conjuntos
buenos, pues para esta clase de conjuntos es posible garantizar la existencia de modelos
primarios restrigiendonos al caso contable.

Shelah, en [15], demostré el siguiente resultado,

Teorema 3.1. Supongamos 2% + I(N,K;) < 2% y Ky = Mod(v) con ¢ € Ly, ..
Entonces existe una teoria contable de primer orden T tal que, si KC es la clase de
modelos atomicos de T':

1) Si existe My € K1 no contable, entonces existe M € K no contable,
2) Si1(3,,,K1) > 1 entonces I(3,,,K) > 1,

3) para cada A\, I\, K) < I(\,Ky) y para algin M € Ky no contable, para cada A,
IAK) = I(\{N € K1 : N =00, M}),

4) K es categdrica en Rq y para cada M € Ky,, exviste M' € Ky, con M 2 M’

Definicién 3.2. K tiene la propiedad de A-amalgamacién si dados M < M;(Il =0,1) en
KC, |M]| = || M|, entonces existe un modelo N en K, y funciones elementales f; de M,
en N, fo [ M = fi [ M.

Lema 3.3 (Devlin-Shelah). . Si 2% < 2" entonces existe At subconjuntos esta-
cionarios de AT tal que para cualesquier S de esos conjuntos CD%(S) se tiene, donde
3. (S)es: Para todo F : 2N 9 existe g : AT — 2, tal que para cada f: At — 2 el
conjunto {6 € S: F(f [ 0) =g(0)} es estacionario.

+
Definicién 3.4. ©, se tiene , si y sélo si, para todo {f, : n € A 2y fr: AT = Aty

para cada club C C A\, existe n # v € A+2, y existe un § € C|, tal que,
nlo=vido, f,10=/[f510ynld]#v]
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Teorema 3.5 (2% < 2™). Supongamos K no tiene la propiedad de No-amalgamacion,
I (Ro,K)=1. Entonces I (R;,K) = 2%, Ademds K no tiene un elemento universal de
cardinalidad ;.

Demostracion. Probemos primero la no existencia de un elemento universal en Ky, .
Por hipétesis, existen M < M;(l = 0,1) modelos enumerables en K que no pueden ser
amalgamados. Ahora definimos, por induccién sobre o < w; modelos M,, para n € "2
tal que,

(i) M, es enumerable. |M,| = w(1+ I(n))
(ii) n < v implica M, < M,,.

(iti) Para ¢ limite, y n € "2, M, = U My

a<d

Sea a« = f+ 1. Para cada n € ’62, elijamos un isomorfismo f,, de M en M,, y defi-
namos una funcién f,é, para [ = 0,1, y un modelo M, tal que fé extiende f, y es un
isomorfismo de M; en M,-;. Para a = 0, « limite se sigue facilmente. Ahora, para
n € “2sea My = .o, Myja- Sea M* € Ky,. Sin perdida de generalidad, |M*| = w;.
Luego para cada n € “'2 existe una inmersién elemental g, de M, en M*. Por el lema
3.3, existen n,v € 2y a < wy, wa = o, tal que, n [ a =v | a, 0 = n(a) # v(a)
Y gy | Myja = g | Myjo. (Pues el conjunto C = {§ < wy; : § = w(l + )} con-
tiene un club). Esto es una contradiccién pues, (g, | Mm(aﬂ))fgr(aﬂ) : My — M*,
(90 T Mvr(a+l))f8r(a+1) : My — M*, muestra que M, My, M; pueden ser amalgados.

Veamos ahora que I(X;, K) = 2%, Podemos suponer que M; son tomados tal que,
{tp(a,|M|) : a € |M|} son maximales y distintos.

Ademas, el ideal de los subconjuntos pequenos de w; forman un ideal normal no trivial,
el cual es wi-completo. Por el teorema de Ulam, existen S, C w;(a < wy) conjuntos no
pequenos que son disyuntos dos a dos. Sean M, M;, M,, f,, como en la demostracién de
la primera parte. Definamos F(n,v,h) = 1si § < wy, n,v € 2%, wd§ =45, h: 6 — § una
inmersion elemental de M, en M, y el diagrama



puede ser amalgamado. En cualquier otro caso F(n,v, h) = 0. Como S, no es pequeno,
existe p, € “12, tal que para cada n,v € “2,h : w; — wy, {i <wy; : F(n | i,v |
i,h 1) = pa(i)} NS, es estacionario. Ahora definiremos un conjunto de funciones en
“12 de cardinalidad 2% que esta asociado tinicamente a un modelo. Para cada I C w;
definimos 7y € “12:

, pa(l), sii €S,y a€l,
(i) = . ;.
0, 811 ¢ Upew, Sa 01 € Sa,a & 1.

Ahora mostraremos que si I,J C w;y, I # J entonces M,, no es isomorfo a M,,.
Supongamos que existen I, J C wq, I # J tal que existe h : M,, — M, , un isomorfismo.
Seayel,v¢ J SeaS={0<w:h]dC0d=wd} Como S esun club entonces
SN S, #0. Luego, para cada 6 € SN S7 tenemos: 1,;(9) = 0, n;(d) = p,(J). Asi por la
definicién de los p, se tiene que

S ={6€S,:F(nr[8ns16hd)=p,8)}

es un conjunto estacionario. Asf existe § € SN S". Denotemos n:=n; [ § y v =ny | 4.
Si p,y(6) = 0 entonces 1;(0) =0y F(n,v,h [ §) =0. Como

M 1541

M, mMmrwm

puede ser amalgamado via h [ w(d+1). Esto contradice la definicién de F'. Por lo tanto

p(0) =1, de lo que concluimos: n;(d) = 1, F(n,v,h [ §) = 1. Luego, por definicién de
F' tenemos que
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puede ser amalgamado. Ademaés via h [ w(d + 1) tenemos que

Moy

Mo

puede ser amalgamado. Veamos ahora que esto es suficiente para contradecir (x). Sean
N := h(M,), Ny := h(M,). Como el tltimo diagrama puede ser amalgamado, existe
un modelos N*, M, < N* y una inmersion elemetal f : M, o — N* que extiende
h 1 §. Denotemos Ny = f(M, (). Por (x), {tp(a, N) : a € N;}(I =0,1) son maximales
y distintos. Sea ag € Ny tal que p = tp(ag, M,) ¢ {tp(a, N) : @ € Ny}. Por definicién de
M,y tenemos que el tipo tp(ag, M,) es realizado en M, (0) por algin a;. Asi, existe
a < wy tal que Ny U{a1} C M, 1o Como {tp(a, N) : @ € N;} es maximal entonces
p pertenece a este. Esto contradice la eleccién de p. Igualmente si existe a; € N; tal
que p = tp(ay, N) ¢ {tp(a, N) : a € Ny} tenemos una contradiccion siguiendo el mismo
procedimiento.

L]

Notacién: Para el resto de este capitulo supondremos 2% < 2% J(X, K) < 2% y K
denotara una clase de modelos atémicos.

Observacion La clase K satisface la propiedad de Rgp-amalgamacion(esto se tiene por
el teorema 3.5).

Definicién 3.6. Un conjunto atémico A es bueno si dado a € A, | (37)p(Z,a), en-
tonces existe un tipo aislado completo p sobre A, p(z,a) € p.
Para cualquier conjunto A, S, (A) :={ tp (@, A) : AUa es atémico }.

Observacién En primer orden tenemos que si 1" es una teoria contable categérica en
un cardinal no contable, entonces todo conjunto es bueno. Esto se tiene , ya que la
categoricidad de T' implica w-estabilidad. Por lo tanto, tenemos que T es A-estable,
para cada A > Nj. Esto garantiza la existencia de modelos primarios sobre cualquier
conjunto. Asi, cada conjunto es bueno.

Lema 3.7. Sea A un conjunto contable atomico. Si Sq(A) es contable, entonces A es
bueno.
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Demostracion. Supongamos que A no es bueno. Luego, existe ¢(z,a) con a € Ay
= Jxé(x, a), pero ningun tipo aislado en S,;(A) contiene ¢(z, a). Asi, para cada v (z,b),
b€ A, tal que |= V(i (x,b) — ¢(x,a)), existe b’ € A tal que ¢(z, b) tiene como minimo
dos extensiones en S,:(abb). Sea A = {a; : i < w}. Sean ¥(z,b,) para n € 2< tal que
Yo (z,by) = ¢(x,a), y si n <v, entonces = Va(v,(x,b,)) — ¥ (x,b,). Ademads, cada
Yy (x,by) aisla un tipo completo sobre b, y si I(n) > i entonces b, D a; con Y,o(x, byo)
y ¥yr1(x, byr1) contradictorios. Asf la cardinalidad de S, (A) es 2. O

Lema 3.8. Si existe un modelo universal N, sobre un conjunto atomico contable A,
entonces Sq(A) es contable.

Demostracion. Para cada p € S, (A), elijamos a una realizacién de p. Como A U a es
contable y atomico, entonces existe un modelo contable N O A U a, asi N puede ser
sumergido elementalmente en N4 sobre A. Por lo tanto tenemos que [Sq:(A)| < || Na|| <
No. O

Lema 3.9. Si M es contable, entonces existe un modelo contable universal N sobre M.

Demostracion. Definiremos (M, : n < w), una sucesién creciente de modelos contables
tal que My = M, y M, realiza todos lo tipos en S, (M,). Supongamos que hemos
definido (M; : j <n). Sea {p; : i < w} una enumeracion de Sq(M,,), ap una realizacién
de po, v M(l) un modelo primario sobre M, Uayg, el cual existe dado que M,, Uay es bueno.
Dado que p; es estacionario, existe una extension ¢, sobre M(l) el cual no rompe sobre un
conjunto finito de M. Sea a; una realizacién de ¢; y M{ modelo primario sobre M(/) Uas.
Luego procedemos inductivamente de la misma manera, y definimos M, 1 = J,_, M;.
Sea N = J,,., M. Veamos que N es universal sobre M. Sea M " un modelo contable
tal que M C M'. Tomemos una enumeracién de M = {a; : i < w}. Construiremos una

sucesién creciente de funciones elementales
fi MU {CL(),‘..,GZ‘} — N,

el cual es la identidad sobre M. Si i = 0, se by una realizaciéon de tp(ag, M) € Dy, el
cual existe en N (por definicién de N), y sea fp una funcién elemental parcial de M U ag
el cual es la identidad sobre M y envia ay en by. Supongamos que hemos construido f;.
Sea M* un modelo primario sobre M U {ay, ..., a; } (existe, dado que M U {aq, ...,a;} es
bueno). Sea k < w tal que ay, ...,a; € M.

Como podemos extender f; a f: M* — My, el cual es la identidad sobre M. Entonces
fr(tp(a;41, M*)) puede ser extendido aun tipo sobre Dy, , el cual es realizado por algin
elemento b;y1 € Mgyq. Sea f;11 la funcién elemental que extiende f; y envia a;41 en
bi—l—l- L]
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El siguiente lema nos garantiza la existencia de modelos primarios sobre cualquier con-
junto bueno contable.

Lema 3.10. Si A es un conjunto bueno y contable entonces existe un modelo primario
sobre A.

Demostracion. Sea Ty la teoria de primer orden obtenida por una expansion de T agre-
gando nuevos simbolos de constantes ¢, para cada a € A. Dado que A es bueno, tenemos
que T4 es una teoria atémica, y por el teorema de omision de tipos de Henkin obtenemos
un modelo contable atémico M, de la teorfa Ty. Asi el restricciéon de M, al lenguaje
L(T) es un modelo atémico sobre A, luego es un modelo primario sobre A. O

Lema 3.11. Sea A un conjunto bueno contable. p € Sy (A) si y sdlo si existen b,c,
tal que el tipo tp(b, A) es aislado, tp(¢, AUD) es una estacionarizacion de tp(¢,b) y p =
tp(a, A) para algin a C bUE. Ademds, cada p € Sy (A) no rompe sobre algin subconjunto
finito de A.

Demostracion. Supongamos p € Sy (A). Luego para algin a, p = tp(a,A) y AUa
es atomico. Sea M DO AUa. Como A es bueno, por el lema 3.10 existe un modelo
primario M’ sobre A. Asi, podemos suponer que A C M C M. Sea a C ¢ C M, luego
M U es atémico. Asf el rango para el tipo tp(c, M /) es definido y es estacionario.
Sea B C M’ un conjunto finito, tal que R[tp(¢, M')]=R][tp(¢, B)]. Si b denotamos con
b una enumeracién de B, entonces tp(b, A) es aislado, y #p(¢,b) es estacionario. Por
monotonia del rango, tenemos que tp(¢, A U b) es la estacionarizacién de tp(c,b). Asi,
hemos probado la suficiencia. Veamos la otra direccién. Supongamos que @ C b U ¢,
tp(¢, A U b) es una estacionarizacion de tp(c,b). Como tp(b, A) es aislado, entonces
AU b es atémico. Como tp(¢, A U b) es una estacionarizacién de tp(é, b), tenemos que
(AUb) UE es un conjunto atémico. Asi AU a es un conjunto atémico. Sea p € Sqi(A),
es decir, existe a tal que p = tp(a, A). Sea M4 modelo primario sobre A. Como AU a
es un conjunto atémico, existe M O A U a. Podemos suponer que My C M. Sea
C' C My conjunto finito, tal que tp(a, M4) es estacionario sobre C'. Asi tp(a, M,) no
rompe sobre C. Tomemos ¢ una enumeracién de C. Asi tp(¢, A) es un tipo aislado.
Sea ¢(Z,y) una férmula, tal que ¢(Z,b) aisla tp(c,b). Asi tp(¢, A) no rompe sobre
b. Debemos ver que p no rompe sobre B. En caso contrario, existen dy,ds, (%, )
tal que tp(di, B) = tp(da, B) v ¥(Z,dy), (Z,dy) € p. Dado que tp(¢, A) no rompe
sobre B tenemos tp(d;,C) = tp(dy, C). Como p es estacionario sobre C', entonces
W(z,dy),Y(Zds) € p. Asi obtenemos una contradiccion. O

El siguiente lema dice que si unimos un conjunto bueno con cualquier conjunto finito,
entonces dicha unién es un conjunto bueno si se tiene ademas que la unién es un conjunto
atémico.
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Lema 3.12. Para cada a, st AU a es atdomico, entonces AU a es bueno.

Demostracion. Por el lema 3.8, se sugiere probar que Sq:(A U a) es contable. Primero
veamos que Sy (A) es contable. Dado que A es un conjunto bueno, existe M " un modelo
contable primario sobre A. Sea N4 un modelo contable universal sobre M . Debemos
ver que N4 es un modelo universal sobre A. Sea N D A un modelo arbitrario contable.
Sea N' C N modelo primario sobre A, el cual es isomorfo a M " sobre A. Como N4 es
universal sobre M’ podemos extender este isomorfismo a una inmersién elemental de N
en Ny. Asi, hemos probado que Sy (A) es contable. Dado que A U a es atémico esta
bien definido la funcién inyectiva inducida por lo siguiente:

tp(b, AUa) € Spit(AUa) < tp(a’b, A) € Su(A).
Por lo tanto S,:(A U a) es contable. O

Veamos ahora que para cualquier conjunto bueno contable A, su diagrama atémico
Sat(A) captura una nocién de densidad.

Lema 3.13. Sea A un conjunto bueno contable, si = (3T)p(Z,a) entonces p(Z,a) € p
para algin p € Sy (A).

Demostracion. Si = Jré(z,a), a € A, entonces como A es bueno, existe b, tal que
o(z,a) € tp(b, A), y tp(b, A) es aislado. Por lo tanto, A U b es un conjunto atémico, asi
tp(b, A) c Sat(A>. Il

3.2 Modelos plenos y amalgamacion estable

En esta seccion, introduciremos la definicién de modelo pleno, el cual esta atado a una
nocion de dimensién que mide el grado de saturacion de estos modelos. Estudiaremos
algunas propiedades de modelos, bajo cierta nocién de independencia, que llamaremos
amalgamacion estable. Esta nocién de independencia, nos permitird preservar plenitud
en uniones de cadenas crecientes de modelos plenos. Esto es muy similar en primer orden,
cuando consideramos una union creciente de longitud 6 de modelos M; k-saturados, tal
que k(1) < cf(0), y obtener que | J,_s M; es un modelo x-saturado. Ademds probaremos
la existencia de un modelo de cardinalidad Ny en la clase K.

Definicién 3.14. Seap € S™(B) un tipo estacionario. La dimensién de p para (A;, As, A3)
es el primer cardinal k, tal que existe C' C Ay, |C| = k, y una estacionarizacién
q € S™(A; UC) de p que no es realizada en Az, con B C A; U Ay, y A; U Ay U Ag
un conjunto atémico.
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Definiciéon 3.15. Un modelo M se dice \-pleno sobre A, si
1) A es un conjunto bueno, A C M,
2) M es (Sat(A), Rg)-homogéneo sobre A,

3) M es A\-débilmente pleno sobre A, es decir, A C M, y para cada tipo estacionario
p € SY(B), B C M, B un conjunto finito, la dimensién de p para (4, M, M) es
>\

4) Decimos M pleno sobre|débilmente pleno] A, si M es A-pleno[A-débilmente pleno]
sobre A, con A = | M]].

Lema 3.16. Sea A un conjunto contable atomico. Entonces existe un modelo contable
M el cual es débilmente pleno sobre A.

Demostracion. Como A es atémico, existe un modelo contable My 2O A. Sea M,,; un
modelo contable realizando cada tipo en Sq(My,). Sea N = J, ., M,, . Entonces N es
un modelo atémico que contiene a A. Sea p € S, (AU c) la estacionarizacién de un tipo
estacionario en S(c). Entonces existe n < w tal que ¢ € M,,. Asi AUc C M,,. Como

existe una extensién de p en S(M,), y ésta es realizada en M, 1, luego es realizada en
N. ]

Lema 3.17. Supongamos que A es bueno y contable y M, N son modelos contables y
plenos sobre A. Entonces M es isomorfo a N sobre A.

Demostracion. Sea M = AU{a; : i < w}y N = AU{b;i < w}. Construiremos
una sucesién de funciones elementales parciales f; : M — N tal que dom(f;) = B;,
fil A=1idsy a; € Ag;, b; € Boiy1, A; U B; \ A es finito, donde A; = AJ{q; : j < i}
y Bi = B\J{b; : 7 < i}. Dado que A es bueno, existe modelo primario M  sobre A.
Podemos suponer M’ < M. Existe una funcién elemental f : M — N, f | A = id,.
Ademds, como tp(ag, M) es estacionario, existe ¢ € M, tal que la estacionarizacién de
tp(ag, AU ¢) es tp(ag, M'). Luego, dado que N es pleno f((ag, AU c)) es realizado en
N, por algin b. Definamos fy, la funcién elemental que extiende la identidad sobre A y
envia ag en b.

Sea M" primario sobre A U b. Luego existe una funcién elemental g : M — M que
extiende la inversa de fy. El tipo estacionario tp(by, M') es la tinica estacionarizacién
de algiin ¢ € S(AUbU), con d € M". Luego g(q) es realizado en M, dado que M es
pleno. Asi la funcién que extiende fj y envia una realizacién de g(q) en by es elemental.
Supongamos que fo;41 ha sido construido. Luego, como As; 11\ A es finito, tenemos que
Asiy1 es bueno. Por lo tanto, existe un modelo primario M "D Agiv1. Como el tipo
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tp(air1, M) es estacionario, es la estacionarizacién de algin tipo p = tp(a;y1, Agit1 Uc)
para algin ¢ € M'. Asi, existe f : M — N que extiende fs; 1. Como N es pleno,
f(p) es realizado en N por algin b, luego la funcién foirs que extiende foir; y envia
aiy1 en b es elemental. Igualmente podemos construir fa;y3, de la misma manera que
se construyo fi, pero aplicado ahora a fy; 5. O

Definicion 3.18. Decimos que (A,B) satisface la condicion de Tarski-Vaught, si para
cada b € B, a € A, si |= ¢[b,al, entonces existe b € A tal que = ¢[b, a

Lema 3.19. 1) Si(A, B), (B,C) satisfacen la condicion de Tarski-Vaught, y A C B,

entonces (A, C) satisface la condicion de Tarski-Vaught.

2) Si A;(i < «) es creciente y (B, A;)[(Ai, B)| satisface la condicion de Tarski-Vaught
para cada i < o, entonces (B, Ai)[(U;, Ais B)] satisface la condicion de
Tarski- Vaught.

<o

Demostracion. De la definicién 3.18, se sigue facilmente 1) y 2). O

Lema 3.20. Sea M un modelo y M U B un conjunto atdmico, entonces (M, M U B)
satisface la condicion de Tarski-Vaught.

Demostracion. Supongamos a € M, b € B, tal que = @[b,a). Como M U B es atémico,
existe una formula ¢(Z,9) que aisla el tipo tp(b°a, (). Dado que = 37¢(7, a), existe b e
M, tal que M |=¢[b,al, y como |= VZ(¢(Z,a) — &(z,a)), entonces M = ¢b',al. O

Definicién 3.21. 1) Si (A, C) satisface la condicién de Tarski-Vaught, p € S, (C) es
la d-estacionarizacion de q € S,(A), si ¢ C py p no rompe sobre algin subconjunto
finito de A.

2) Latripla A, B, C' estan en amalgamacion estable si A es un conjunto bueno, (A, C)
satisface la condicién de Tarski-Vaught, y para cada b € B, tp(b,C' U A) es la
d-estacionarizacion de tp(b, A).

El siguiente lema nos garantiza la existencia y unicidad de d-estacionarizaciones, cuando
se cumple la condiciéon de Tarski-Vaught.

Lema 3.22. Si A es bueno y (A, C) satisface la condicion de Tarski-Vaught entonces,
para cada q € Su(A), existe p € Su(C U A) una dnica d-estacionarizacion, y si q es
aislado, entonces, p también lo es.

Demostracion. Sea q € Sy (A) y definiremos un tipo p que cumple con las condiciones
del enunciado. Dado que A es bueno, existe B C A finito tal que ¢ no rompe sobre B.
Definamos p como sigue:
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p={p(z,c):ce CUAac A tpc B) =tpa,B),p(z,a) € q}

Sea ¥ = {¢i(Z,¢) : i < n}. Como (A,C) satisface la condiciéon de Tarski-Vaught,
existen b; € A, tal que tp(co¢i”..."¢,—1, B)=tp(by b1 ..."b,_1, B), luego existe una funcién
elemental f tal que f(b;) = ¢;. Dado que ¢ es consistente, tenemos

= (3z)[po(z,b0) A @1(2,b1) A oo A @1 (2, bp_1)],

y como f es una funcién elemental

= (32)[po(x, C0) A pr(x, 1) A oo A pp_1(T, Cp1)].

Asi concluimos que V¥ es consistente. Veamos ahora que p es completo. Seac € CUAy
supongamos que ¢(z,¢) ¢ p. Sea b € A tal que tp(¢, B)=tp(b, B), y por definicién de p
tenemos que ¢(z,b) ¢ ¢, y como ¢ es completo, ~p(x,b) € q. Asi =p(z,b) € p. Ademds
p no rompe sobre B. Pues de lo contrario, existen ¢;,é, € AUC y p(z,7) tal que
tp(c1, B)=tp(C2, B) y ¢(,¢1), =p(w,C2) € p. Sean by, by tal que tp(by, B) = tp(cy, B) =
tp(C2, B)=tp(be, B) y por definicién de p tenemos que p(z, by ), ~¢(x, by)€ q.

Asi g rompe sobre B, contradiccién. Sean py, ps € S, (AUC) dos distintas d-estacionarizaciones
de q. Sea p(z,y) y ¢ tal que p(z,¢) € p1 y —~¢(x,¢) € pa. Sea B finito tal que py, ps no
rompen sobre B, y como (A, () satisface la condicién de Tarski-Vaught, existe a € A
tal que tp(a, B) = tp(¢, B). Dado que ¢(x,¢) € p1, —p(z,a) no puede pertenecer a g,
pues en caso contrario p; romperia sobre B. Igualmente concluimos que ¢(x,a) ¢ q.
Esto contradice la completitud de q.

Probemos ahora la segunda parte del enunciado. Sea ¢(z,a) la férmula que aisla gq.
Veamos que esta aisla p. Sea ¢ =tp(b, A) y p= tp(b, AU C) y supongamos que ¢(x,a)
no aisla p. Asf existe ¢(z,¢) € p tal que,

= Ga)lp(e, a) Ao(x,e) A (CBa)lp(e, a) A —¢(x, )] (%)

Como (A, C) satisface la condicién de Tarski-Vaught, y @ € A,¢ € C, existe ¢ € A tal
que

= (Bo)lp(z,a) A d(,e] A (Br)[p(z, @) A=d(z,)] (%)

Como & € Ay q es completo, ¢(x,¢ ) 6 =p(z,¢ € q y asi tenemos que ¢(z,a) - ¢(z,¢)
6 ¢(x,a) - —p(z,¢ ). Esto contradice (xx). O

Lema 3.23. Sea A;(i < «) creciente, continua, tal que cada A; es bueno y (A;, Aiyq)
satisface la condicion de Tarski-Vaught. Si tp(a, A;yv1) es la d-estacionarizacion de
tp(a, A;), entonces tp(a,| .., A;) es la d-estacionarizacion de tp(a, Ap).

<o
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Demostracion. Supongamos que tp(a,J,., A;) rompe sobre cada conjunto finito B C
Ap. Sea B C Ay finito tal que tp(a, Ag) no rompe sobre B. Luego por definicién, existen
¢, de Uz‘<a Aiy ¢(f7@ tal que tp(é, B): tp(d, @) y ¢(j7’ E)v ﬂ(b(j”? d) € tp(@, Ui<a Az)
Sea j < « tal que ¢,d € Aj. Asi ¢(z,¢),~¢(z,d) € tp(a, A;). Luego tp(a, A;) rompe
sobre B. Probemos por induccién sobre ¢ < a que

(%); tp(a, A;) no rompe sobre B.

Supongamos como hipétesis de induccién que tenemos (x);. Por la prueba de 3.22, existe
p € Sa(A;y1) una tnica d-estacionarizacién de tp(a, A;) que no rompe sobre B. Asi,
p = tp(a, Ai41) y concluimos (*);41. Como caso particular tenemos que tp(a, A;) no
rompe sobre B. Esto es una contradiccion. O

Ahora probaremos la existencia de triplas que estan en amalgamacion estable.

Lema 3.24. Supongamos que (A, C) satisface la condicion de Tarski-Vaught. Dado B,
A C B, entonces, existe una funcion elemental f,f | A=1ida, B= Domf, y A, f(B),C
estan en amalgamacion estable.

Demostracion. Sea B ={b; : i < a}, y para cada i(0),i(1), ... ( ) < a, sea
4i(0),i(1),....i(n) (Ti(0), ---» Ti(n)) la d-estacionarizacion de tp({bjo), ---, bin)), A) sobre AU C'.
Por 1) podemos concluir que si {i(0),i(1),...,i(n)} C {i(0),4(1 ) .,i(n)} entonces

Gi(0),i(1),.nii(n) (Ti(0) s -5 Ti(n)) S €5(0).5(1)1ni(m) (T5(0)5 -5 Tji(m) ) -

Asi tenemos que I' := (J{qi(0),i1),....in) (Ti(0), -+, Tigy) : 9(0),0(1), ..., 3(n) < a,n < w} es
un tipo completo en las Varlables {x; 11 < a} sobre AUC. Sea b, una asignacién para x;
que satisface IT'. Sea f una funcién elemental que envia cada ben b’. Asi A, f(B),C estén
en amalgamacién estable, pues dado b € B, tp(f(b),C U A) es la d-estacionarizacién de

tp(b, A) = tp(f(b), A). B

Lema 3.25. Si p tiene dimension k para (Aq, As, Az), Ay U A3 C Ay y As C A, es un
conjunto bueno, entonces p tiene dimension k para (Ay, A, As).

Demostracion. Sea C C A, |C| < k, p € S™(B) un tipo estacionario, B un subconjunto
finito de A;. Debemos probar que p es realizado en Az. Dado que Ay es un conjunto
bueno, por lema 3.11 tenemos que para cada sucesion finita d € A, existen dy € As, dy, do
tal que, tp(dy,do) b tp(dy, Az), tp(da, Ay U dy) es una estacionarizacién de tp(da,dy),
d C dyUdy. Sea C*, | J{dy:d € C},si k >Ry y C* =dy, donde C = d si k = Ry. Como
C* C A,, \C*| < K, entonces la estacionarizacion de p sobre B U A; UC¥, q, es realizada
por algin b € As. Veamos ahora que tp(b, A; U BUC*UC) es una estacionarizacién de
p. Debemos probar que para cada d € C, tp(b, A; UBUC*Ud) es una estacionarizacion

33



de p(o de ¢). Como d C dy Udy, dy C C*. Asi, debemos probar para [ = 0,1,
tp(b, Ay UBUC* Ud;Udp,) es la estacionarizacién de p.
Para [ = 0. Como tp(dy,dy) F tp(dy, As), entonces tp(dy, do) & tp(dy, Ay U BUC* UD),
dado que B C Ay U A3 C Ay, b€ A3 C Ay y C* C Ay, Luego tp(dy, Ay UBUC*) |
tp(dy, AJUBUC*Ub), y asf tp(b, A{UBUC*) I tp(b, AJUBUC*Ud,). Asi, tp(b, A{UBUC*)
tiene una tnica extensién en S™(A; UBUC*Ud,). Pero p tiene una estacionarizacion r
en S™(A;UBUC*Ud,). Asir | (A;UBUC*) es una estacionarizaciéon de p. Ademés
r | (A,UBUC*) = q. Por lo tanto r = tp(b, A{UBUC*Ud,). Asi, tp(b, A, UBUC*Ud,)
es una estacionarizacion de p. Para [ = 1 se tiene por la propiedad de simetria.

]

Lema 3.26. Si A, M,C estdin en amalgamacion estable (A C M, A C C), B un sub-
conjunto finito de M, p € S™(B) es estacionario, y la dimensién de p para (A, M, M)
es k, entonces la dimension de p para (C, M UC, M) es k.

Demostracion. Como la dimensién de p para (A, M, M) es k, entonces la dimensién de p
para (A, M UC, M) es < k. Veamos que tenemos la otra desigualdad. Debemos probar
que la estacionarizacion de p sobre C'U C* es realizado en M, donde C* C M, B C C*,
|C*| < K.

Como la dimensién de p para (A, M, M) es x, existe b € M que realiza la estacionar-
izacién de p sobre A U C*. Probemos que tp(b, C' U C*) es una estacionarizacién de p
sobre C'U C*. En caso contrario, existen ¢ € C', ¢ € C* U A tal que tp(b, éc*) no es
una estacionarizacén de p, con B C ¢*. Como A, M, C estan en amalgamacion estable
y A C C, entonces existe a € A, tal que tp(b°c*,C) no rompe sobre a. Ademéds, como
(A, C) satisface la condicién de Tarski-Vaught, existe ¢ € A con tp(¢,a) = tp(¢ ,a). Por
definiciéon de no ruptura tenemos,

(x)  tp(b’ee,a) =tp(b'ec , a)

Por monotonia del rango, tenemos que como ¢ €A BCée, tpb,AU C*) es la esta-
cionarizacién de p, entonces tp(b, ¢ U ") es la estacionarizacién de p. Por () tenemos,

R[tp(b, AU C*)] < Rltp(b,cUc" Ua)

ol
@]

R

U
R| '

U k

(b, Ua)
(be ue)].

Como R[tp(b, AUC*)] = R[tp(b,¢ UE*)], entonces tp(b, cU ") es la estacionarizacion de
p. Esto contradice la eleccion de ¢, ¢*. O

tp
tp

IA
ol
o)

Lema 3.27. Si A, M,C estin en amalgamacion estable (A C M, A C C), yC* C M,
a € M, tp(a, AUC™) es estacionario, entonces tp(a, AUCUC*) es su estacionarizacion.
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Demostracion. La prueba es similar a la prueba del lema 3.26 O

Teorema 3.28. 1) Si A; es creciente y continua(i < «) y la tripla A;, B, A1 (i+1 <
«) estdn en amalgamacion estable, entonces Ag, B, U< A; estdn en amalgamacion
estable.

2) Si A, B,C estdn en amalgamacion estable y B' C B,C" C C, entonces A,B’,C"
estan en amalgamacion estable.

3) Si A;, B;, Ci(i < «) son crecientes y continuas, y para cada i < « la tripla A;, B;, C;
estan en amalgamacion estable, entonces U;coAi, Uica Bi, UicoC; estdn en amal-
gamacion estable si U;-,A; es un conjunto bueno.

Demostracion. 1) Sea b € B. Para cada i, tp(b, 4;11) es la d-estacionarizacién de
tp(b, 4;). Como (Ag, U, A4:) satisface la condicién de Tarski-Vaught, por el lema 3.19,
tp(b, U, -, Ai) es la d-estacionarizacién de tp(b, Ag), y por hipétesis Ay es bueno.

2)Es una consecuencia directa de la definiciéon de amalgamacién estable.

3)U;<q Ai s bueno por hipétesis. Sea a € |J; A, ¢ € |, C; tal que = ¢[¢,a]. Co-
mo A; y C; son crecientes, existe j < «a tal que a € A;,¢ € C;. Como (4;,C))
satisface la condicién de Tarski-Vaught, entonces |= ¢[¢ ,al, para algiin ¢. Por lo tan-
to, (o 4i, U, -, Ci) satisface la condicién de Tarski-Vaught. Sea b € |J; B;, asi para
algin j < a, b € B;,. Siig < j < « entonces tp(b, C; U A;) es una d-estacionarizacion
de tp(b, A;), dado que Aj, B;,C; estan en amalgamacién estable. Dado que (4;); es
creciente y continua, (J; .; A; es un conjunto bueno. Luego por 77(1) , existe un con-
junto finito B C (J; A;, tal que tp(b,U;A;) no rompe sobre B. Podemos suponer que
B C A,,, pues como B es finito, existe j, tal que B C A;, y puedo reemplazar i
por j; = maz{io,jo}. Asf tp(h, A;) no rompe sobre B C A;(ip < j < «). Como
A;j, B;, C; estdn en amalgamacion estable, por teorema 3.22 deducimos que tp(b, C;UA))
no rompe sobre B, para cada iy < j < a. Veamos ahora que tp(b, Uj C; U Uj A;) es
una d-estacionarizacién de tp(b, U;4;), para ello probemos que tp(b, | J ;CiUlU; A4j) no
rompe sobre B. En caso contrario, existen ¢ d € Uj C; U Uj Ay ¢(z,7), tal que
tp(¢, B)=tp(d, B) y ¢(z,¢), ~¢(z,d) € tp(b, U; C;UlU; 4;). Sea jo tal que ¢, d, B estan
en Cj, U Aj,. Por lo tanto ¢(z,¢), =¢(Z,d) € tp(b, Cj, U A;,), es decir, tp(b, Cj, U Aj,)
rompe sobre B, una contradiccién. O

Teorema 3.29. Si A;, M;(i < §) son crecientes y continuas, y para cadai < 6, A; C M,;
y la tripla A;, M;, A; 1 estdn en amalgamacion estable, entonces:
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1) A=J,.5Ai es un conjunto bueno, y A;, M;, A estin en amalgamacion estable. Si
ademds A; 1 U M; es un conjunto bueno para cada © entonces AU M; y A; U M,
son conjuntos buenos.

2) M = J,.s M; es A-pleno sobre A si al menos una condicion de las siguientes se
tiene:

i) Para i < § arbitrariamente grande, M; es A-pleno sobre A; y para cada 1,
A1 UM; es un conjunto bueno,

ii) cf(0) > X y para cada conunto finito B C M vy tipo estacionario p € S™(B),
para i < 0 arbitrariamente grande, existe una sucesion de M que realiza la
estacionarizacion de p sobre AU M;

iii) § es divisible por \(como ordinales), para cada i < 6, A1 U M; es bueno, y
para cada i < 6§, y tipo estacionario p sobre algiun conjunto finito B C M;, la
estacionarizacion de p es realizada en M;, 1.

Demostracion. 1)Por lema 3.28(2), para cada i < j < 9, la tripla A;, M;, A;11 estan en
amalgamacion estable. Luego por lema 3.28(1), para cada i, A;, M;, A estan en amalga-
macién estable. Probemos que A es un conjunto bueno. Sea a, = 3z¢(Z,a). Entonces
para algin i, a € A;. Como A;, es un conjunto bueno y M; es un modelo, tenemos
que existe b € M;, M; = ¢[b,a;] y tp(b, A;) es aislado. Como A;, M;, A estdn en amal-
gamacién estable, tenemos que tp(b, A) es la d-estacionarizacién de tp(b, A;). Por 3.22
obtenemos que tp(b, A) es aislado. S.p.d.g. &, A, A;, M; son contables, i < . Sea
i(0) < d y definamos por induccién sobre j, i(0) < j < 0,

a) Mr C M;,
b) M;,, atémico sobre sobre My U Ajq,

c) M; es creciente y continua, con Mz'*(o) = M; ).

Dado que si un conjunto B es atémico sobre M;qy U Aj, i(0) < i < j < 4§, es atémico
sobre M;qy U A, entonces de esta construccién se tiene el resultado. Para j = i(0) y
para j un ordinal limite se sigue el resultado. Para garantizar la existencia de M},
probaremos que A;; U M es un conjunto bueno. Dado que Aj,; U M; es un conjunto
bueno, entonces existe un modelo contable universal N sobre A;.; U M;. Por los lemas
3.7y 3.8, debemos mostrar que N es universal sobre A;; U M;. Sea N " modelo con-
table, con A; U MF C N'. Sea f una funcién elemental tal que Mz, f(M;), N’ estan
en amalgamacion estable, con f | M} = id, asi para cada ¢ € M;, el tipo tp(f(c), N')
es la d-estacionarizacién de tp(f(c), M;) = tp(c), M. Como tp(¢, M;) es estacionario,

36



entonces tp(f(¢), N') es su estacionarizacién, asi tp(f(¢), M U Ajj1) es la estacionar-
izacién de tp(e, M*). Por el lema 3.27, tenemos que para cada ¢ € M, tp(c, M; U Aj 1)
es la estacionarizacién de tp(c, M7). Luego tp(c, M7 U Aj 1) = tp(f(e), M7 U Ajyq). Ast
ftuid Aj4, s una funcién elemental, y tomemos go una funcién elemental que extiende
f v cuyo dominio es f(M;)UN". Asi go | (M7 U Ajiq) es laidentidad y M; Ugo(N') es
un conjunto atémico, asf existe modelo contable N, M. SUg(N /) C N, asi N” puede ser
sumergido en N por alguna funcién elemental g; sobre M; U A;. Luego gpog; sumerge

N' en N sobre M FUAj1. De lo que concluimos que N es un modelo universal sobre
M; U AjJrl.

Caso 1. Supongamos que 4) se tiene. Sea b € M, p € S™(b) un tipo estacionario.
Por hipétesis, para i suficientemente grandes, b € M;, donde M; es un modelo A-pleno,
y ademds por 1) podemos concluir que A U M; es un conjunto bueno. Como los mod-
elos M; son A-plenos, entonces la dimensién de p para (A;, M;, M;) es > X. Dado que
A;, M;, A estan en amalgamacién estable, del lema 3.26 concluimos que la dimension
de p para (A, M; U A, M;) es > X. Como M; U A es un conjunto bueno, por lema 3.25
tenemos que la dimension de p para (A, M, M;) es > A, y asi tenemos que la dimension
de p para (A, M, M) es > \.

Caso 2. Supongamos que ii) se tiene. Sea b € M, p € S™(B) un tipo estacionario,
C C M, |C| < X Como cf(§) > ), existe i < 6, tal que C Ub C M;. luego existe j,
1 < j <4, tal que la estacionarizacion de p sobre AU M; es realizada en M por algun a.
asi @ realiza la estacionarizacién de p sobre AU C U b.

Caso 3. Supongamos que (7i7) se tiene. Si cf(d) > A se sigue el resultado por la parte
(i7) de este teorema. Asi, supongamos que cf(d) < A. Si ¢ < J es un ordinal limite, por
(i1) tenemos que M, es (cf(¢))-pleno sobre A.. Sea p < A, un cardinal regular. Luego,
para cada o < 0, My, es un modelo p-pleno, pues por hipdtesis av+ o < X. Asi, Mj es
un modelo p-pleno sobre A. Veamos ahora que M;s es A-pleno sobre A. Sea p € S™(b)
tipo estacionario, y sea p¢ su estacionarizacién sobre AUC Ub, donde C' C Mj,|C| < .
Como |C|" es regular, entonces M;s es |C|T-pleno, y asi pc es realizado en Ms. Por lo

tanto Ms es A-pleno sobre A. O

Shelah en [15], demostré que si I(R1, ) < Ny, V = L é oy, entonces K tiene un modelo
de cardinalidad N,. El siguiente hecho generaliza ese resultado, pues se evita usar las
supociones de diamante o de V' = L.

Teorema 3.30. 1) Euxiste un modelo M € K tal que ||M]| = N,

2) Para cada M € K de cardinalidad Xy, existe un modelo N € K tal que M 2 N y
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[IN]] = Rs.

Demostracion. 1)La existencia de un modelo de cardinalidad R; es dada por teorema
3.1. Por (2) podemos construir una cadena creciente y continua {M; : i < wy}de mod-
elos en K, [|[M;|] = Ny(i < wq). Como la clase es cerrada bajo uniones de cadenas
elementales, concluimos que M = |, <w, Mi estd en Ky tiene cardinalidad Ny

2) Sea {M, : @ < w;} una cadena elemental creciente y continua de modelos con-
tables de K tal que M = J,.,, Ma(Es posible definirla usando Lowenheim-Skolem
descendente). Definamos una cadena de modelos, {N, : @ < w;}, creciente y continua
por induccién sobre en «, tal que M,, N,, M estan en amalgamacion estable. Para
a = 0, por teorema 3.1, existe N, € K tal que My 2 N,. Como M, es bueno, por
el lema 3.24 existe un automorfismo f(de C) tal que f | My = id, Domf = Né, y la
tripla My, f(N,), M estéan en amalgamacion estable. Veamos ahora que f(N,) ¢ M.
De lo contrario, concluimos que My, f(N,), f(Ny) estan en amalgamacién estable. Sea
d € Ny \ Mo(d existe dado que Ny & M), y asi tp(f(d), f(N,)) es la d-estacionarizacién
de tp(f(d), Mo)=tp(d, My)(pues f | My = id). Como tp(f(d), My) es estacionario, del
lema 3.27 tenemos que tp(f(d), My) es su estacionarizacién. Asi tenemos:

donde B es un conjunto finito,B C My, y d € M, es tal que tp(d, B)=tp(d , B)(esto
es posible por una propiedad del rango y dado que Mj es modelo). Como tp(d/, M,)
es estacionario, del teorema 3.27 tenemos que tp(d’, f(N,)) es su estacionarizacién. Por
unicidad tenemos que tp(d , f(Ny))=tp(f(d), f(N,y)). Lo que es una contradiccién, ya
que tp(d, f(Np)) - {z # F(@)} ¥ tp(F(d), F(No)) F {w = [{d)}. Sea No—f[(Ny). Para
a ordinal limite, definimos N, = (J 5<a Ng, v la hipétesis de induccion es satisfecha por
el lema 3.28(3) y 3.29(1). Para a = f+ 1, como Nz U Mgz, es contable y atémico,
existe un modelo contable atémico M, D Ng U Mgy y hacemos lo mismo que hicimos
para M, y obtenemos N, = Ngy; = Nj contable. Asi N = Uacw, Vo €s una extension
elemental propia atémica de M de cardinalidad N;. O
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Capitulo 4

Excelencia

En este capitulo estudiaremos el comportamiento de ciertas nociones de amalgamacién
y de bondad para sistemas plenos, es decir, un conjunto de modelos que satisface cier-
ta propiedad de plenitud y se encuentran indexados por P~ (n) con n < w. Ademsds,
veremos que para cualquier (A, P~ (n))-sistema bueno[pleno| es posible encontrar una
resolucién de modelos M para cada s € P~(n), [|[M2] = Ro + |a], tal que para cada
« el conjunto {M& : s € P~ (n)} es un (Rg + |a|, P~ (n))-sistema bueno[pleno]. Esto
nos permite concluir que es suficiente conocer los (X, P~ (n))-sistemas para conocer los
(A, P~ (n))-sistemas. Se introducen las nociones de bondad, existencia, unicidad que per-
mitirdn conocer los (A, P~ (n))-sistemas via ciertas teoremas de trasferencia para estas
propiedades. Por ultimo, demostraremos el teorema de Morley para clases excelentes
usando la existencia de modelos primarios sobre la unién de modelos que pertenecen a
un sistema pleno.

4.1 Sistemas buenos

Estéa seccion esta dedicada al estudio de las propiedades de los sistemas buenos. Pro-
baremos un lema importante que nos permitira concentrarnos en las propiedades de los
sistemas buenos via una unica enumeracion para dicho sistema. Este lema es conocido
con el nombre de lema de simetria generalizado.

Definicién 4.1. 1) Un [-sistema S es un conjunto indexado M(s € I) tal que:

i) U,e; My es un conjunto atémico,
ii) s <t implica M, C M,,
111) Msﬂt — MS ﬂ Mt.
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2) Decimos que S es un (A, I)-sistema, si ||[M;|| = A para cada s € T

Definicién 4.2. 1) Un [-sistema se dice pleno si para cada s, M, es débilmente pleno
sobre A,.

2) Un [-sistema se dice bueno, si cada enumeracién s = (s(i) : ¢ < j) de I es buena
para §, es decir, para cada [ < j:
i) Ay es bueno,
ii) Para cada by, € M(my con m < [, existe Z_);n € Mymynsq tal que:
a) s(m) < s(l) implica, b, =b,
b) bob1 ... y byb; ... realizan el mismo tipo
iii) La tripla Ay, Msqy, U,,<; Msm) estdn en amalgamacion estable.
Lema 4.3. 1) SiJ C1I, 8 ={M,:s € I} un I-sistema [pleno][bueno], entonces
S' = {M,:s e J} esun sistema [pleno][bueno] y AS’ = AS".

2) Si (s(0),...,s(k — 1)) es una enumeracion de I, entonces para cada l,
{5(0),...,s(l — 1)} es un segmento inicial de I.

3) Si {My : s € I} es un sistema bueno, (s(0),...,s(k — 1)) es una enumeracion,
entonces para cada l, (Asqy, ;<) satisface la condicion de Tarski-Vaught, ademds
para cadat € I, (AU, 4, Ms) satisface la condicion de Tarski-Vaught.

4) En la definicion 4.2(2), el inciso (iii) es una consecuencia de los incisos (i) y (ii).

5) En la definicion 4.2, podemos reemplazar (i), (iii) por (a), (b), donde (a) es igual
que (i) con by = 0 y (b) dice: Para cada b € Ay, tp(b, UnaiMyimy) no rompe
sobre algiin subconjunto finito B C Ay).

Demostracién. 1) Como g! = g7, tenemos que |s|; = |s|;. Sean = |s|;. Asf,

A= | A7 = {4 it =gl(w),ueP (n)}

t<s,tel

=\ {4 iteglueP ()= ) AT =47

t<s,tedJ

2) Por definicién de segmento inicial.
3) La primera parte del inciso es consecuencia directa de la definicién 4.2(2)(iii). Ahora
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probaremos la segunda parte. Fijemos t € I. Sea s(0) el nodo de I. Supongamos que
hemos definido (s(l) : I <) y definamos s(i + 1).
Sea T; = {s € I : s £t} \ U,<; My)- Elijamos s(i + 1) € T;, tal que:

Para ningin s € T}, s(i + 1) > s (%)

Como [ es finito, esta construccion se detiene en algtin paso j — 1. Sea s(j) = t. Por
definicion de T; y (*) tenemos que (s(i) : ¢ < j) no tiene repeticiones y cumple que si
s(i1) < s(iz), entonces iy < ip. Facilmente, podemos definir s(l) para j <! < k — 1 sin
repeticiones tal que (s(l) : I < k — 1) es una enumeracién de I. Por la primera parte
de este inciso tenemos que (Ayg;), U« i M) satisface la condicién de Tarski-Vaught.
Como Ay = Apy Ul<j My = UMS M, concluimos el resultado.

4) Sea S un I-sistema, § = (s(i) : @ < j) una enumeracién de I, y supongamos (i),
(ii) de la definicién 4.2 son satisfechas para un dado I < j. Debemos probar que
Asay, Myy, U, <; Ms(m) estan en amalgamacion estable. Supongamos que = $[b,a, con
a,b en Ayqy,U,o; My respectivamente. Como Agpy C Mg, por definicién 4.2(2),
existe b, € Ay tal que = @b, a). As (Astys Uppes Msmy) satisface la condicién de
Tarski-Vaught. Dado que por hipdtesis A,y es un conjunto bueno, sélo falta probar que
para cada b € M), tp(b, U<t Msmy) no rompe sobre algiin conjunto finito B C Ay.
Como Ay es un conjunto bueno, existe un conjunto finito B C Ay tal que tp(b, Asq))
no rompe sobre B. Mostraremos que tp(b, ,, <1 M(m)) no rompe sobre B.

Sean ¢, C2 € U,,,<; Ms(m), tp(¢1, B)=tp(¢2, B). Por lo tanto debemos probar que
tp(ci, BUb) = tp(ci,BUb). Dado que Ayyy C U, ,.; Ms@m), podemos encontrar by,
en M) para m < I tal que b;,b,B C (Hby @ s(m) < s(} v ¢1,6 € U,y b
Por la definicién 4.2(2), existe una funcién elemental f, Dom(f)=J, <, bm, f(bm)=b,,
enMmns@) ¥ si s(m) < s(1) entonces f(by) = by. Como B C [J{by, : s(m) < s(1)},
tenemos que f | (BUDb) = idp ;, v asi tp(¢i, B U b)=tp(¢y, BUD). Por lo tanto,

tp(f(¢1, B)) = tp(c1, B) = tp(c2, B) = tp(f(e2), B). (%)
Como ¢ C U,,<; Msm), tenemos que f(¢) € U,,<; Msomins@) = As@y- Ademds, como

tp(b, Ay(y) no rompe sobre B, de (x) deducimos que tp(f(c1), BUb) = tp(f(cz), BUD).
Luego, como tp(¢;, BUb)= tp(f(¢;), B Ub), entonces tp(¢y, BUb) = tp(ce, BUD).

5) Como (i),(a),(b) se tienen de (i),(ii),(iii), debemos ver la otra implicacién. Supon-
gamos (i),(a),(b). Basta probar (ii)(por (4)). Por (b), podemos encontrar un conjun-
to finito B C A,q) tal que tp(l_)l,As(l)) no rompe sobre B. Como podemos suponer
B C {bm : s(m) < s(I)}, el resultado se sigue tomando b, (m < I) dados por (ii) y
b, = by. O
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Lema 4.4. Supongamos que el I-sistema {M; : s € I} es bueno para la enumeracion
5=(s(0),...,s(k—1)), J C I un segmento inicial, h una funcion de I en J, h | J = id,
h preserva orden. Sea Ay = |J,c; As. Entonces,

1) (A;,U,e;) satisface la condicion de Tarski-Vaught,

2) Para cada b, € Ms(m) (m < k), existe b,, € My(s(my), tal que si s(m) € J entonces
b, = b
s(m

tp(bo by ..., 0) = tp(by b ..., 0)
Demostracion. 1) Claramente 1) sigue de 2).

2) Probaremos que podemos encontrar ay,, ¢, d,, para m < k tal que,
1) am © Ui<m,s(z’)<s(m) (EiAd_i)a am As(m)ygm - émAd_m - Ms(m);

11) tp(ém ai) + tp(éia As( )) y asi tp(cu az) - tp(cza Ul<1 ))
iii) tp(d;, Asiy U G) y tp(ds, Upo; Ms) U ;) son estacionarizaciones de tp(d;, &).

Para ello, probaremos primero por induccién descendente en j < k que existen @’ , &, d? (m
k), tal que i) se tiene para cada m < k y i1), i11) se tienen para cada i, j <i < k.

Si j = k, definamos &, = b C My, @, = dJ, = ().

Supongamos que hemos definido las tuplas para el caso j + 1, y definamos para j.

Sii <k, s(i) % s(j), definamos @} = a]™', & = &', & = d/*'. Como A C M)y
Cj+1Adj+1 C My, entonces tp(c;HAd;H,AS(])) € Da,,,- Asi, por el lema 3.11, existen

aeA cd*eM)talque,

) Gy 5
—J+1~3j+1 %A Tk
a) ¢ diT Ccd;
b) tp(], j)l_tp( A())?

c) tp(d;, Ay(j) U €;) es una estacionarizacién de tp(dj, ¢;).

Definimos ahora 07 =c; dJ = d* y a = aj.

Ahora, sii < ky s( ) < S(j) entonces i < j. Luego, definamos a = aJH,E{ =ty
d =d*tu U (M () a;). Asi, hemos definido al,é,d, para cada i.

IERR 17

Veamos que a’ dJ satisfacen las condiciones i),1i),i17). La condicidn i) es facil.

m? mﬂ m

ii) Sii # j, se tiene por hipétesis de induccién. Sii = j, entonces, como (A, Uj@. M)
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satisface la condicién de Tarski-Vaught, y por b) tenemos 7). iii) Si i 7é J, se tiene por
hipétesis de induccién. Sii = j, entonces, como Ay, My, ;< M, ) estan en amalga-
macién estable, del lema 3.27 y (c¢) tenemos (iii). Denotemos al e  di poray ¢, d;.
Por lo tanto,

i) tp(c;, U{e d; = s() < s(i)) b tp(Ei, Uy & dy),
i) tp(d;, U,-; (& d;) U E) es una estacionarizacién de tp(d;, ).

Veamos que ii)’ se tiene. Por i) y dado que tp(¢;,a;) - tp(cz, U,<; Ms@y), tenemos que
tp(ei, ai) = tp(es, Uy @'d). Ast tp(e;, U{@ dr = s(1) < s(0)) (CuUm &' dy).

eeen/ . . coe ,
Veamos que iii) se tiene. Por i), iii) y monotonia del rango tenemos,

Rl[tp(d;, Uic; Msy U )] < Rl[tp(d;, U@ d))U&)] < R[tp(d;, )]

Como R[tp(d;,U,; My U cl)] = Rltp(d;,&)] entonces, R[tp(d;,U,.;(ad) U )] =
Rltp(d;, ;). _
Definiremos, por induccién en ¢, una funcién elemental f; con dominio |J,_,(&"d;), v
fi(& dy) € Myisqy, fi(6 dy) = & dy, tal que (f); es creciente. El caso i = 0, es trivial.
Supongamos que hemos definido f;, y procedamos a definir f;,;. Para ello, consideremos
los dos siguientes casos, Caso 1. s(i) ¢ J
De la definicién de f;, tenemos que {fi(&"dy) : s(I) < s(i),l < i} € My(s(iy. Dado que
el I- s1stema es bueno, y h preserva el orden, existe c € My(ss)) tal que si extendemos
F{end - 1 < z,s(l) < 5(i)}, adjuntando como imagen de &, ¢;, obtenemos una
funcién elemental g;. Por ii)', fiUg; es una funcién elemental f;. Como tp(d;,¢;) es
estacionario, entonces g; también lo es. Sea B; C My ,z:y), tal que

p=tp(fileodo’, ..., Ci—1"di—1], Mys(ay))

y p | B; tienen el mismo rango, ¢, C B;, y elijamos d, € My s(iyy que realiza la esta-
cionarizacién de g; (tp(dz, cz)) sobre B;. Por el lema de simetria, tenemos que

to(d;, filéo dy’..."¢_1"d;_1]UE,) es la estacionarizacién de gz(tp(dz,cl)). Asi f;u{d; — d;}
es una funcién elemental.

Caso 2 s(i) € J
Si definimos f;41(Ciy1” d,H) = ¢;"d;. Como s(i) € J, por definicién de f; tenemos que f;
es la identidad en |J{&,"d; : | < i,s(l) < s(i)}, y asf fi;1 es una funcién elemental. [
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El siguiente lema nos brinda cierta facilidad para conocer si un cierto sistema es bueno.
Este dice que si deseamos saber si un sistema es bueno, sélo debemos concentrarnos en
la bondad de una sola enumeracion.

Lema 4.5 (Lema de simetria generalizado). Para sistemas finitos en la definicion
de sistema bueno, podemos reemplazar "para cada enumeracion”, por "para alguna enu-
meracion”.

Demostracion. Debemos probar que si el sistema es bueno para § = (s(0), ..., s(k — 1)),
entonces es bueno para ¢, donde t = (¢(0), ..., t(k — 1)) satisface que existe I*, s(i) = t(4)
para i # I*, I* + 1, y t(I*) = s(I* + 1), t(I* + 1) = s(I*)(tal que s(I* + 1) # s(I*)). Para
[ # 1*,1* + 1, las condiciones son las mismas que para 5. Sea [ = [*. Sean b, € My,
m < I*. Entonces b,, € Mgy, sim < I*,y by € Mgq+41y. Como 5 es bueno, existe
l_);n € Mymyns@) = Msmynea), m < 1™y bies1 = bpeyq, tal que by'by ... v b b . realizan
el mismo tipo. Veamos ahora que se tiene el caso [ = [*+1. Por el lema 4. 3(5) y lema 4.4,
se sugiere probar la condicién (b) del lema 4. 3( ). Sean b € Myg+11y, € € My+). Como
5 es bueno, tenemos que para cada b € Mx), tp(b, |, < M) es la estamonarlzamon
de un conjunto finito B C Ay;+). Deﬁnamos

D= Ui<l* Mf(i)

Por definicién de Z, tp(b, D) es la estacionarizacién de B C Ay« 11y, y tp(€é, DU Myge11y)
es la estacionarizacion de tp(¢, C) para algin conjunto finito C' C Ayq+) € D. Como
b € Myg-41), tp(¢, D U D) es la estacionarizacién de tp(c, C).

Como para cada ¢ € C,

Rltp(e, D Ub)] = R[tp(c, D)),
entonces, por la propiedad de simetria,
Rltp(b, D U¢)] = Rltp(b, D)] = Rltp(b, B)].
Asi,

Por lo tanto, tp(b, D U M,(+y) no rompe sobre B.
Ul

Lema 4.6. Sea § = {M; : s € I} un I-sistema, entonces S es bueno, si y solo si, lo
siguiente se satisface:

a) cada Agmy es bueno,
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b) siJ esun segmento inicial de I, entonces para algin s € J, no existet € J, s <1,
tal que para cada b € M, tp(b, UtGJ’t# M;) no rompe sobre algin conjunto finito
B C A,.

Demostracion. Probaremos por inducciéon sobre k, que si J es un segmento inicial de
I, |J| = k, entonces {M; : s € J} es un sistema bueno, suponiendo (a), (b). Si
n = 0 es trivial. Sea J segmento inicial de I, |J| = k + 1. Sea s € J dado por (b),
y sea (s(m) : m < k) una enumeracién de J tal que s(k) = s. Probemos (i), (ii)
de la definicién 4.2(2). Sil < k, se tiene por hipétesis de induccién. Supongamos
[ = k. Por hipdtesis (a), claramente (i) se tiene. Probemos ahora (ii). Por hipétesis
de induccién, {M,qn) : m < k} es bueno. Sean by, My (m < k). Debemos encontrar
b;ﬂ € Mym)ns(k) como en la definicién 4.2(2). Claramente no se pierde generalidad al
suponer que B C |J{b,, : s(m) < s(k)}, donde B es como en (b). Asf tp(b, Useizs M)
no rompe sobre J{b,, : s(m) < s(k)}. Como {Mm) : m < k} es bueno, por lema 4.4
aplicado a J\ {s(k)}, {s(m) : s(m) < s(k)} y h,h(s(m)) = s(m)Ns(k) en lugar de I,.J, h

respectivamente, existe {b,, : m < k} que cumplen (ii) cuando tomamos b, = by.

Veamos ahora la otra direccién. Sea & = {M; : s € I} un [-sistema bueno. La
condicién (a) se tiene dado que S es un sistema bueno(por definicién). Sea J segmento
inicial de I, y s € J tal que no existe t € J y s < t(existe, pues I es finito). Veamos
que s satisface (b). Sea b € M,, y sea § = (s(i) : i < k) una enumeracién de I tal
que 5 = (s(i) : i < j) es una enumeracién de J y s(j — 1) = s(es posible porque J es
un segmento inicial de I). Como S es bueno, la tripla A;_1), Myi—1), Um<].71 M(m)
estan en amalgamacion estable. Asf tp(b, Ag(j_1)U Upm<j_1 Ms(m)) no rompe sobre algin
conjunto finito B C Ay;_1). Por definicién de la sucesién 5, tenemos que A; = Ay
Y Usesies Ms = Upej1 Msgm), y ast se satisface (b). O

4.2 Excelencia

En esta seccion discutiremos las propiedades que llamaremos bondad, existencia y unici-
dad. Probaremos unos teoremas de trasferencia para estas propiedades que nos permi-
tirdn concluir que los sistemas plenos buenos que debemos conocer son los (Rg, P~ (n))-
sistemas para cada n < w. Esto conduce a la nocion de clase excelente pues definimos
esta a satisfacer propiedades de (Ng, n)-bondad, (Xg, n)-unicidad y (Xq, n)-existencia para
cada n < w las cuales nos permitirdn conocer cada (A, P~ (n))-sistema para cada A > N,.

Definicién 4.7. 1) K satisface(tiene) la propiedad de (A, n)-bondad si para cada
(A, P~ (n))-sistema pleno y bueno S, A% es un conjunto bueno.
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2) K satisface(tiene) la propiedad de (A,n)-existencia si cada (A, P~(n))-sistema
pleno y bueno S puede ser completado a un (A, P(n))-sistema débilmente bueno
y pleno, es decir, podemos encontrar un modelo M débilmente pleno sobre AS

[|M]] = A

3) K satisface(tiene) la propiedad de (X, n)-unicidad si dados S un (A, P~ (n))-sistema,
M;(I = 0,1) modelos tal que A5 C M;, ||M;|| = A\, M; débilmente plenos sobre AS
entonces My, My son isomorfos spbre Af .

4) K satisface(tiene) la propiedad de (A, n)-no unicidad, si para cualquie (A, P~ (n))-
sistema bueno y pleno S, existen M;(I = 0, 1) débilmente plenos sobre A5, || M;|| =
Ay no existe M débilmente pleno sobre AS e inmersones elementales f; : M; — M,
fol AS = fi | AF =id.

5) K satisface(tiene) la propiedad de (A, n)-x fuerte, donde x es uno de los siguientes:
bondad, existencia, unicidad o no unicidad, si en las definiciones dadas de 1) a 4)
no requerimos que los sistemas sean plenos, pero en 3) los modelos M; aun deben
ser débilmente plenos.

Lema 4.8. 1) La propiedad de (Ro,n)-existencia fuerte siempre se tiene.

2) Las propiedades de (No,n)-bondad(fuerte), (No,n)-ezistencia(fuerte) y (RNo,n)-no
unicidad(fuerte) se tienen para n =0, 1.

3) La propiedad de (No,n)-unicidad(fuerte) es equivalente a la propiedad de(Ro,n)-
bondad(fuerte).

4) Sila propiedad de (A, 1)-existencia se tiene, entonces la propiedad de (A, n)-existencia
se tiene, siy solo si, para cada (A, P~ (n))-sistema pleno y bueno, existe M tal que
AS C M.

Demostracion. 1) Sea S un (Xg, P~ (n))-sistema, luego AS es un conjunto atémico con-
table, asf existe M modelo contable tal que AS C M .

2) La propiedad de (Rg,n)-bondad se tiene facilmente(n=0,1), pues P~ (n) = 0, {0},
para n = 0,1 respectivamente, y todo modelo contable M es bueno. La propiedad
(N, 0)-existencia fuerte es trivial, pues Ky, # (. Sea M un modelo contable, y sea
p € S™(b) estacionario. Claramente la dimensién de p para (0, |M|,|M]) es > R.
Asi M es débilmente pleno y se satisface la propiedad de (N, 1)-existencia. Dado que
existen modelos universales sobre modelos contables, se satisface la propiedad de (R, 1)-

existencia(La propiedad de (X, 1)-existencia fuerte se tiene como caso particular de (1)).
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3) Como bondad implica unicidad, debemos ver la otra direccién. Sea S un (Rg, P~ (n))-
sistema. por (1) existe M, AS C M. Sea N modelo universal contable sobre M, asf
N es pleno sobre M, de hecho N es pleno sobre AS. Sea M; D AS, y sea N; modelo
universal contable sobre M;, y asf es pleno sobre AS. Por lo tanto por la propiedad de
(Ng, n)-unicidad, N, Ny son isomorfos sobre A,. Y asi concluimos que N es universal
sobre AS. Asi AS es bueno por los lemas 3.7y 3.8.(En el caso que se tenga la propiedad
de (Ng, n)-unicidad fuerte, entonces M, M; son isomorfos, y asi concluimos nuevamente
que N es universal sobre A%).

4)Supongamos que la propiedad de (A, n)-existencia se tiene. Sea S un (A, P~ (n))-
sistema pleno y bueno. Por hipdtesis, existe M, AS C M. Para la otra direccién,
tomemos S un (\,P~(n))-sistema pleno y bueno. Por hipétesis, existe M D AS. Por
la propiedad de (A, 1)-existencia, existe un modelo My, ||M;|| = A, pleno sobre M. Asi
M, es pleno sobre AS. O

Teorema 4.9. 1) Supongamos:

a) I es un segmento inicial de Iy, n(ly) < n*.
b) S' ={M,:s € L} es un () I)-sistema pleno y bueno.
c) K satisface las propiedades de (A, < n*)-existencia y bondad.

Entonces podemos completar S' a un (\, Iy)-sistema pleno y bueno.

2) Sien (1), K satisface la propiedad de (\, < n)-unicidad, entonces la completacion
de S' dada por (1) es tnica.

Demostracion. 1) Sea 5, = {s(i) : ¢ < k;} una enumeracién de [;, para 1,2. Podemos
tomar 5; C 55, dado que I; es un segmento inicial de I5. Definamos ahora M,;) para
ki1 < i < kg por induccién sobre i. Por el lema 4.5 es suficiente probar que el conjunto
{Myu) i < ka} es bueno para la enumeracién 5,. Debemos definir M,;) modelos
débilmente plenos sobre A, a satisfacer las condiciones (i), (i7), (74¢) de la definicién
4.2(2), bajo la suposicién que el conjunto {My;) : j < i} es un sistema pleno y bueno,
1Ml = A

Sea g : P~(n) — Is,n = |s(i)|. Por el lema 4.5, tenemos que {My) : s € P~(n)} es
un (A, P~ (n))-sistema pleno y bueno. Por la propiedad de (A, n)-existencia , existe un
modelo M pleno sobre (J{My) : s € P~ (n)} = Agyu), ||M]|| = A, y por la propiedad de
(A, n)-bondad tenemos que A,y es un conjunto bueno, asi hemos satisfecho la condicion
(i) de la definicién 4.2(2). Como (Asu),U;; Ms(j)) satisface la condicién de Tarski-
Vaught, por el lema 3.24, existe una funcién elemental f, f [ Ay, = id, tal que la tripla
Asgiy, fF(M),U;; Mi(j) estan en amalgamacién estable, y f(M) es débilmente pleno sobre
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Aggy. Asl, si definimos My, = f(M), por el lema 4.6 concluimos que M, satisface las
condiciones requeridas.

2) Seguimos la prueba de 1) y usamos (A, < n*)-unicidad para ver que M es tinico sobre
Ags)- Asi concluimos que M,;) es tinico sobre A). O

Ahora, veremos que del teorema anterior podemos deducir la existencia de (A, P~ (n))-
sistema, si se tienen la propiedades de (< A, n)-bondad y (< A, n)-existencia.

Corolario 4.10. Sea n > 1. Supongamos que las propiedades de (A, < n)-existencia y
(A, < n)-bondad se tienen. Entonces existe un (XA, P~(n))-sistema pleno y bueno, y es
tnico si ademds se satisface la propiedad de (A, < n)-unicidad.

Demostracion. Sea Iy = {0}, Iy = P~ (n) y S' = {M; : s € I}, donde M, es un
modelo pleno, ||M|| = A(M, existe dado que tenemos la propiedad de (A, 0)-existencia).
Dado que n(Iy) < n, del teorema 4.9(1) concluimos que podemos completar S a un
(A, P~ (n))-sistema pleno y bueno 8?. Si ademds se satisface la propiedad de (\, < n)-
unicidad, por teorema 4.9(2) concluimos que S? es tinico salvo isomorfismo sobre S*.
Ademds M;(s € I;) es unico salvo isomorfismo ya que se satisface la propiedad de (A, 0)-
unicidad. Asi concluimos que existe un tnico (A, P~(n))-sistema pleno y bueno salvo
isomorfismo. OJ

Teorema 4.11. 1) Si A es un conjunto atémico, podemos encontrar enumerables
funciones de A en A tal que, B C A es cerrado bajo esas funciones, entonces

a) (B, A) satisface la condicion de Tarski-Vaught.

b) A es bueno, si y sélo si, B es bueno.

Lema 4.12. Supongamos que S = {M; : s € I} es un (A, I)-sistema [pleno/bueno. Si
la propiedad de (< A\,n(I) + 1)-bondad se tiene, entonces podemos definir M (a < )
tal que:

a) M es creciente, continua, ||M$| =N + |af, My = J o\ MS,
b) S*={M2:se€l} esun (Ny+ ||, I)-sistema [pleno]bueno,

a8
¢) para o < 3, 8% es un sistema (No + |, I x {a, 8})[pleno]bueno, donde M5

Lema 4.13. La propiedad de (Xg, n)-bondad implica la propiedad de (A, n)-bondad, para
cada .

Teorema 4.14. Sea A\ > W,. Si las propiedades de (< A\, < n + 1)-unicidad y
(< A\, < n+ 1)-bondad se tienen, entonces la propiedad de (A, n)-unicidad se tiene.
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Demostracion. Sea S = {M; : s € P~(n)} un (A, P~ (n))-sistema pleno y bueno, y
supongamos para [ = 0,1 que M! ||M!|| = A\, completan el sistema S a sistemas S, es
decir, MSt = M! y M! son modelos plenos sobre A,. Luego por lema 4.12 obtenemos
modelos M. S.p.d.g tenemos para s € P~(n), M>* = M>*. Definimos por induccién
sobre a < A un isomorfismo f, de M>* en MY*, (f,)a creciente, fo | A2 =ida. Por
la propiedad de (< A,n)-unicidad podemos definir f,, con @ = 0. Y si « es un limite

ordinal, definimos f, = Uz, fs- Si @ = 3+ 1, tomamos gs una extensién de fs cuya
D o . , : sy spe
restriccion a A es la funcién identidad. Asi gz es un isomorfismo de A}%, en A}, y

por la propiedad de (< A, n+ 1)-unicidad, podemos extender gz a un isomorfismo f, de
M2 en MY pues A% ML A% estéan en amalgamacién estable. O

El siguiente gréafico ilustra la construccién del isomorfismo en el lema anterior cuando
n=2.

1, 1, 0, 0,
Mg Mgy Mg Moy
; N ; AN

o 1, 0,a
My My My My
1,8 1,8 0,3 8
M{og\ Mgy M{o"“{\ Mgy
N , N | ,
Mg— M) Mg——— M)

Teorema 4.15. Sea A > Ny. Si las propiedades de (< A\, < n + 1)-ezistencia y (< A, <
n)-bondad se tienen, entonces la propiedad de (A, n)-existencia se tiene.

Demostracion. Sea S = {M;:s € P~ (n)} un (A\,P~(n))-sistema, y sea M (a < \,s €
P~(n)) como en la conclusién 4.12. Asf la propiedad de (< A, < n+ 1)-bondad se tiene.
definamos por induccién sobre o < A, un modelo M tal que:

a) MY es creciente y continua

b) A% C M, M2 es plenos sobre A%, y [|[M2]| = No + «,

c) A% M, A>Tl estdn en amalgamacion estable,

d) para cada ¢ € M y tipo estacionario p € D., la estacionarizacién de p sobre
M2 U A%t es realizado en M2

Por la propiedad de (< \,n)-existencia podemos definir M? y por lema 3.24 puedo
definir los modelos tal que se satisfaga la condicién (c). En el caso de a ordinal limite,
de los lemas 3.28(3) y 3.29 las condiciones se satisfacen. Supongamos ahora, a = 3+ 1.
Asf 82 es un sistema pleno y bueno. Ademds M? es pleno sobre A7 y A8 MBS A“

(
(
(
(

49



estan en amalgamacién estable. Para s € P~ (n + 1), sea M MP sis =n,y M
sine€seP (n+1) Asi {M}:s € P (n+ 1)} es un sistema pleno y bueno por el
lema 4.6. Por la propiedad de (< A, n + 1)-existencia, podemos definir M2 un modelo
que satisfaga (a), (b), (d)((d) se tiene dado que M2 es pleno sobre MP U AP). Nueva-
mente por lema 3.24, podemos suponer que M cumple la propiedad (c). Si definimos
M, =,y M. Por el lema 3.27 tenemos que la estacionarizacién de p sobre M U A2
es realizada en M. Del lema 3.29(iii), tenemos que M, es débilmente pleno sobre
A,. O

Teorema 4.16. Sea n > 1. Si las propiedades de (A, n)-existencia, (X, 1)-existencia,
(A, 1)-unicidad se tienen y la propiedad de (\,n)-no unicidad falla, entonces para algin
(A, P~ (n))-sistema S existe un modelo universal sobre A, de cardinalidad \.

Definicion 4.17. Una clase de modelos K es excelente si para cada n la clase tiene las
propiedades de (Rg, n)-bondad, (Rg, n)-existencia y (Xg, n)-unicidad.

Teorema 4.18. Si K es excelente, entonces
1) K tiene las propiedades de (\,n)-bondad, (\,n)-existencia y (A, n)-unicidad.
2) en K existe un unico modelo pleno de cardinalidad \, para cada A

Demostracion. 1)Para A = Vg se tiene el resultado por hip6tesis. Por lema 4.12 tenemos
que la clase K tiene la propiedad de (A, n)-bondad para cada \. Sea A\ > R, y supong-
amos por hipdtesis de induccién que tenemos las propiedades de (< A, n)-existencia
y (< A,n)-unicidad, para cada n. Por teoremas 4.14 y 2.4 tenemos que K tiene las
propiedades de (A, n)-unicidad y (A, n)-existencia para cada n.

2) Por 1) tenemos que clase tiene la propiedad de (), 0)-existencia, es decir, existe un
modelo pleno de cardinalidad A y es tnico salvo isomorfismos, pues por 1) la clase K
tiene la propiedad de (A, 0)-existencia. O

Lema 4.19. Si K es excelente, entonces para cada (A, P~(n))-sistema, tenemos que

existe un modelo primario sobre | J,., M.

Demostracion. La prueba es por induccion sobre A. Si A = N, entonces existe un
modelo primario sobre | J,,, M por la propiedad de (X, n)-bondad. Supongamos ahora
que para cada k < A, existe un modelo primario sobre cada (k, P~ (n))-sistema. Sea
S un (A, P~ (n))-sistema. Por lema 4.12, existe una resoluciéon Mg, para cada a < A,
con ||MZ]| = No + |a]. Como §* = {M? : s € P (n)} es un (Xg + |af, n)-sistema,
entonces existe un modelo primario sobre N, sobre  J,,, Mg, para cada a < A. Podemos
suponer que si a; < as < A entonces N,, < N,,(dado que N, son primos sobre A).
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Definamos N = |J,,., M. Veamos que N es primario sobre | J,,, M. Para cada a < A,
No = U,e,, M2 U{ad i < Ry + |}, donde (af : i < Ry 4+ |a]) es la construccion de N,
sobre J,-,, M. Construyamos una construccién (a; : i < ) para N sobre (J,., M;.
Sea B = J,.\{af : i < a} y ap = a;, donde

I = min{(a,9) : aff € B\ Uy, M o < A},

y (a,3)< (8,7), sty solosi, « < fyi < j. Supongamos que hemos definido (a; : j < 7).
Tomemos a;4; = ay, donde

I'=min {(a,7 < Ro+|a]) : tp(a§, U,c,, Ms U{a; : j <i}) es aislado, y
aj € B\ Uy, MS o < A}

Asi (a; 1 i < \) es una construccién de N sobre |, -, M.

sCn S

O

Teorema 4.20. Sea K una clase excelente. Si K es categorica en al menos un cardinal
no contable, entonces K es categorica en cada cardinal no contable.

Demostracion. Sea p el primer cardinal no contable tal que K no es p-categérica. Por
teorema 4.18(2), existe un modelo M € K que no es pleno. Entonces existe un tipo
estacionario p € S(c¢) con c finito en M, y A de cardinalidad x < p, tal que su esta-
cionarizaciéon ¢ € A, no es realizado en M. Sea (M; : i < k) una seciencia creciente
y continua de modelos, con A C My, M; < M, M;,1 # M,. Elijamos a; € M;y; \ M;
tal que tp(a;, M;) no rompe sobre b;, para i < k™. Por el lema de Fodor, podemos
suponer que cada b; € My. Ademéds por w-estabilidad podemos suponer que tp(a;, M)
es constante para cada i < k¥, y b; = b para cada i < k*. Por lo tanto, tenemos un
tipo r € S(b) y (a; : i < kT) tal que tp(a;, M;) extiende r y no rompe sobre b. Asi, en
particular (a; : ¢ < k1) es una secuencia indiscernible. Sea (N, : n < w) una cadena se
modelos creciente y continua de modelos contables

(Np:n <w),

tal que bc € Ny, N,, < M,,, a,, € N,, 11\ N, realizan la d-estacionarizacién de r en S(N,,),
y N, no realiza el tipo ¢* = ¢ | ANNy. Sea (N; : i < \) una cadena creciente, continua de
modelos tal que a; € N;; realiza la d-estacionarizacién de r en S(N;) y N;11 es primario
sobre Nja;. Sea Ny = |J,., Ni. Asi N, es constrible sobre N, U {a; : i < A}. Veamos
ahora que N, no es pleno. Supongamos que d € N, realiza ¢*. Asitp(d, N,U{a; : i < \})
= g%, vy es aislado sobre a U a;,...a;,,, con a € N, yn < i < ... < iy, < A. Por
indiscernibilidad de (a; : n < i < \), podemos suponer que iy < ... < i, < w. Asi, ¢* es
realizado en N, ;. O
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Conclusiones

En este capitulo concluimos con la demostracién del teorema de Morley para cada clase
excelente cuya prueba estd basada en poder garantizar la existencia de modelos primar-
ios. A conocer esto Shelah introdujo las propiedades de bondad, unicidad y existencia
las cuales dependian de una nociéon de independencia al llamé amalgamacion estable.
Esto permitio en clases excelentes conocer cada (A, P~(n))-sistema y se logré garanti-
zar la existencia de modelos primarios sobre la unién de los modelos pertenecientes a
un mismo (A, P~ (n))-sistema. Ademds probamos que en una clase excelente K existen
modelos de cardinalidad arbitraria. De hecho se demostro la existencia de un modelo
pleno de cardinalidad A para cada A > V. Posteriormente Rami Grossberg y Bradd
Hart en [9] llevaron a cabo un trabajo de clasificacién para clases excelentes que culminé
en la prueba del teorema del Main Gap para este tipo de clases.
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Capitulo 5

Estructuras cuasiminimales
excelentes

Sea C la clase de estructuras cerradas bajo isomorfismos que satisfacen las suposiciones
1-3:

Suposicién 1(pregeometria) Para cualquier H € Cy X C H, existe un superconjunto
X Cel(X) C H que satisface:

i) c(X)eC
i) cl(Y) =U{ cl(X): X CY, X finito }
ili) X — cl(X) es un operador monotono, e idempotente.

Definicién 5.1. Sean HH € Cy G C H,G C H'. Un G-monomorfismo es uan
funcién parcial f: H — H', f | G = id, que preserva férmulas libres de cuantificadores
sobre G.

Definicién 5.2. Un conjunto no vacio X C H se dice cl-independiente sobre G, si
d(G)NX =10
y para cualquier Yy, Y, C X
cAd(YTUG)N (Yo UG)=cl((Y1NY,) UG)

X se dice cl-independiente, si es cl-independiente sobre ()
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Suposicién 2. Sea G C H,G C H',g € C 6 G = (). Entonces

i) SiXyX " son cl-independientes sobre G, subconjuntos de H, H' respectivamente,
entonces cualquier biyeccién f: X — X' es un G-monomorfismo.

ii) Si f:XU{y} — X U{y'} es un monomorfismo, entonces
y € cl(X), si ysolosi, y € cl(X).

Suposicién 3(w-homogeneidad sobre modelos) Si f : H — H' un G-monomorfismo
parcial, Dom(f)=X, X finito, entonces para cualquier y € H existe y € H tal que
fU{{y,y)} extiende f y es un G-monomorfismo parcial.

Definicion 5.3. Sea H € C. Decimos que H tiene la propiedad de clausura contable, si
para cualquier conjunto finito X C H, cl(X) es contable.

Lema 5.4. Sea M € K una estructura no contable, entonces

1) Para cada conjunto finito X C M, si a,b € M\ cl(X), entonces a,b realizan el
mismo Ly, ., tipo sobre X.

2) Cada Ly, ., conjunto definible de M es contable ¢ tiene complemento contable.

Demostracion. 1)777

2) Supongamos que que ¢ y —¢ tiene no contables soluciones, con ¢ definida sobre X.
Como cl(X)es contable, entonces existen a,b ¢ cl(X) que satisfacen ¢, —¢ respectiva-
mente. Esto contradice 1). U

Lema 5.5. 1) Sea Ay C H,A, C H' conjuntos independientes y G =cl(Ag) y
G =cl(Ay) contables. Entonces, dada una biyeccion fy : Ay — AE], existe un
1somorfismo
f:G— G que extiende f;.

2) Si X es un conjunto independiente de cardinalidad Ny, y f es un G-monomorfismo
parcial de X en X', entonces existe g un G-monomorfismo parcial de cly(G U X)
en cly (GUX') que extiende f.

., . ’ r. ’ . .,
Demostracion. Sean Ay = {a; : i < w}, Ay ={q; : i <w}y fo(a;) = a;. Por induccién
sobre ¢ supongamos que existe un isomorfismo

gi : clay,...,a;) — clay, ..., ay),
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tal que g;(a;) = a;-, para todo j < i. Como {a;41}, {a;,;} es cl-independiente sobre
cl(ay, ...,a;), cl(a,...,a;) respectivamente, se sigue que g; : cl(ay,...,a;) U {a;1} —
cl(ay, ...,a;) U {a;,;} es un monomorfismo. Usando w-homogeneidad y un argumento
de back and forth(pues G'y G’ son contables) podemos extender g; a un isomorfismo
fiy1 de cl(ay, ...,a;41) sobre cl(ay, ...,a;,;) (por suposicién 2(iii)). Asi f = |J, f; es un
isomorfismo de G en G que extiende f;. O

Lema 5.6. Supongamos que K y la relacion x € cl(y) es definida por una sentencia
Y de Ly, . St exviste H € K el cual contiene un conjunto infinito cl-independiente,
entonces existen elementos de K de cardinalidad arbitraria que satisfacen la condicion
de clausura contable.

Demostracion. Sea X un conjunto contable independiente de H y sea Hy = cly(X).
Sea L* un fragmento contable de L, ., que contiene ¢. Asi Hy <y« H; donde H; es la
clausura de X U a y a es indeopendiente de X. Realizando este argumento, podemos
construir una cadena L* creciente y continua de elementos de K de cualquier longitud «.
Dado que la cadena es L*-elemental, cada H, € K. Sea X un conjunto contable.?? [J

Suposicién 4 ¢l satisface la propiedad de intercambio: y € cl(Xz) \ ¢l(X) implica que
x € c(Xvy).

Definicién 5.7. 1) Para cada conjunto X C H, denotamos /™ (Y) = Jycy cl(X)
=z

2) Decimos que C' es un sistema cl-independiente n-dimensional si C' = cl=(Z) y Z
es un conjunto independiente de cardinalidad n.

Suposicién 5 Sea G C H,H € K con G vacio o en K. Supongamos Z C H \ G es
un sistema independiente n-dimensional, C' = ¢/~ (Z), y X C cl(Z) finito. Entonces
existe Cy C C tal que: para cada G-monomorfimo parcial f de X en H', para cada G
-monomorfismo parcial f; de C' en H', si f U (f, | Cy) es un G-monomorfismo parcial,
f U fi es también un G-monomorfismo parcial.

Definicién 5.8. Decimos que M € K es primo sobre el conjunto X C M si para cada

monomorfismo parcial de X en N € K se puede extender a un monomorfismo parcial
de M en N.

Lema 5.9. Sea G C H,H' € K con G vacio ¢ en K vy contable. Supongamos Z C H\G
es un sistema independiente n-dimensional, C = cl~(Z), entonces cl(Z) C H es primo

sobre C'.
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Demostracion. Sea f una inmersién de C' en H' que contiene G. Debemos extender
f a una funcién g de cl(Z) en H'. Sea (a; : i < w) una enumeracién de cl(Z), y
A, = {a; : © < n}. Por suposicién 5 , podemos definir una sucesién creciente de c
onjuntos finitos B,, n < w, tal que tpgr(Ay, By H) F tpgs(An,C;H) y U, Bn = C.
Luego, por el lema 5.5(1), podemos construir una sucesién creciente de funciones f,,
dom(f,) = A, U B,. Entonces | J,_,, f» es una inmersién de cl(Z) en H " O

Teorema 5.10. Sea C una clase cuasiminimal excelente. H,H € C, con la propiedad

’

de clausura contable, A C H, A" C H' independientes y cl(A)=H, cl(A)=H'.
Supongamos que existe una biyeccion fy : A — A'. Entonces existe un isomorfismo
f:H — H que extiende f,.

Si A es finito o contable, se tiene el resultado por el lema 5.5. Supongamos que A es no
contable. Sea Ay C A conjunto infinito contable. Sea fo(Ag) = A, € A’. Asi podemos
suponer fo identica sobre Ay. Del lema 5.5 podemos aducir que clz(Ag)=cl}(Ag) Con-
tinuaremos la prueba, a través de unos resultados intermedios. Por comodidad, escribire-
mos monomorfismo en lugar de monomorfismo sobre G, y ¢l(X) denotard cl(X U Ap).

Lema 5.11. fy es un monomorfismo.
Demostracion. Sea Y,Y; C A\ G, de lo que deducimos:
cdYiUG) N cl(YaUG)=cl((Y1UG) N (Y2UG))=cl((Y1 NY2) UG)

La segunda desigualdad se tiene a causa de la independencia de A. Usando la idempo-
tencia del operador cl(suposicién 1(iii)), tenemos

c(G) N(A\G) =GN (A\G) =10

Asi concluimos que A\ G es independiente. Un razonamiento similar conduce a la inde-
pendencia de A"\ G. Por lo tanto, por suposicién 2(i) tenemos que fy es un monomor-
fismo. O

Lema 5.12. Supongamos X,Y C A;. Supongamos b € cl(AgUX) yce cl(AgUY) y
p(b, ¢, g) para alguna formula libre de cuantificadores. Entonces existe un funcion 7 en
cl(AgUY) cuyo dominio incluye bU cU g, que fija cU g, y tal que p(b™, ¢, g)

Demostracion. Sea A* C A, tal que g € cl(A*), b € cl(A*X), vy ¢ € cl(A"Y). Sea
Go = cl(A*Y). Extendamos la funcién identidad sobre G a una funcién 7; con dominio
GoUX, enviando X \ 'Y en Ay \ (A*UY). Por suposicion 2(i), m; es un Go-monomorfismo
parcial. Por el lema 5.5, existe un Gy-monomorfismo parcial 7 de c/(A* U X UY) en
cl*(Y') que extiende m;. Asi 7 fija b, g pues extiende la identidad sobre Gy, y como 7 es
un Go-monomorfismo se satisface p(b™, ¢, g) . O
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Lema 5.13. Sean X,Y, Y C A;. Seab € cl(AgUY), c € cl(AUY) yc € cl(AUY").
Supongamos que f es un G-monomorfismo parcial que envia ¢ en ¢ . Entonces f es un
cl*(X) monomorfismo.

Demostracion. Supongamos que f no es un c/*(X)-monomorfismo. Por lo tanto, existen
bec*(X)y g€ Gy plibre de cuantificadores tal que p(b, ¢, g) A —p(b, ¢, g). Por lema
5.12, existe m en cl(Ao UY UY") que fija ¢, ¢, g v tal que p(b™, ¢, g) A =p(b™, ¢, g). Pero
esto contradice la hipdtesis que dice que f e un G-monomorfismo parcial que envia ¢ en

!

c ]

Lema 5.14. Sen X, Y C A, yx, by son G-monomorfismos de H en H' con dom(vx) =
cl(AgUY) y dom(iy) = cl(Ay) que concuerdan en dom(vx) = cl(AgUY ) Ndom(¢y) =
cl(Ay). Entonces x Uty es un G-monomorfismo.

Demostracion. Por lema 5.5 existe un G-monomorfismo ¥ xy que extiende ¥ x y envia
c*(XUY)en H'. Como thx Uty es una funcién parcial con dominio cl*(X) U cl*(Y),
se sugiere probar que si dados b € cl*(X),g € Gy ¢ € cl*(Y) y cualquie libre de cuan-
tificadores p, tenemos H' = p(vx(b),vxy(c),g), si y sélo si, H = p(¢x(b), ¥y (c),g).
Como ¥ Xuyow;l es un G-monomorfismo parcial que envia 1y (¢) en ¥ xyy, por el lema
5.13 concluimos el lema. O

Corolario 5.15. Supongamos (X; : i < m) son subconjuntos de A y que cada 1y, es
un G-monomorfismo parcial de H en H' con dom(vx,) = (Ao U X;) y ademds x, y
Yx,; concuerdan en Yx, Nx,. Entonces vx Uty es un G-monomorfismo parcial.

Como H = limxca;x|<x,cl(X). Asi, se sugiere probar que para cada finito X podemos
elejir una funcién parcial ¥x : cl(X) — H' tal que si X C Y entonces 1y C vy. Esto
serd hecho por induccién en |X|. Supopngamos que |Y| =n + 1 y hemos definido 1 x
para cada X, | X| < n. Probaremos lo siguiente,

1) ¢y :cl=(Y) — H', definida por 1y = Ucy ¥x es un monomorfismo,

2) 1y se puede extender a 1y definida sobre cl(Y').

1) se tiene por induccion y corolario 5.15, notando que las hipdtesis se satisfacen por
la propiedad de intercambio. El inciso 2) se satisface por el lema 5.9. Asi tenemos que
el tipo de isomorfismo de un modelo en K con clausuras contables, estd determinado
por la cardinalidad de una base dada por c¢l. Por lo tanto, si M € K tiene clausuras
contables, su dimensién es | M||. Asi, existe un unico modelo en cada cardinalidad no
contable que tiene clausuras contables.
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Capitulo 6

Clases elementales abstractas

En este capitulo no pretendo demostrar hechos acerca de clases excelentes, sino dar un
bosquejo de resultados obtenidos en otras areas de teorias de modelos como son teoria de
modelos homogeneos desarrollada inicialmente por Shelah y ultimamente por Lessman,
y un tratamiento en clases elementales abstractas.

Lessman probo el siguiente teorema de categoricidad al estilo Baldwin-Lachlan cuando
la clase KC es excelente.

Lema 6.1. Sea K excelente y categorica en algun cardinal no contable. Entonces cada
modelo es primo y minimal sobre la base de una pregeometria dada por un conjunto
cuasiminimal. Ademds, el tamano de la base determina el tipo de isomorfismo de los
modelos en K, y K es categorica en cada cardinal no contable.

Veamos el siguiente hecho.

Lema 6.2. Sea IC la clase de modelos atomicos de una teoria de primer orden contable,
que tiene la propiedad de Ng-amalgamacion. FEntonces st A es un conjunto contable
bueno, entonces A € Ab(K).

Demostracion. Supongamos que A es un conjunto contable bueno, y sean My, My mod-
elos en K que contienen A. Como A es bueno, existen modelos primarios sobre A,
M{ < My, Mé < Ms y un isomorfismo f : M{ = Mé Por la propiedad de N,-
amalgamacion, existen M*, M** contables y fi, f2, g1, g2 tal que el siguiente diagrama
conmuta.
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M1 M* M**

fi f2
ud (41 92
M, 7 M, = M,
De esto concluimos que A € Ab(K). O

Luego, si S es un (A, P~ (n))-sistema y K es excelente, entonces existe un modelo pri-
mario sobre AS. Por lo tanto si la clase K tiene la propiedad de amalgamacién, entonces
AS € Ab(K), por un argumento similar a la prueba del lema anterior. Asi, a tratar
la nocion de excelencia en un contexto més general como clases elementales abstractas,
podemos pensar en reemplazar la nocién de bondad por una nocién de amalgamacion.
Grossberg y Kolesnikov en el contexto de clases elementales abstractas, demostaron que
si (IC, ||)) es excelente, entonces es LS(K)-tame, donde (|J es una nocién de indepen-
dencia, a la que ellos llamaron bifurcacién definida sobre conjuntos en Ab(K), y cuya
definicion de excelencia esta atada al concepto de bases de amalgamacion.

Definicién 6.3. Sea (I, |J) una nocién débil de bifurcacion. Decimos que (K, ||)) tiene
la propiedad de (\, n)-existencia si para cada sistema estable S= {M, : s € P~ (n)} existe
un modelo que contiene A%,

Definicién 6.4. Sea (IC, (|J) una nocién débil de bifurcacién. Decimos que (I, |J) tiene
la propiedad de (\,n)-no-unicidad si para cada sistema estable S = {M; : s € P~ (n)}
de modelos de cardinalidad \ tenemos: AS € Ab(K)

Definicién 6.5. Sea (K, ||J) una nocién débil de bifurcacién. Decimos que (I, ||))
tiene la propiedad de (A, n)-bondad si (KC, ||)) tiene las propiedades de (A, n)-simetria,
(A, n)-existencia y (A, n)-no-unicidad.

Definicién 6.6. Sea (IC, (|J) una nocién débil de bifurcacién y sea A > Ry. Decimos que
(K, |)) es A-excelente si (K, ||)) tiene la propiedad de (A, n)-bondad para cada n < w.
Si A = LS(K) decimos que K es excelente.

Teorema 6.7. Si (IC, ||J) es excelente entonces K es LS(KC)-tame.

Teorema 6.8. Supongamos que K tiene la propiedad de (Ro, n)-amalgamacion para ca-
dan < w. Entonces K tiene la propiedad de (\,n)-amalgamacion para cada \.
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Recientemente Hyttinen, Lessman y Shelah trataron la nocion de excelencia en la prueba
del teorema que serd enunciado a continuacién desde el punto de vista de estabilidad
geometrica, generalizando un resultado obtenido por Hrushovski que dice que si € es un
modelo saturado suficientemente grande de una teoria de primer orden estable y p,q €
S(A) son tipos regulares tal que para algin n < w el tipo p™ es débilmente ortogonal a
¢“ vy p"*! es no ortogonal a ¢¥. Entonces n = 1,2, 3, y sin = 1, entonces € interpreta un
grupo abeliano, y si n = 2,3 entonces € interpreta un cuerpo algebraicamente cerrado.

Teorema 6.9. Sea K excelente y € un modelo pleno suficientemente grande que con-
tiene un conjunto finito A. Seap,q € Sp(A) no acotados y p cuasiminimal. Supongamos
que existe un entero n < w tal que,

(1) Para cada n-tupla independiente ay, ..., a,—1 independiente de realizaciones de p y
un conjunto contable C' C @), tenemos

dim(ag...a,—1/AC) =n

(2) Para alguna (n+1)-tupla ay, ..., a, de realizaciones de p y algin conjunto contable
C C Q tenemos,

dim(ag, ...,a, /AC) <n

Entonces € interpreta un grupo G que actua sobre la pregeometria P’ inducida sobre el
conjunto de realizaciones de p. Ademds G interpreta un grupo no clasico, o n < 3 v,

. . , /
Sin =1, entonces G es abeliano y actia reqularmente sobre P,
Sin = 2, entonces la accion de G es isomorfa a la accion afin de K x K*,

Sin =3, entonces la accion de G sobre P’ es isomorfa a la accion de PG Lo(K) sobre
la linea proyectiva PY(K) del cuerpo algebraicamente cerrado K.
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