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Introduccion

La teoria de estabilidad geométrica nacié con el estudio de pregeometrias, dadas por la clau-
sura algebraica en conjuntos fuertemente minimales, dentro de las investigaciones de Baldwin
y Lachlan sobre teorias no-contablemente categéricas ([3]). Desde entonces se ha desarrollado
enormemente y ha tenido su mayor éxito en sus aplicaciones tanto dentro de la teoria de mo-
delos, como la solucién de Zilber de la conjerura de que ninguna teoria completa totalmente
categérica es finitamente axiomatizable ([13]), como a otras ramas de la matemética como la
geometria algebraica o el algebra, siendo la mas significativa la demostracién de Hrushovski de
la Conjetura de Mordell-Lang para cuerpos de funciones de caracteristica arbitraria ([4]).

Uno de los temas en esta drea es el andlisis de las estructuras, en particular grupos y
cuerpos, interpretables en una estructura dada. En el caso de modelos de teorias estables, o méas
particularmente w-estables, este andlisis se da principalmente en dos direcciones, en una de ellas
se estudian las propiedades modelo tedricas y geométricas de la estructura inicial que garantizan
la existencia de grupos interpretables en ella, adicionalmente, en la otra direccion se estudian las
propiedades algebraicas de los grupos que aparecen en estas situaciones, como ejemplos de esta
corriente podemos citar el Teorema de Reineke que establece que todo grupo infinito w-estable
tiene un subgrupo abeliano definible infinito y el resultado de Macintyre de que todo cuerpo
infinito w-estable es algebraicamente cerrado ([11, p. 258-260]).

Recientemente se han generalizado algunos resultados de la teoria de estabilidad geométri-
ca a contextos no elementales, es decir, aqullos en que se estudian clases de modelos no axioma-
tizables con teorias de primer orden, como la teoria de modelos homogénea o las clase excelentes
que aparecieron anteriormente dentro del programa de la teoria de clasificacién liderado por
Shelah. Este trabajo ha encontrado especial atencién, entre otras cosas, porque las investigacio-
nes sobre la teoria de modelos de estructuras analiticas han conectado temas de la matematica
tradicional con la teoria de modelos de clases no elementales haciendo necesario el desarrollo de
herramientas analogas a las que se tienen en primer orden.

El teorema de Hyttinen, Lessmann y Shelah en [9], que generaliza un teorema de Hrus-
hovski en primer orden [7], es un ejemplo de este trabajo; en él se incluyen las dos direcciones
antes mencionadas, por un lado, se presentan los tipos cuasiminimales, que son los objetos re-
levantes en este caso sobre los que se tiene una pregeometria, y se encuentran condiciones de
estabilidad y condiciones geométricas que garantizan la existencia de un grupo interpretable que
actia sobre la pregeometria, por otra parte, se busca una descripcién completa de los grupos
que pueden aparecer en estas situaciones y sus acciones correspondientes, este paso sigue ideas
del teorema de Hrushovski pero, a diferencia de éste, deja algunas preguntas sin resolver.

En el presente trabajo se expone el teorema de Hyttinen, Lessmann y Shelah en el



contexto de la teoria de modelos homogénea, inicialmente llamado diagramas finitos, en el cual
se estudia la clase de los modelos de una teoria de primer orden 1" que omiten un conjunto
fijo de tipos completos I' bajo la existencia de un gran modelo homogéneo que funciona como
modelo monstruo o dominio universal de la clase, este modelo en general no es saturado ya que,
por pertenecer a la clase, debe omitir los tipos del conjunto I'. Se tienen dos casos extremos,
el primero de ellos es aquel en el que el conjunto I' es vacio, en tal caso la clase es claramente
elemental; en el segundo caso, I' es el conjunto de todos los tipos no aislados consistentes con
T, entonces la clase consta de los modelos atémicos de T que, en general, no es elemental, como
se puede ver usando el teorema de compacidad. El trabajo en este contexto es bastante cercano
al que se hace con la logica de primer orden ya que en él se cuenta con la misma sintaxis y con
una versién débil del teorema de compacidad que hace posible adaptar muchos argumentos de
la teoria de modelos de clases elementales, sin embargo, la teoria de modelos homogénea incluye
clases no elementales tradicionalmente importantes y, en cierto sentido que se hard preciso mas
adelante, también incluye las clases de modelos de sentencias completas de la légica infinitaria
Ly w-

En la primera parte del trabajo se presentan algunos resultados de la teoria de modelos de
primer orden sobre la relacion entre conjuntos fuertemente minimales y teorias no-contablemente
categoricas junto con varios ejemplos al respecto con el animo de tener un tema clasico como
punto de partida e ilustrar el sentido del teorema del que se ocupa el trabajo. En la segunda
parte se expone el teorema principal de Hyttinen Lessmann y Shelah para diagramas w-estables.

Para terminar, quiero expresar mi agradecimiento a quienes contribuyeron a la realizacion
de este trabajo, principalmente al profesor Andrés Villaveces Nifio por su guia, al Departamento
de Matematicas de la Universidad Nacional de Colombia por las oportunidades de formacién que
me ha brindado durante el tiempo que he sido parte de él y, en particular, por la organizacion
del BOMMT 2003 (Encuentro de Teoria de Modelos de Bogotd) del cual este trabajo es una
pequena consecuencia, y, de manera muy especial, a mis padres por el amor que me dan, que
fue vital durante el tiempo en que se realizé este trabajo.



Notacion

Aqui reunimos algunas aclaraciones sobre las notaciones y expresiones usadas en este trabajo:

Usamos la notacién a para tuplas (finitas) y para sucesiones infinitas, ademds, las iden-
tificamos con sus rangos, asi, por ejemplo, si todos los elementos de la tupla a pertenecen a
A decimos que @ C A. Para tuplas, notamos la concatenacién simplemente escribiendo una
tupla tras otra sin ningun signo intermedio. Si f es una funcién definida para todos los ele-
mentos de una tupla a, f(a) denota la tupla de las imégenes de los elementos de a en el orden
correspondiente.

Dado un conjunto A, A! denota el conjunto de las permutaciones de A.

Las nociones bésicas de teoria de modelos que no se definen en este documento son
completamente estandar y pueden consultarse, por ejemplo, en [11] y [5]. Nuestra notacién sin
embargo puede tener algunas particularidades, notamos de forma idéntica los modelos y sus
dominios, y evitamos que se preste a confusiones; ademas, en general, cuando decimos férmula
nos referimos a una férmula con parametros asi no se escriban explicitamente, cuando hablamos
de una férmula sobre algin conjunto, queremos decir que sus parametros pertenecen a dicho
conjunto.

Dada una pregeometria (P, cl) (ver 1.2), decimos que f € P! es un automorfismo de
la pregeometria si preserva el operador cl, es decir, si siempre que a € cl(A), también se tiene
que f(a) € f(A). Més generalmente, decimos que una funcién es un isomorfismo entre dos
pregeometrias si es una biyeccién entre sus dominios que preserva los operadores clausura.

Vemos una acciéon de un grupo G sobre un conjunto X como una funcién

G x X — X
(9,7) = g(z)

tal que, para todos g,h € Gy todox € X, 1(x) = zy g(h(z)) = (gh)(x). Ademds, si hablamos de
la accién de un grupo sobre una pregeometria, adicionalmente exigimos que la accién del grupo
sobre el dominio de la pregeometria preserve el operador de clausura. Decimos que las acciones de
un grupo G sobre un conjunto X y de un grupo H sobre un conjunto Y son isomorfas si existe un
isomorfismo entre los grupos G y H y una biyeccién entre X y Y de manera que al combinarlas
se preservan las acciones. Si X y Y son pregeometrias entonces requerimos adicionalmente que
la biyeccién entre ellos sea isomorfismo de pregeometrias.

Para un cuerpo K denotamos el grupo multiplicativo de sus elementos invertibles con
K> y su grupo aditivo con el mismo signo K.



Parte 1

Conjuntos fuertemente minimales y
teorias no-contablemente categoricas



Capitulo 1

Teorias fuertemente minimales

En general, a lo largo del trabajo 1" denotara una teoria completa en un vocabulario
contable L y usaremos M para denotar su dominio universal, su definicién puede consultarse en
[5, pag. 70].

Definicién 1.1. Dados T', M un modelo de Ty ¢(z) una férmula sobre M.

Decimos que ¢(z) es minimal en M, o que p(M) es minimal, si p(x) es una férmula
no algebraica y para toda férmula () sobre M, p(x) A (x) es algebraica o p(x) A () es
algebraica.

Decimos que ¢(x) es fuertemente minimal (f.m.), si para toda extensién elemental N de
M, o(z) es minimal en N.

Decimos que T es una teoria fuertemente minimal, si y sélo si, la férmula © = z es f.m.

Claramente toda formula f.m. es minimal, ademéas puede verse que toda férmula minimal
sobre un modelo Ng-saturado es fuertemente minimal, por lo tanto, T es f.m., si y sélo si, M es
minimal.

A continuacién recordamos algunos hechos bésicos sobre los conjuntos fuertemente mi-
nimales, sus demostraciones pueden consultarse en [11, pags. 208-211].

Hecho 1.2. Si D es f.m. y consideramos el operador de clausura algebraica cl(A) = acl(A)N D,
para A C D, entonces (D,cl) es una pregeometria, esto es: Para todos A,B C D ya,b € D,
1. Accl(A) ycl(cl(A)) =cl(A)
2. Si AC B, entonces cl(A) C cl(B)
3. (cardcter finito) Si a € cl(A), entonces existe Ag Cpp A tal que a € cl(A).
4. (intercambio) Si a € cl(AU{b}) — cl(A), entonces b € cl(AU {a}).
En una demostracion del hecho anterior sélo la propiedad de intercambio presenta alguna

dificultad, puede ser 1til consultar el lema 9.2, que es una generalizacién del hecho anterior, para
ver cémo resolver esta parte.



Una vez tenemos una pregeometria podemos definir nociones de independencia, bases y
dimension tal como en espacios vectoriales.

Definicién 1.3. Sean (P, cl) una pregeometria y A C P. Decimos que A es un conjunto inde-
pendiente si, para todo a € A, a & cl(A — {a}). Y decimos que A es una base de P si A es un
conjunto independiente maximal en P.

Puede verse que con la definicion anterior todo par de bases de una pregeometria tienen
la misma cardinalidad, asi pues, definimos la dimension de una pregeometria P como el cardinal
de cada una de sus bases; ademads, comprobando que biyecciones elementales entre conjuntos
pueden extenderse a biyecciones elementales entre sus clausuras algebraicas, se tiene que dos
pregeometrias con la misma dimensién son isomorfas.

Con las anteriores herramientas resulta facil demostrar el siguiente hecho, tal como se
prueba que todo par de espacios vectoriales no-contables sobre un cuerpo contable son isomorfos.

Teorema 1.4. Si T es f.m., entonces T es no-contablemente categorica.



Capitulo 2

Teorias casi fuertemente minimales

Definicién 2.1. Decimos que la teoria T es casi fuertemente minimal (c.f.m.), si y sélo si,

existen un conjunto (finito) A y un conjunto fuertemente minimal D definible sobre A tales que
M =acl(DUA).

Equivalentemente, T' es c.f.m si existen una férmula ¢(x, ) sobre () y un tipo aislado
q € S(0) tales que para todo modelo M de T y para todo € € q(M), ¢(z,€) es fm. y M =
acl(o(M,e) Ue).

Una demostraciéon de la equivalencia de las dos definiciones que hemos dado de las
teorias c.f.m. requiere algo de trabajo para probar que, si T es c.f.m. en el primer sentido,
entonces también lo es en el segundo, esto puede consultarse en [5, padg. 153]. Un argumento
de compacidad muestra que la primera versién de la definiciéon no cambia si exigimos que el
conjunto A sea finito o sélo que sea un conjunto (|A| < |M]).

A continuacién presentamos dos hechos sobre las teorias casi fuertemente minimales, el
primero de ellos se sigue facilmente de la segunda definicién de las teorias c.f.m. extendiendo
biyecciones elementales entre conjuntos a biyecciones elementales entre sus clausuras algebraicas
y establece lo siguiente:

Teorema 2.2. Si T es c.f.m., entonces T es no-contablemente categérica. Ademds, si para
todos M modelo de T' y A subconjunto finito de M, acl(A) es finito, entonces T es totalmente
categorica.

El segundo hecho, 2.4, nos serda de utilidad para exhibir una teoria no-contablemente
categdrica que no es c.f.m. Recordemos que dos elementos a,b de una pregeometria son interal-
gebraicos sobre un conjunto B en la pregeometria si a € cl(BU {b}) y b € cl(B U {a}).

Lema 2.3. Sea T una teoria casi fuertemente minimal, y sean A y D como en la definicion.
Para toda formula f.m. 6(x) (con pardmetros), existe un conjunto finito B O A tal que:
1. 0(x) es una formula sobre B.

2. Para todo b € O(M) — acl(B), existe ¢ € D tal que b y ¢ son interalgebraicos sobre B.



3. Para todo b € D — acl(B), existe ¢ € (M) tal que b y c son interalgebraicos sobre B.

Demostracion. Dada una férmula f.m. 6(z), sea By = A U {pardmetros de 6(x)}. Sea by un
elemento de §(M) — acl(B), por la hipétesis del lema, existe d C D tal que by € acl(dU A) C
acl(d U By), luego by € acl(d U By); témese d minimal entre las tuplas que tienen esta tltima
propiedad, es decir, de manera que para toda tupla € C d, by ¢ acl(e U By).

Consideremos d = dod’, asi, por la eleccién de d, by ¢ acl(By Ud'). Sea B = By U d',
nétese que con esto by y dy son interalgebraicos sobre B, ya que by € acl(B U {dp}) — acl(B) y,
por la propiedad de intercambio de la clausura algebraica en el conjunto f.m. DU B U {bg}, esto
implica que dy € acl(B U {bo}).

Comprobemos ahora que este conjunto B cumple con las condiciones del lema. Primero,
es claro que B es finito y que 6(z) es una férmula sobre B. Ademads, como € es f.m., todos los
elementos de 0(M) — acl(B) tienen el mismo tipo sobre B, entonces, para todo b € D — acl(B),
tp(b/B) = tp(bo/B); por otro lado, dado que by € acl(B U {dp}), existen € C B, n < w y una
férmula p(x,y, Z) sobre ), tales que

E (p(b(), do, é) A Hzn.%'(p(l', do, é) A w<d0, (Z),

luego

F 3y(p(bo,y,€) A I "ap(z, y,8) A (Y, a));
y por lo tanto

F3y(eb,y,e) AT "wp(@,y,8) A(y, a)),

esto significa que existe ¢ € D tal que b € acl(B U c¢) — acl(B) y, en consecuencia, b y ¢ son
interalgebraicos. Finalmente, para comprobar la tercera propiedad se puede usar un argumento
analogo al anterior. O

El anterior hecho muestra una equivalencia entre todas las férmulas f.m. cuando se
trabaja con una teoria c.f.m., esta equivalencia se manifiesta claramente en el siguiente corolario.

Corolario 2.4. Si T es c.f.m. y 0(x) es una formula f.m., entonces existe un conjunto finito B
tal que 8(z) es una formula sobre B y M = acl(6(M) U B).

Demostracion. Como T es c.f.m., sean D y A como en la definicién. Por el lema anterior, existe un
conjunto finito B con las propigdades mencionadas por él, en particular, se tiene que f(x) es una
férmula sobre By D C acl(§(M)UB). Por lo tanto, M = acl(DUB) C acl(acl(§(M)UB)UB) =

acl(f(M) U B). O

10



Capitulo 3

Ejemplos de teorias
no-contablemente categoricas

En esta seccién presentamos algunos ejemplos de diferentes tipos de teorias no-contablemente
categéricas segun la forma en que dominios universales estan construidos a partir de conjuntos
fuertemente minimales, en cada caso M denota el dominio universal correspondiente.

Conjuntos infinitos
Sean L=0yTCI={3""zx=x:n<w}.
Es claro que T'C1T es totalmente categérica y fuertemente minimal (f.m.), es decir, todo

subconjunto definible de M es finito o cofinito.

Cuerpos algebraicamente cerrados de caracteristica p

Sea p un numero primo o cero. Sea L = {+,-,0,1} y sea TCAC), la teoria de cuerpos
algebraicamente cerrados de caracteristica p en el vocabulario L.

Por el teorema de Steiniz, sabemos que TCAC), es no-contablemente categérica y, por
lo tanto, completa. Ademas, TC'AC), tiene eliminacién de cuantificadores ([14, pags. 1-3]).

Veamos que TCAC), es fm. Sea D un subconjunto definible de M, entonces, por la
eliminacién de cuantificadores, D = ¢(M) con ¢(z) una férmula libre de cuantificadores sobre
M; si p(z) es atémica, entonces existen polinomios p(z), q(x) € M|x], tales que ¢(z) = p(x) =
q(x) y, por lo tanto, D es finito o D = M. Luego, en general, si ¢(z) es cualquier férmula libre de
cuantificadores, D es combinacién booleana de conjuntos finitos y cofinitos, y, en consecuencia,

es finito o cofinito.

Espacios Vectoriales infinitos sobre un cuerpo contable o finito

Sea K un cuerpo contable o finito. Sean L = {+,0, K}, donde cada elemento de K
representa una funcion unaria y T EVy la teoria de espacios vectoriales infinitos sobre K.

TEVk es no-contablemente categdrica, ya que dados M, N E TEVk con |M| = |N| =
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k > N, para I y J bases de M y N respectivamente, como k > Ry, tenemos que || = |J| = &,
luego existe una biyeccién entre I y J, y esta induce un isomorfismo entre M y N, en el sentido
del algebra lineal y también en el de estructuras de primer orden.

Puede probarse, de manera andloga a como se hace para TCAC),, que TEVy tiene
eliminacién de cuantificadores.

TEVg también es f.m. Por la eliminacién de cuantificadores, todo definible D lo es
mediante una férmula libre de cuantificadores p(x,a). Si ¢(z,a) es atémica, entonces p(x,a)
expresa que dos combinaciones lineales de = y los elementos de a son iguales o que son distintas,
luego D es finito o cofinito. Lo anterior implica que si ¢(x,a) es cualquier férmula libre de
cuantificadores, D es combinacién booleana de subconjuntos finitos y cofinitos de M y, por lo
tanto, D es finito o cofinito.

Plano Proyectivo

Sea K un cuerpo infinito. Consideramos el plano proyectivo sobre K como la estructura
P2(K) = (P,C), donde P = (K?® — {0})/ ~, con la relacién de equivalencia ~ definida para
a,b € K3 — {0} mediante @ ~ b <= 3\ € K — {0} tal que A\@ = b, y C es una relacién
ternaria definida para [a],[b],[¢] € P mediante C([a],[b],[¢]) <= 3N € K3 — {0} tal que

1@ + Aab + A3¢ = 0, es decir, [a], [b], [¢] son colineales en el plano proyectivo.

Nétese que la estructura P?(K) = (P,C) es biinterpretable con esta otra versién, més
estdndar, del mismo plano proyectivo: (P, R, I), donde P y R son dos suertes, P es el conjunto
de los puntos del plano como antes y R es el conjunto de las rectas, e I C P x R es la relacién
de incidencia entre los elementos de P y los elementos de @), es decir, entre puntos y rectas.
Esta segunda versién puede describirse concretamente de manera andloga a como se hizo con la
primera.

La teorfa completa que consideramos en este ejemplo es TPP = Th(P?(K)).

Veamos que T'PP tiene eliminacién de cuantificadores. Primero nétese que todo punto
a y toda recta L en M son definibles mediante las férmulas atémicas x = a y C(z,b,c), con
b,c € Ly b # c, respectivamente, y, reciprocamente, toda férmula atémica con exactamente una
variable libre define un punto, una recta o un definible trivial, § o M. Por lo tanto, los subcon-
juntos de M definibles mediante una férmula libre de cuantificadores son precisamente aquellos
que son combinacién booleana de puntos, rectas, complementos de puntos y complementos de
rectas. Para terminar es suficiente ver que dada una férmula libre de cuantificadores ¢(z,y, a),
Jyp(M,y,a) es definible mediante una férmula sin cuantificadores (pensar en induccién); sa-
bemos que ¢(z,y,a) = V; \\; ¢ij(z,y,a), para algunas férmulas ¢;;(z,y,a) que son atémicas
o negaciones de atémicas. Asi, Jyp(z,y,a) = Iy, Ajvij(z,y,.a) = V,; Iy A\ jeij(x,y,a), por
lo tanto, sélo falta ver que para cada i, la féormula 3y A jyi;j(x,y,a) define un conjunto que es
combinacién booleana de puntos, rectas, complementos de puntos y complementos de rectas,
y esto puede verse al examinar las posibles formas de las férmulas ¢;;(x,y,a), que son, salvo
equivalencia y eliminando las que corresponden a definibles triviales: +(x = y), +(z = ax),
+(y = ay), £C(z,y,ar), £C(x,a, @) y £C(y, ax, a;).

Lo anterior tiene como consecuencia que toda recta L en M es f.m., ya que L es definible
mediante la férmula no algebraica C(z,a,b), donde a,b € L y a # b, y, dado que conocemos la
forma de todos los subconjuntos definibles de M y que la interseccién entre dos rectas es siempre

12



un conjunto unitario y, por lo tanto, finito, es claro que la interseccién entre L y cualquier
definible es un conjunto finito o cofinito.

A continuacién probamos que T PP es casi fuertemente minimal (ver 2.1), aunque ob-
viamente no es f.m. Sean a, b, ¢, d, e cinco puntos distintos en M tales que

F -C(a,b,c) N—=C(a,b,d) N =C(a,b,e) AN =C(c,d,e),

y sean A = {a,b,c,d,e} y D el conjunto definido por la férmula C(a,b,x)Ve = cVae =dVz =e.
Asi, D es f.m., porque es la unién del conjunto f.m. C(a,b, M) y el conjunto finito {c,d,e}, y
M = acl(D U A), porque para todo u € M, existen dos puntos en {c,d,e} que no son colineales
con u, sin pérdida de generalidad supongamos que dichos puntos son ¢ y d, sean u. el punto
de corte de las rectas C(a,b, M) y C(u,c, M) y ug el punto de corte de las rectas C(a,b, M) y
C(u,d, M), entonces la férmula C(uc,c,z) A C(uq,d, ) atestigua que u € del({ue, ug, ¢, d}) v,
por lo tanto, u € acl(D U A).

Finalmente, por 2.2, tenemos que T'PP totalmente categorica.

@i<w Z4

En este ejemplo consideramos la suma directa de Ry copias de Z4 como grupo aditivo.
Sea TZ = Th((P,.,, Za,+).

Usaremos el hecho de que T'Z tiene eliminacién de cuantificadores.

Sea M un modelo de T, entonces 2M = {z € M : 3y 2y =z} = {z € M : 2z = 0},
donde la tltima igualdad se tiene porque vale en €, _ ,Zy y, dado que se puede expresar con
una sentencia de primer orden, se transmite a todos los modelos de T'Z. 2M es un subgrupo de
M en el que todo elemento no nulo tiene orden 2, esta estructura es equivalente a la de espacio
vectorial sobre Za, luego 2M es un subconjunto f.m. de M.

Queremos ver ahora que para todo a € M, a + 2M también es fm. en M, a + 2M no
es, en general, subgrupo de M como 2M, pero podemos copiar la estructura de 2M en a + 2M
y con esto concluir que es f.m., esto es: Sea hat+ una operacion binaria definida en el dominio
de M como z4+y =z +y — a, asi, a + 2M es un subgrupo del grupo que consiste de el dominio
de M equipado con la operacién +, todos sus elementos no nulos tienen orden 2 y, por lo tanto,
es un subconjunto f.m. de dicho grupo. Esto implica que a + 2M también es un conjunto f.m.
en M, ya que si no lo fuera existirfa una férmula ¢(z,d) en el vocabulario {+} para la cual
a+2MNe(M,d)y a+2M N=p(M,d) son infinitos, y en ese caso la férmula ¢'(z,d, a) obtenida
al remplazar cada expresién de la forma ( )1 + ( )2 en ¢(z,d), por la expresién equivalente
( )1+( )2 — a, serfa una férmula en el vocabulario {4} para la cual a +2M N ¢'(M,d,a) y

a+2M N —=y¢'(M,d,a) son infinitos, lo cual produce una contradiccién.

Nétese que para todo a € M, a+ 2M = {z € M : 2z = 2a}, con esto podemos expresar
M como la unién de una familia de conjuntos f.m. (indexada por un conjunto f.m.) de la siguiente
manera:
M=|Jat+2M=|J{zeM:20=2a} = | {zeM:20=0}.
aceM acM be2M

Ahora probemos que T'Z es totalmente categérica.
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Sean M7 y My modelos de T con |M;| = |Mz| = k > g, por la forma como expresamos M
sabemos que |2M;| = |2Ms| = Kk y, como la teoria de espacios vectoriales sobre Zs es totalmente
categdrica, esto implica que existe una biyeccién {+ }-elemental f : 2M; — 2Ms.

Para cada b € 2M; o b € 2Ms, sea ap tal que 2a, = b, supongamos que podemos elegir
los a; de manera que ap + ay = apry. Asi, para b € 2M; definimos:

fb ap + 2M, — af(p) + 2M>
= f(r —ap) +agp),

que claramente es una biyeccién elemental como f.

Sea F' = Ub€2M fp- F' es una funcién bien definida de M; en Mjy porque {ap +2M; : b €
2M;} es una particién de M;. Veamos que F' es un isomorfismo, primero F es biyectiva porque
cada fy lo es, y I preserva la operacion + porque para todos u,v € My,

F(u)+ F(v) = fou(u) + fou(v)
= f(u - a2u) + Qaf(2u) + f('l) - a21}) + af(2v)
= f(u +v— (a2u + a2v)) + A f(2u) + af(2v)

= f(u +v-— a2(u+v)) + A f(2(utv))
= F(u+v)

Ahora comprobemos que se puede realizar una elecciéon adecuada de los ay, es decir, de
manera que ap + ap = Qp4p/ -

Sea 2M; = {b; : i < Kk} una enumeracion con by = 0. Definimos ap, por induccién: Sea
ap, = 0. Para i > 0, supongamos definidos de manera adecuada aj para b € (b; : j < i) y
extendamos esta definicién a todos los b € (b; : j < i) como sigue:

Sib; € (b : j < 1), la definicién ya estd completa.

Sib; ¢ (b : j < 1), sea ap, cualquier elemento tal que 2ap, = b; y para todo b € (b; : j < i),
b=>_,<;c;bj para algunos c¢; € {0, 1}, entonces definimos a, = ), ; cjap,;.

Veamos que ay estd bien definido, si b = >>._,¢;b; = > ., ¢ib; con ¢j,¢; € {0,1}

entonces 0 = ngi(cj — c;-)bj, esto muestra que, dado que b; ¢ (b; : j < 1), ¢; = ¢}, luego
0=> y <ileg — c;-)bj y, como por hipétesis de induccion la definicion de los ap es adecuada para

b€ (bj:j <i), tenemos que 0= 3", _.(c; — cj)ap;. Por lo tanto, 3., cjap, =37, ; cap;.

Es claro que el hecho de que la definicién de a, para b € (b; : j < i) se adecuada implica
que la nueva definicion efectivamente la extiende y también es claro que la definicién de los ay
para b € 2M; obtenida con la induccion es adecuada.

La definicion de los a para b € 2Ms es andloga.

Para terminar, probemos que T'Z no es c.f.m. Para esto, supongamos que si lo es, entonces
existe un conjunto finito B tal que M = acl(2M U B) (ver 2.4). Como B es finito, M es abeliano
y todos los elementos de M tienen orden 4, entonces (B) también es finito, luego 2M + (B) # M.
Ahora veamos que acl(2M +(B)) = 2M+(B) # M lo cual claramente produce una contradiccién,
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para esto nétese que toda férmula atémica sobre el subgrupo 2M + (B) de M es equivalente a
una de las siguientes:
» 7 = b, para algtin b € 2M + (B), que define un punto en 2M + (B),
» o+ =b, para algin b € 2M + (B), que define a +2M si b € 2M y () en caso contrario,
= z+2+2=0>, para algin b € 2M + (B), que define el punto —b € 2M + (B).
Asi, dado que toda férmula sobre 2M + (B) es equivalente a una combinacién lineal de férmulas
atémicas y negaciones de féormulas atémicas y que los ap + 2M son infinitos y disyuntos para

b’s distintos, se tiene que los tnicos elementos algebraicos sobre 2M + (B) son aquellos que
pertenecen a él.
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Capitulo 4

Teorias no-contablemente categodricas
no c.f.m.

Ya hemos visto un ejemplo de una teoria no-contablemente categérica que no es c.f.m, es conocido
que todos los ejemplos de dichas teorias corresponden a teorias de modelos que pueden obtenerse
mediante la construccion de haces fibrados definibles (definable fibre bundles) sobre modelos f.m.,
a continuacién presentamos esta construccién siguiendo [12]:

Dados P una L-estructura, X C P" definible y una familia definible de grupos (G, : a €
X) definibles en P, a continuacién definimos una nueva estructura M. Para cada a € X, sea Y,
un conjunto sobre el que G actiie regularmente, a un conjunto asf se le llama espacio homogéneo
principal para G. El dominio de M es la unién disyunta del dominio de P y los conjuntos Y.
El lenguaje de M contiene a todos los signos de L y conservamos sus interpretaciones en P,
ademds, tiene signos para la proyeccién canénica 7 : |J,cx Yo — X, que es la funcién tal que
m(b) = a para b € Y,, y para una funcién ternaria f tal que, para cada a € X, f(a, , ) define
la accién de G, en Y,, finalmente, aceptamos estructura adicional en M siempre y cuando esta
no modifique la estructura adicional en P, es decir, siempre y cuando todo subconjunto de P™,
para cualquier m, que sea definible en M sobre (), también sea definible en la estructura P sobre
(). Con esto, decimos que M es un haz fibrado definible sobre P para la familia (G, : a € X).

Los siguientes son algunos hechos sobre esta construccion:

» Todo modelo de Th(M) es primo y minimal sobre la zona correspondiente a P en su
interior, téngase en cuenta que P siempre es definible en M, por ejemplo mediante la
formula —Jy—3zf(z,y, 2).

= Usando lo anterior, puede probarse que si Th(P) es no-contablemente categérica, entonces
Th(M) también lo es.

» Si todos los grupos G, son finitos, entonces M = acl(P). Lo mismo sucede en todos los
modelos de Th(M), por lo tanto, si P es (c.)f.m. y todos los grupos G, son finitos, M es
c.fom.

» Si b, €Yy, entonces Y, C acl(P U {bg}), luego M = acl(P U {b, : a € X})). Lo mismo
sucede en todos los modelos de Th(M), luego si X es finito y P es (c.)f.m., M es c.f.m.
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Sobre cémo usar la construccién para obtener teorias no-contablemente categéricas no
c.f.m., puede verse que suficiente realizarla con P f.m., X infinito y G, = G infinito. Veamos
cémo podemos obtener el ejemplo bésico M = (P, , Z4, +) de esta forma:

Sea P = (D, Z2,+), P es f.m. porque es un grupo en que todo elemento tiene orden 2,
consideremos X = P — {0} y, para cada a € X, G, = P. Dado que P actia regularmemte sobre
s{ mismo, podemos tomar cada Y, esencialmente como G, siempre y cuando nos encarguemos
de que los Y, sean disyuntos, para esto tomamos Y, como el conjunto {x € M : 2z = a}. Luego,
como conjuntos,

PulJYe= |J{zeM:22=0a} =M.
acX ac2M

Ahora veamos que la estructura de grupo en M incluye la que se define en la construccién, en el
sentido de que es suficiente para definirla, la proyeccién canénica 7 : |J,cx Yo — X corresponde
en este caso a la funcién x — 2z y, por lo tanto, es definible con la operaciéon de grupo en M,
y ,la funcién ternaria f, puede definirse mediante f(x,y,2) =w <= x #0A2y =0A2z =
2¢ AN w = y + z. Ademas, la estructura de grupo en M es estructura adicional admitida en la
construccién ya que no agrega nueva estructura en P porque su restriccién a P coincide con la
estructura original de P.

Para terminar, enunciamos un teorema citado en [12] que establece que toda estrutura
no-contablemente categoérica puede obtenerse a partir de un conjunto fuertemente minimal en
su interior mediante sucesivas construcciones de haces fibrados:

Teorema 4.1. Si Th(M) es no-contablemente categorica y P es un conjunto fuertemente mi-
nimal en M, entonces existen un entero positivo k y estructuras P = Py, P1, ..., P, = M tales
que cada P;y1 es un haz fibrado definible sobre P;. Ademds, los grupos G, pueden tomarse todos
en P y de manera que sean elementales abelianos, simples no abelianos finitos o infinitos sin
subgrupos normales propios definibles infinitos.
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Capitulo 5

Accién de un grupo w-estable sobre
un conjunto f.m.

En la seccién anterior hemos visto que la accién de grupos definibles en una teoria no-contablemente
categdrica, que sabemos que son w-estables, sobre conjuntos definibles dentro de una estructura
puede determinar propiedades geométricas de la estructura. Por esto, a continuacion examina-
mos las posibles acciones de un grupo w-estable sobre un conjunto fuertemente minimal.

Primero presentamos algunas definiciones de la teoria de grupos.

Definicion 5.1. Dada una accién de un grupo G sobre un conjunto X,

» Decimos que la accién es fiel si, siempre que para todo = € X, g(x) = z, se tiene que
g=1

» Decimos que la accién es transitiva si, para todos z,y € X existe g € G tal que g(z) =y
y decimos que es reqular si, dados x y y, dicho g es unico.

= Decimos que la accién es nitidamente n-transitiva si la accién inducida de G sobre X (™) =
{Z C X :x; # x; para i # j} es regular.

Definicion 5.2. Dados dos grupos N y H, y un homomorfismo
Y H — Aut(N),

definimos el producto semidirecto de N y H para 1), que denotamos con N X, H o simplemente

N x H, como el grupo
G = (N X H,-),

donde, para ni,no € Ny hi,hy € H,
(n1,h1) - (n2, he) = (m1y(h1)(n2), h1ha)

Asi, si G = N x H, tenemos monomorfismos

N -G H—-G
TL'—>(7”L,1H) h'—>(1N,h)
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e identificado N y H con sus respectivas copias dentro de GG tenemos que N <G, NH =G y
NNH= {10}.

El siguiente hecho de la teoria de grupos w-estables nos da una definicién mas que
necesitamos.

Hecho 5.3. Todo grupo w-estable G tiene un subgrupo definible de indice finito minimal (para

el orden C) que llamamos G°, la componente conexa de G. G° es siempre un subgrupo normal
de G definible sobre ).

Ahora que tenemos las definiciones necesarias, presentamos algunos ejemplos de acciones
de grupos w-estables sobre conjuntos f.m.

Accién sobre un grupo f.m.

Sea G un grupo f.m., es conocido todo grupo f.m. es abeliano por el Teorema de Reineke:

Teorema 5.4 (Reineke). Si G es un grupo infinito w-estable, entonces G tiene un subgrupo
abeliano definible infinito.

Asi, usando notacion aditiva, G actda regularmente sobre si mismo mediante la accion
natural

GxG— G
(g.2) — g+

Veamos otra accidn sobre G, para esto supongamos que G tiene un elemento de orden
> 2. Definamos G x Zs para el homomorfismo

WV Lo — Aut(Q)
z— (x— (=1)%z)
Consideremos la siguiente accién de G x Zo sobre G
GXZsxG—G
((g,2), ) = (=1)°x + g

Puede comprobarse ficilmente que la anterior aplicacién es efectivamente una accién y, ademas,
dado que para todo = € G, (z,2)(0) = x, tanto para z = 0 como para z = 1, esta accién resulta
transitiva pero no regular.

G X Zgy es w-estable como G porque es definible en GG, para ver esto basta notar que Zo
es definible en G porque es finito y usando esto definir el grupo G x Zs como subconjunto de G?;
sin embargo, G X Zs no es un grupo abeliano, si gg € G es un elemento de orden > 2, entonces,
para cualquier g € G,

(9,1) - (90,0) = (g — g0, 1) # (9 + g0, 1) = (90,0) - (g, 1).

Finalmente, considerando a G incluido en G x Zg, tenemos que (G X Z2)° = G porque
G es un subgrupo de G x Zsy de indice 2 y, dado que G es f.m., todos sus subgrupos propios
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son finitos y, por lo tanto, no tienen indice finito en G x Zy. Claramente la accién de G sobre
s{ mismo inducida por la de G x Zs sobre G resulta ser la accién regular que habiamos visto
anteriormente, asi, recapitulando, hemos visto una accién transitiva no regular de G x Zso sobre
G, para la que la correspondiente accién del grupo abeliano (G x Zsg)®° sobre G si es regular.

Accién de K x K* sobre K

Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado, consideremos el grupo de transformaciones
afines de K en K
Gar={rr—a+br:ac KANbe K*}.

La accién natural de G sobre K es nitidamente 2-transitiva ya que, dados z,7 € X ?,

b_yz—yl - Y2 — Y1

= ,a=y1— ———I
T2 — X1 T2 — I

son los Unicos valores para los que la aplicacién x +— a + bx envia  a ¥.

Consideremos el grupo K x K* para el homomorfismo:

Y K — Aut(K)

b— (x— br)
Entonces K x K* resulta isomorfo a G, mediante

f:KNKXHGaH
(a,b) — (z+— a+ bx)

que es claramente biyectiva y que es un homomorfismo porque
f((a1,01) - (a2,b2)) = f((a1 + brag, biba)) = (z + a1 + brag + bibex) = f((a1,b1)) o f((az,b2)),

asi que tenemos una accién nitidamente 2-transitiva de K x K* sobre K.

Accién de PGLy(K) sobre P!(K)

En el ejemplo anterior consideramos las transformaciones de la recta afin K, ahora nos
ocupamos de las tranformaciones de la recta proyectiva P!(K). Comenzamos recordando que
PY(K) = K? — {0}/ ~ donde

T~y < INECK* \T=1.

Consideramos el grupo de transformaciones de la recta proyectiva
PGLy(K) = {[(z1,22)] — [(a + bx1,c+ dzs)] : ad — be # 0}

y su accién natural sobre P*(K). Dado que PGLg(K) es subgrupo del grupo de permutaciones
de P1(K), la accién es claramente fiel. Ademds, como consecuencia del Teorema fundamental de
la geometria proyectiva, se tiene que esta accién es nitidamente 3-transitiva.

El hecho principal sobre las acciones de un grupo w-estable sobre un conjunto fuertemente
minimal es que los ejemplos anteriores ilustran todas las posibles acciones de este tipo, esto se
establece en el siguiente teorema:
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Teorema 5.5. Para toda accion fiel y transitiva de un grupo w-estable G sobre un conjunto f.m.
X se cumple una de las siguientes afirmaciones

1. G° es abeliano su accion sobre X es reqular

2. Euxiste un cuerpo definible K con dominio X tal que la accion es isomorfa a de K x K*
sobre K.

3. Emiste un cuerpo definible K con dominio X —{oo}, para algin elemento oo de X, tal que
la accion es isomorfa a de PGLy(K) sobre PL(K).
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Parte 11

Interpretacion de grupos en teoria
de modelos homogénea
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Capitulo 6

Teoria de modelos homogénea

A continuacion presentamos las clases de estructuras que estudia la teoria de modelos homogénea,
cada una de estas clases consiste de los modelos de una teoria completa de primer orden T' que
solo realizan tipos sobre vacio que pertenecen a un conjunto fijo D C D(T'), ademds, requerimos
una hipdtesis que permite trabajar dentro de un gran modelo con propiedades de homogeneidad
que usamos como dominio universal para la clase.

Definicién 6.1. Dado A C M, definimos el diagrama finito de A como
D(A) = {tp(a/0) : a C A (finita)} C D(T)
Llamamos diagramas finitos a los conjuntos de tipos obtenidos de esta forma.

Definicién 6.2. Dado A C M, decimos que A es un D-conjunto si D(A) C Dy, si M E T,
decimos que M es un D-modelo si su dominio es un D-conjunto.

En adelante nos concentraremos en las clases de los D-modelos. Los dos casos extremos
de la primera definicién, cuando D = D(T) y cuando D solamente contiene los tipos aislados
sobre vacio, son de especial importancia; en el primer caso la clase de los D-modelos coincide con
Mod(T) y es por esto que la teoria de modelos homogénea extiende a la teoria de modelos de
primer orden; en el segundo, la clase de los D-modelos es precisamente la clase de los modelos
atémicos de T'. Este ultimo tipo de clases es particularmente interesante porque sobre él se
pueden traducir preguntas acerca de las clases de modelos de sentencias de la logica infinitaria
Ly, w, por ejemplo, preguntas del nimero de modelos en cada cardinal; el hecho principal en este
sentido, que presentamos siguiendo [1] y [2], es el siguiente:

Teorema 6.3. Sea ¥ una sentencia completa de Ly, ., en un vocabulario contable L. Entonces,
existen un vocabulario contable L' D L y una L'-teoria de primer orden T tales que la aplicacion
definida tomando L-reductos de L'-estructuras es una biyeccién entre la clase de los modelos
atomicos de T y la clase de los modelos de 1.

Demostracion. Para esta demostracién usaremos los siguientes hechos de la teoria de modelos
de Ly, !

» Para toda sentencia completa i de L, en un vocabulario contable y todo modelo M de
1, M sélo realiza una cantidad contable de L, ,-tipos.
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» Para todo modelo M, si M realiza sélo una cantidad contable de L, ,-tipos, entonces cada
tipo ¢ realizado en M es aislado por una férmula (de L), denotaremos esta férmula como
/\ ¢ (incluso para ¢ no contable!).

Dicho esto, sea My un modelo de ¢ y sea L* un fragmento de Ly, (es decir, un sub-
conjunto de L, cerrado para subférmulas y para las operaciones finitarias —, A, V) contable tal
que:

= ) pertenece a L*, y,
» para todo ¢ Ly, .-tipo realizado en My, /\ ¢ pertenece a L*.
Sea L’ el vocabulario obtenido al agregar a L un nuevo predicado Py (z) por cada

féormula ¢(Z) en L*, para estos nuevos predicados definimos interpretaciones en My, para obtener
una L’-estructura M, de manera que:

= Para ¢ atémica,
Py)(T) = ¢(z)
= Dada la interpretacion de Py z),

P_y@)(Z) <= —Py@)(2), ¥, Praio(z)(T) <= Y2iPyz)(T)
» Dadas las interpretaciones de Py, (Z), para i < w,

Ppoua) (@) < ]\ Po) (@)

Sea T'= Th(M}) y definamos el conjunto de tipos

I'={pp, ¢:(2)(T) : /\ ¢i(z) e L'y /\ ¢i(Z) no es equivalente a ninguna subconjuncién finita},

donde
PA, 6:(@) () = {7Pp, 6, (@) (2)} U{ Py, 2)(Z) 1 1 <w},
vale la pena anotar que, dado que todo subconjunto finito de un tipo de I' es realizado en M|,

por compacidad, todos los tipos de I' son consistentes con 1"y, dado que My es modelo de 1,
M, omite todos los tipos de I' y, por lo tanto, dichos tipos son no aislados.

Finalmente consideremos la aplicacién

Mod,(T) — Mod(2))
M — M|L

Comprobemos que efectivamente la imagen de esta aplicacién estéd incluida en Mod(v)),
para esto simplemente nétese que si M es un modelo atémico de T' entonces M omite todos los
tipos de I' y, por la definicién de los predicados Py z), esto implica que M |1 es modelo de .
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Probemos que la aplicaciéon es biyectiva, es decir, que para toda L-estructura N que
sea modelo de 1), existe exactamente una L’-estructura N’ que es modelo atémico de T tal
que N'|;, = N. Para esto primero veamos que no puede haber mds de un modelo con estas
propiedades, si N’ y N” son modelos atémicos de T tales que N'|, = N”|, = N, entonces en
ambos modelos se omiten todos los tipos de I' y, por lo tanto, en los dos las interpretaciones de
los predicados Pyz) modelos estan determinadas por las interpretaciones de los signos de L de
la misma forma que en M}, luego, N’ y N” son isomorfos. Ahora veamos que dado un modelo
N de 1), existe un N’ modelo atémico de T tal que N'|;, = N; como es necesario para que N’
omita los tipos de I', decretamos interpretaciones de los predicados Pyz) en N ' con las mismas
definiciones usadas para hacerlo en M|. Asi, sélo falta probar que tal N’ es un modelo atémico
de T, para esto primero ndtese que

Mo=r,, N= M=, N =M=N=NET,

LLJJlLL)
donde la primera equivalencia se debe a la completez de 1 y la primera implicacién se debe a que
en M} y N’ los predicados Py(z) estan definidos a partir de los signos de L mediante férmulas
de Ly, Ademds, sia € N', sea q el L, ,-tipo de @ en N, entonces

NE EI:E/\q(:f) = My F E!a’:/\q(i‘) = ¢ es realizado en My = /\q(i) e L”,

luego la férmula Pp () (z) aisla el tipo de @ en N’ con lo cual podemos concluir que N’ es
atémico. O

Como hemos visto toda clase elemental puede verse como una clase de D-modelos, pero
no todas las clases que estudia la teoria de modelos homogénea son elementales, el contraejemplo
mas sencillo lo podemos encontrar al tomar la clase de los modelos atémicos de una teoria T
para la cual haya por lo menos un tipo no aislado p consistente con ella, esta clase no puede
ser elemental porque el tipo p no es realizado en ninguno de sus modelos pero todo subconjunto
finito de p si es realizado en un modelo atémico de T

Las clases estudiadas por la teoria de modelos homogénea tienen buenas propiedades y
esto se verd a lo largo de este trabajo, por ahora podemos decir que las clases de D-modelos,
con la relacién de subestructura elemental, son clases elementales abstractas (a continuacién
recordamos la definicién) que son las principales clases estudiadas en la teoria de modelos sin
alusién a una sintaxis fija.

Definiciéon 6.4. Dado un vocabulario L, una clase de L-estructuras K y una relacién binaria
< entre los elementos de K. Decimos que (I, <) es una clase elemental abstracta si se tienen las
siguientes propiedades:

1. SiMeKyN=M,entonces N € K.

2. Para todos My, My, N1, Ny € KC, si M} < My y existen isomorfismos f; : M; — N; (i =1, 2)
con f1 C fo, entonces N1 < No.

3. < es un orden parcial en /.
4. Para todos M,N € K, si M < N entonces M C N.

5. Para todos My, Mo, M3 € IC, si My < Ms, My < M3y My C Mo, entonces My < Mo.
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6. Existe un cardinal LS(K) > Ng + |L| (el nimero de Lowenheim-Skolem de la clase) tal
que, para todos M € Ky A C M, existe N € K talque AC N < M y |[N| < LS(K) +|A|.

7. Para toda <-cadena creciente (M; : ¢ < ) de elementos de K, M = {J;_,, M; pertenece
alCy M; < M, para todo ¢ mu. Ademas, para todo N € I, si para cada ¢ < u se tiene
M; < N, entonces M < N.

Ahora, para entender un poco mejor los D-conjuntos, vale la pena observar algunas
propiedades béasicas. Por ejemplo, es claro que todo subconjunto de un D-conjunto es un también
un D-conjunto, en particular, la interseccion de dos D-conjuntos siempre es D-conjunto. También
se tiene que si A es un D-conjunto y f : A — B es una aplicacién elemental sobre, entonces
B también es un D-conjunto, porque, para toda tupla finita b C B, existe una tupla finita
d C A tal que f(d) = ¢y, por lo tanto, tp(¢/0) = tp(d/0) € D. Por otra parte, la unién de dos
D-conjuntos no necesariamente resulta ser D-conjunto, para ver esto consideremos la teoria de
cuerpos algebraicamente cerrados de caracteristica 0 y e, ea € M dos elementos algebraicamente
independientes sobre Q, tomemos D = D({e;} UQ), asi, dado que tp(e;/Q) = tp(e2/Q), tanto
{e1}UQ como {e2}UQ son D-conjuntos, pero {e, €2 }UQ no es un D-conjunto ya que tp(ejeal/0)
no pertenece a D.

Nuestro siguiente paso es determinar cudles son los tipos relevantes cuando nos restrin-
gimos a los D-modelos de T, mdas explicitamente, podemos heredar la nocién de tipo usual de
la teoria de modelos de primer orden para la clase de los D-modelos, pero no todos los tipos
consistentes con 1" son realizados en algiin modelo de esta nueva clase, considérese por ejemplo
la clase de los modelos atémicos de T' y cualquier tipo no aislado, asi que debemos tener claro
qué tipos son realizables en los D-modelos.

Una primera observacién al respecto es la siguiente, dados un D-conjunto A contenido
en un D-modelo M y un tipo p € S™(A), si p es realizado en algiin D-modelo N, extension
elemental de M, por una tupla ¢, entonces tenemos que A U ¢ es un D-conjunto; ademas, para
toda realizacién d de p, AU d también es un D-conjunto ya que como se puede ver claramente
existe una aplicacién elemental sobre de A U ¢ en A U d. Esto nos lleva a hacer la siguiente
definicién.

Definicién 6.5. Dados un D-conjunto A y un tipo p € S™(A), decimos que p es un D-tipo si,
para toda realizacion ¢ de p, AU¢ es un D-conjunto. Equivalentemente, p es un D-tipo, si existe
una realizacién ¢ de p tal que AUC es un D-conjunto. S7(A) denotard el conjunto de los D-tipos
en n variables sobre A, también usaremos Sp(A) para denotar el conjunto S},(A).

Un poco més adelante se vera que no sélo todo tipo realizado en algiin D-modelo es un
D-tipo, sino que, mediante nuestra hipdtesis extra, nos encargaremos de garantizar que todo
D-tipo sea realizado en algin D-modelo.

Noétese que, en el caso particular en que A = (), si p € S™(0)) para algin n, p es un
D-tipo, si y s6lo si, para todo ¢ F p, ¢ es un D-conjunto, lo cual es equivalente a que tp(¢/0) = p
pertenezca a D; en conclusién, p es un D-tipo, si y sélo si, p € D

Definicién 6.6. Dados un D-modelo M de T'y un cardinal A, M se dice (D, \)-homogéneo, si
realiza todo tipo p € Sp(A), para todo A C M con |A] < A.
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La definién anterior es claramente una versién de saturacién restringida a los D-tipos,
nétese que si D = D(T), la nocién de de modelo (D, A)-homogéneo coincide con la de modelo
A-saturado.

En este punto es relevante recordar las definiciones de homogeneidad y universalidad,
otras propiedades de grandeza de modelos.

Definicion 6.7. Dados un modelo M y un cardinal A\, decimos que M es A-homogéneo si, para
toda aplicacién elemental parcial f de M en M tal que |f| < A y para todo a € M, existe
b e M tal que fU{(a,b)} es también una aplicacién elemental parcial. Ademés decimos que M
es homogéneo si es | M |-homogéneo.

Obviamente, dado que para toda funcién parcial f de M en M, f es aplicacién elemental,
siy sélo si, f~! 1o es, también tenemos que, M es A\-homogéneo, si y sélo si, para toda aplicacién
elemental parcial f de M en M tal que |f| < Ay para todo b € M, existe a € M tal que
fU{(a,b)} es también una aplicacién elemental parcial.

Definicion 6.8. Dados K una subclase de la clase de los modelos de T, un modelo M y un
cardinal . Decimos que M es < Ng-universal para IC si para toda tupla finita a en un modelo
N en K, existe una aplicacién elemental f:a — M. Y decimos que M es A-universal para K si
para todo modelo N en K de tamano A, existe un embebimiento elemental g de N en M (i.e.
una funcién g : N — M para la cual existe un modelo N’ < M tal que § es un isomorfismo de
N en N').

En la teoria de modelos de primer orden la principal relaciéon entre saturacién y homo-
geneidad esta dada por el siguiente hecho, en seguida probaremos una proposicién analoga para
la nocién de (D, A)-homogeneidad.

Hecho 6.9. Dado un modelo M de T. M es A-saturado, si y solo si, M es A-homogéneo y
< No-universal, si y solo si, M es A-homogéneo y A-universal.

Primero un lema que, en particular, garantiza que si un modelo es (D, A)-homogéneo
entonces también es A\-universal para la clase de los D-modelos de T y A-homogéneo.

Lema 6.10. Sean M un modelo (D, \)-homogéneo, A un D-conjunto de cardinal A y B C A con
|B| < A. Entonces para toda aplicacion elemental f : B — M, existe una aplicacion elemental
g:A— M que extiende a f.

Demostracion. Sea (a; : i < A) una enumeracién de A — B, definimos una cadena de funciones
elementales (f; : i < A) como sigue:

L fo=1.
2. Parai < X ordinal limite, ya definidas f; para j < i, sea f; = Uj<i fi-

3. Para definir f;1; parai < X, sea ¢; = fi(tp(a;/BU{a; : j < i})), con esto ¢; € Sp(fi(B U
{aj : j < i})) porque si ¢ F ¢; entonces f; U (a;,c) es una aplicacién elemental sobre de
BU{a;:j <i}en fi(BU{a;:j <i})U{c}y, porlo tanto, dado que BU{a; : j < i} es un
D-conjunto, f;(BU{a; :j < i})U {c} también lo es. Asi, como M es (D, \)-homogéneo,
existe b; € M tal que b; F ¢;, y definimos f;+1 = fi U {(a;, b;)}.
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Esto es suficiente para que g = (J,;., fi sea una funcién elemental de A en M que extiende f,
como se requeria. O

Lema 6.11. M es (D, \)-homogéneo, si y sélo si, D(M) =D y M es A\-homogéneo.

Demostracion. (=) Supongamos que M es (D, A)-homogéneo. Dado que M es un D-modelo,
tenemos que D(M) C D, por otro lado, para todo p € D, p pertenece a S7,(0) para algin n,
luego, por la (D, A)-homogeneidad de M, p es realizado en M y, en consecuencia, p € D(M);
con esto tenemos que D = D(M). Ademds, por el lema anterior, M también es A-homogéneo.

(<) Supongamos ahora que M es un modelo A-homogéneo tal que D(M) = D y veamos
que M es (D, A)-homogéneo. Para esto, probaremos por induccién que M es (D, p1)-homogéneo
para todo p < A.

Para la base de la induccién supongamos que pu < Rg, sea ¢ C M con I(n) = u y sea
p € Sp(¢). Sea a una realizacién de p (en algin modelo de T'), entonces {a} U ¢ es un D-
conjunto, luego tp(aé/0) € D = D(M), esto implica que existen a’ € M y & C M tales que
tp(a'@ /0) = tp(ac/0). Sea f : & — € tal que f(c;) = ¢; para cada i, as{ f es una aplicacién
elemental parcial de M en M, y entonces, por la A\-homogeneidad de M, existe g aplicacion
elemental parcial de M en M tal que g D f y dom(g) D dom(f) U {a’}. Con esto tenemos que
g(a) E g(tp(d'/@)) = tp(a/e) = p, luego p es realizado en M y podemos concluir que M es
(D, p)-homogéneo.

Ahora el paso inductivo, el procedimiento es bastante similar al anterior, sea p < Ay
supongamos que para todo x < p, M es (D, k)-homogéneo. Sea C C M con |C| =k < py sea
p € Sp(C), sea a una realizacién de p, entonces C' U {a} es un D-conjunto y |C' U {a}| = &,
entonces, por la hipdtesis de induccién y el lema anterior, existe f : C'U{a} — M aplicacién
elemental. Ademds, como M es A-homogéneo, existe una funcién elemental parcial g de M en

M tal que g D f~'|c y dom(g) D f(CU{a}), asi, g(f(a)) € M y g(f(a)) E g(f(p)) = p, luego
p es realizado en M. Por lo tanto, M es (D, pt)-homogéneo. O

En el lema anterior la condiciéon D(M) D D, incluida en la segunda parte del enunciado,
juega el papel que tenia la < Ng-homogeneidad en el hecho 6.9. Ademds, usando el lema 6.10,
es facil ver que podemos agregar que M es (D, \)-homogéneo, si y sélo si, M es un D-modelo
A-homogéneo y A-universal para la clase de los D-modelos.

La teoria de modelos homogénea estudia la clase de los D-modelos bajo la siguiente
hipdtesis, que adoptaremos de este punto en adelante:

Hipdtesis 6.12. Supongamos que existen modelos (D, A)-homogéneos de tamafnio mayor o igual
a A, para cardinales A\ arbitrariamente grandes.

Una primera observacion sobre la hipdtesis es que ésta garantiza que todo D-tipo es
realizado en algin D-modelo, de hecho, hace que podamos trabajar dentro de un gran dominio
universal, o modelo monstruo, para la clase de los D-modelos, més precisamente, consideramos
un D-modelo (D, k)-homogéneo € de tamano por lo menos %, donde & representa un cardinal
arbitrariamente grande, es decir, mayor que el cardinal de cualquier conjunto o modelo que
mencionemos a menos que se diga lo contrario. Con esto podemos asumir que todos los D-
conjuntos y D-modelos estdn incluidos en €, ademads, que todo D-modelo es subestructura
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elemental de € (ver 6.10). En particular, resaltamos que todos los conjuntos sobre los que
consideraremos tipos son de cardinalidad menor que k y la satisfaccion de tipos serd respecto a

¢

Usaremos el término acotado para referirnos a los subconjuntos de € de tamafio menor
que Ay no acotado para los de tamano por lo menos A, ademés diremos que un tipo realizado
en € es acotado o no acotado segin lo sea su conjunto de realizaciones en €.

Hipdtesis, como ésta, que garanticen un modelo monstruo o hipétesis de amalgamacion no
quitan relevancia al estudio de estas clases porque aparecen en casos importantes, en particular
en casos de categoricidad, asi que el trabajo con ellas es 1til, por ejemplo, para teoremas de
tranferencia de categoricidad; para un recuento detallado de este tema ver [6, pag. 6]. Aquellos
diagramas para los que se cumple la hipdtesis 6.12 se dicen buenos, para informacion acerca de
qué condiciones garantizan esta bondad puede consultarse [10].

Noétese que para todo D-conjunto A, se tiene que
SH(A) = {tp(a/A) :a € €"},

por esto, a partir de ahora D-tipo y tipo realizado en € seran expresiones equivalentes para
nosotros incluso para tipos parciales. Esta equivalencia entre una caracterizacion sintdctica y
una caracterizacion seméntica de los D-tipos tiene como consecuencia mas sobresaliente que,
dado que para todo p € S™(A), p € S}(A), siy sélo si, p|la, € S"(Ag) para todo Ay Can A4,
entonces para todo p € S™(A), p es realizado en €, si y sélo si, p|a, es realizado en € para
todo Ay Cgn A; esta propiedad es conocida como compacidad débil y es la principal herramienta
usada en teoria de modelos homogénea, entre otras cosas, para generalizar resultados de la teoria
de modelos de primer orden. Por ahora enunciamos una de sus consecuencias que serd utilizada
mas adelante:

Lema 6.13. Sea o un ordinal limite. Si (p; : i < «) con p; € Sp(B;) es una sucesion creciente
y continua de tipos (i.e. una sucesion tal que, sii < j < a, entonces p; C p;, y, si i < o es un
ordinal limite, entonces p; = Uj<i p;) entonces |, pi es realizado en €.

Demostracion. Supongamos lo contrario, | J; ., pi es omitido en €, entonces existe B Cgy, |J;, Bi
tal que (|J;.,Pi)|B es omitido en €. Como B es finito, existe ig < « tal que B C B;,, asi,
Pio = (Uica Pi)|Bi, O (Ui<a Pi)lB ¥, por lo tanto, p;, también es omitido en &, jcontradiccién! [

Ademads, contando con la propiedad de compacidad débil podemos hacer una observacién
bésica, se tiene el teorema de Lowenheim-Skolem ascendente tal como en primer orden y asi,
combinandolo con la propiedad descendente, podemos concluir que la clase de los D-modelos

de T tiene elementos de todas las cardinalidades mayores o iguales a su nimero de Lowenheim-
Skolem.
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Capitulo 7

w-estabilidad, indiscernibles y no
ruptura

Dado que hemos visto que los tipos importantes en este contexto son los D-tipos, las definiciones
de estabilidad se referirdn sélo a estos tipos.

Definicion 7.1. Sean A un cardinal infinito y D un diagrama. Decimos que D es A-estable si,
para todo A C € con |A| = A, [Sp(A)] = .

Como es costumbre, también usaremos la expresion w-estable para decir Rg-estable.

Es bueno anotar que obviamente si T' es A-estable, entonces para todo diagrama D, D
también es A-estable. Tal como en primer orden, usando induccién y el principio del palomar
puede verse que si D es A-estable, entonces |S7)| = A para todo n.

Otra propiedad que definimos de manera andloga a como se hace en la teoria de modelos
de primer orden y que esta relacionada con la w-estabilidad es la siguiente:

Definicion 7.2. Un diagrama D es totalmente trascendente si no existe un arbol creciente de
conjuntos (finitos) B, y tipos p, € Sp(B,), con indices n en “72, para la cual existen una
férmula ¢(x,y) y tuplas b, C B,, tales que

¢($a bn) EPno Y ﬁgb(x? bn) € Pn1

Lema 7.3. Si D es w-estable, entonces también es totalmente trascendente.

Demostracion. Supongamos que D no es totalmente trascendente, entonces existe un arbol cre-
ciente de conjuntos finitos By y tipos p, € S p(By), con indices n € “72, para el cual existen
una férmula ¢(x,y) y tuplas b, C B, tales que

(;5(:1:, bn) € Pno y _\¢(ZE, bn) € Pn1,

Entonces para cada v € “2 definimos p, = |, Py|,» donde v|, es la tupla de los
primeros n + 1 términos de v. Por 6.13, cada p, es un D-tipo; ademsds, si v,0 € “2 y v # o,
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entonces p, # p, porque, si ng es el primer natural para el que vy, # on,, ¢(z, 5V|n0) atestigua
la diferencia.

Ast, [Sp(U,<w Bn)l = 2% apesar de que Uy <o By es contable. Por lo tanto D no es
w-estable. O

Ahora definimos las sucesiones de indiscernibles que serdn tutiles mas adelante.

Definicién 7.4. Dados un modelo M (aqui incluimos los modelos grandes M y €), un orden
lineal (Z,<), AC M el = (b;:i € Z) C M™, para algin m < w. Decimos que I es una
sucesion de indiscernibles sobre A en M si, para todo n < w y para todos i1 < --- < i, €Ly
J1 < --- < jn €1 se tiene que

tp(biy, ..., bi, JA, M) = tp(bs, ..., b3, JA, M)

Definiciéon 7.5. Dados M y A como en la definicién anterior e Z y J dos 6rdenes lineales.
Ordenamos la clase de las sucesiones de indiscernibles sobre A en M de la siguiente forma, si

I=(bi:i€I)yJ=(b:i€ J) son sucesiones de indiscernibles sobre A en M, definimos
I<J << ICcJANICJ.

En particular, decimos que I es una sucesion mazximal de indiscernibles sobre A en M si es un
elemento maximal de este orden.

Lema 7.6. Sean M un modelo y A C M. Para toda I sucesion de indiscernibles sobre A en M,
existe J sucesion mazximal de indiscernibles sobre A en M tal que J D 1.

Demostracion. Aplicacién estéandar del Lema de Zorn. O

Lema 7.7. Sean M un modelo, A C M eI = (b; : i < TI) una sucesion mazximal de indiscernibles
sobre A en M infinita. Si M es (D, \)-homogéneo y |A| < X, entonces |I| > \.

Demostracién. Supongamos lo contrario, que |I| < A, y consideremos el siguiente tipo:

p(z) = {&(z,a,biy, ..., bi,) < (T, a,bj,,...,bj,) :
AaCAN<w i< - <ipn€Z,j1<--<jn€Z,¢€Fmls(L)}.

El conjunto de pardmetros de este tipo tiene cardinal |A| - |I| que, por nuestra suposicién, es
menor que A, asi, si p es un D-tipo, entonces p debe ser realizado en M y esto nos daria la
contradiccién que buscamos ya que, si b es una realizacién de p en M y definimos Z’ como el
orden obtenido al agregar un punto i’ al final del orden Z e I’ = (b; : i € Z) con by = b, entonces
I’ es una sucesién de indiscernibles sobre A en M e I' D I.

Veamos que efectivamente p es un D-tipo; por la propiedad de compacidad débil, es
suficiente ver que, para todo C' Cgy, dom(p), p|c es un D-tipo. Sea C' Cg, dom(p), entonces p|c
esta contenido en

po(Z) = {&(Z,a,biy, ..., bi,) < (T, @, b5, .0 bj,) :
aC Ap,n < Nyiy <+ <ip €Zo,j1 < -+ < jJn € Ly, ¢ € A},
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para algunos Ay Can A, N < w, Zy Can Z vy A C Fmls(L). Nétese que, dado que I es una

sucesion de indiscernibles, para ¢ € Z — Zy, b; C M realiza el tipo pg y, por lo tanto, también
realiza p|C'; luego p|C es realizado en el D-modelo M y, en consecuencia, es un D-tipo. O

El siguiente hecho recoge algunas consecuencias importantes de la w-estabilidad.
Hecho 7.8. Supongamos que D es w-estable, entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:
1. Si I es un conjunto mo contable de tuplas de elementos de € y A es contable, entonces
existe J C I no contable que es sucesion de indiscernibles sobre A.
2. D es A-estable, para todo cardinal infinito \.
3. Existe un modelo (D, \)-homogéneo de tamano X\, para todo cardinal infinito X.
La tercera afirmacion del hecho garantiza que bajo w-estabilidad podemos tomar el
dominio universal € como un modelo (D, bkappa)-homogéneo de tamano bkappa, que, por lo

tanto, resulta fuertemente K-homogéneo, es decir, tal que para todo conjunto acotado A y todos
a,b e €, sitp(a/A) =tp(b/A), entonces existe un automorfismo f € Aut(€/A) tal que f(a) = b.

Otra herramienta que usaremos es la no ruptura que definimos como sigue:

Deiﬁnici(')n 7.9. Dados p un D-tipo sobre Ay B C A, decimos que p rompe sobre B, si existen
¢,d € A con tp(¢/B) = tp(d/B) y una férmula ¢(z,y) tales que

¢(z,c)ep y —¢(x,d) €p.

Lema 7.10. Si un D-tipo p sobre A rompe sobre B C A, entonces

» existe 0 € Aut(€/B) tal que p y o(p) son dos D-tipos incompatibles que extienden a p|p,
y, visto de otra manera,

= existe una formula ¢(x,d) tal que p|p U {p(z,d)} y p|p U {-¢(zx,d)} son ambos D-tipos.

Demostracion. Supongamos que p rompe sobre B, entonces existen ¢,d € A con tp(¢/B) =
tp(d/B) y una férmula ¢(z,y) tales que

d(z,c)ep y —o(x,d) € p,

Como B es acotado, existe o € Aut(€/B) tal que o(¢) = d, por lo tanto, ¢(x,d) € o(p).
Ademas, debe ser claro que, dado que p es D-tipo, o(p) también es un D-tipo.

Para la segunda afirmacién, simplemente nétese que p|p U {¢(x,d)} v p|p U {—¢(z,d)}
estan contenidos en o(p) y p respectivamente. O

Lema 7.11. Si D es w-estable y p es un D-tipo sobre A, entonces existe un conjunto B Cg, A
tal que p no rompe sobre A.
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Demostracion. Supongamos lo contrario, es decir, que para todo B Cg, A, p rompe sobre B.
Afirmamos que entonces existe un arbol de D-tipos (p, : n € “~2) tal que

1. Sin C v, entonces p, C py,
2. dom(p,) Csn A, para todo 7,
3. Dyo ¥ py1 son tipos incompatibles.

Es suficiente comprobar esta afirmacion para completar la demostracién ya que, si se
tiene, tomando

C= U dom(pn),

neEY>2

pe= J pn

n6w>2
nC¢

y, para cada £ € “2,

entonces, por compacidad débil, cada p¢ es un D-tipo con dom(p,) C C. Ademas, si &1, & € “2
con § # o, entonces pe, v pg, son incompatibles. Luego, existe una cantidad no contable de
D-tipos (parciales) incompatibles sobre C, y esto contradice la w-estabilidad de D.

Veamos que efectivamente existe tal arbol de tipos, para esto simplemente definimos:

= pp=plo

= Dado p,, como p rompe sobre dom(p,), existe una férmula ¢(x, d) con d C A tal que

p|dom(p,,) U {¢($v d)} y p|dom(p,,) U {ﬁ¢($a d)} son D-tipos.

Por lo tanto podemos tomar

Pno = p’dom(pn) U {¢($, d)} Y Pno = p|dom(p,,) U {_‘QZ)(ZU, d)}
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Capitulo 8

Tipos cuasiminimales

Con la idea de generalizar a este contexto el papel de los conjuntos fuertemente minimales en la
teoria de modelos de primer orden, hacemos la siguente definicién.

Definicién 8.1. Un tipo p € Sp(A) se dice cuasiminimal si p es no acotado y, para todo B D A,

existe un tnico ¢ € Sp(B) tal que ¢ D p y ¢q es no acotado (y, por lo tanto, cuasiminimal).
Antes de probar algunas cosas sobre los tipos cuasiminimales, es bueno ver el siguiente

hecho.

Lema 8.2. Dados un 1-tipo (parcial) no acotado p sobre A, existe un tipo no acotado q € Sp(A)

que extiende a p.

Demostracion. Supongamos lo contrario, es decir, que para todo ¢ € Sp(A) con ¢ D p, q es
acotado. Para esta demostracion, sea P = {q € Sp(A) : ¢ D p}. Nétese que

por lo tanto,

Ip(&)] < |Sp(A)] “Sup l9(€)]

< 2M sup |q(€)],
qeP

y, como (podemos asumir que) cf(&) > 214/, tenemos que
p(€) < Rk-k = k.
Luego p es acotado, jcontadiccion! O

Lema 8.3. Un tipo p € Sp(A) es cuasiminimal, si y sdlo si, p es no acotado y para toda formula
¢(x) con pardmetros, alguno de los tipos pU{p(z)} y pU{—¢(z)} es acotado.
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Demostracion. (=) Supongamos, con el 4nimo de llegar a una contradiccién, que p es cuasimi-
nimal y existe una férmula ¢(x) tal que pU{¢(z)} y pU{=¢(x)} son ambos tipos no acotados.

Por el lema anterior, existen tipos p1, p2 € Sp(B) que extienden a pU{¢(z)} y pu{—¢(z)}
respectivamente y que también son no acotados; por lo tanto, p; y p2 son dos tipos completos
sobre el mismo conjunto, no acotados, que extienden a p y que claramente son distintos, jcon-
tradiccion!

(<) Dado B D A, sea
qg=pU{o(z): ¢(z) es una férmula sobre B y p U {¢p(x)} es no acotado},

asi, por la hipdtesis, g estd bien definido y es un tipo completo sobre B. Ademads, para cualquier
otro 1-tipo r completo sobre B, es claro que r debe ser acotado. Por lo tanto, ¢ es la tnica
extension no acotada de p en Sp(B). Y esto prueba la implicacién. ]

La importancia especial de los tipos cuasiminimales se vera enseguida, por el momento
probamos que bajo w-estabilidad existen tipos de esta clase incluso sobre conjuntos finitos.
Lema 8.4. Suponiendo que D es w-estable, se tiene que existe un tipo cuasiminimal sobre algin

conjunto finito.

Demostracion. Supongamos lo contrario, es decir, que dado el diagrama w-estable D, no existen
tipos cuasiminimales sobre subconjuntos finitos de €. Entonces construimos un arbol creciente
de conjuntos finitos By, y tipos p, € Sp(By), para n € “~2 de manera que, para todo n € ¥~2
se tenga:

= py es no acotado,

* pPyo Y Py1 son tipos explicitamente incompatibles.

Esto es suficiente porque significa que D no es totalmente trascendente y, en consecuencia,
D tampoco es w-estable. La construccién es posible, por ejemplo, de la siguiente manera:

» Sean By = ) y py cualquier tipo completo sobre () no acotado, estos tipos existen porque
€ =U,espmP(€) v [Sp()] < Ro , por la w-estabilidad.

» Suponiendo que se ha definido p, € Sp(B,) de manera adecuada. Por hipdtesis p, no es
cuasiminimal, luego existe una férmula ¢(z, b,) tal que pU{¢(z,b,)} y pU{—=d(z,by,)} son
ambos tipos no acotados. Sean B, = B;1 = B, UB,] y sean pyo, py1 € Sp(Bpo) extensiones
no acotadas de pU {¢(z,b,)} y pU {~¢(x,b,)} respectivamente.

Apartir de este punto, trabajaremos bajo w-estabilidad:

Hipdtesis 8.5. Fijemos un Diagrama D C D(T) y supongamos que D es w-estable.
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Con esta hipdtesis, podemos simplificar un poco la definicién de tipo cuasiminimal usando
el hecho 7.8.

Lema 8.6. Sea p € Sp(A) con A finito, si p(€) es no contable, entonces p es no acotado.
Demostracién. Supongamos que p(€) es no contable, entonces, por 7.8, existe I C p(€) no conta-
ble que es sucesién de indiscernibles sobre A. Sea I’ D I una sucesién maximal de indiscernibles

sobre A, asi, obviamente I’ C p(€) y, dado que € es (D, k)-homogéneo, entonces, por 7.7 |I| > k.
Por lo tanto, p(€) > &. O

Lema 8.7. Sea p € Sp(A) con A finito. Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. p es cuasiminimal

2. p(€) es no contable y para todo B D A, existe un inico ¢ € Sp(B) tal que ¢ D p y q(€) es
no contable

3. p(€) es no contable y para toda formula ¢(x) con pardmetros, alguno de los tipos pU{p(x)}
y pU{—¢(x)} sdlo tiene una cantidad contable de realizaciones.

Demostracion. Inmediato a partir del lema anterior. ]
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Capitulo 9

La pregeometria P y la geometria P’

Los tipos cuasiminimales cargan una pregeometria tal como los conjuntos fuertemente minimales,
a continuacién definimos el operador de clausura correspondiente.

Definicién 9.1. Dado p un D-tipo en una variable sobre A, sea P = p(€), definimos el operador
cl, para a € Py X C P acotado, como sigue

a€cl(X) <= tp(a/X UA) es acotado (sélo tiene contables realizaciones),
0, equivalentemente,

a € cl(X) <= Existe una férmula ¢(x) sobre X U A tal que
F ¢(a) y ¢(€) es acotado (sdlo tiene contables realizaciones).

Lema 9.2. Sea p un tipo cuasiminimal sobre un conjunto finito A y sea P = p(€). Entonces
(P, cl), considerando sdlo los subconjuntos acotados de P, es una pregeometria.

Demostracion. 1. Obviamente X C cl(X), para todo X C P acotados.
2. También obviamente, X C Y implica cl(X) C cl(Y'), para todos X,Y C P acotados.
3. Usando la segunda forma de la definicion de cl, es claro que se tiene cardcter finito.

4. Veamos que cl(cl(X)) = cl(X), para todo X C P acotado. La inclusién de derecha a
izquierda se tiene por 1.

Antes de probar la segunda inclusién nétese que no es posible seguir la forma convencional
de hacerlo en primer orden. Ahora, sea a € cl(cl(X)), dos aplicaciones de la propiedad de
cardcter finito muestran que podemos suponer que X finito. Queremos ver que a € cl(X),
para esto, supongamos que no es asi, es decir, tp(a/AUX) es no acotado, entonces sean {a; :
i < wi} realizaciones distintas de dicho tipo. Para todo i < wy, existe f; € Aut(€/AU X)
tal que f;(a) = a;, por lo tanto,

a; = fi(a) € fi(cl(cl(X))) = cl(cl(fi(X))) = cl(cl(X)).

Luego, para cada 1, el tipo tp(a;/A U cl(X)) sélo es realizado una cantidad contable de
veces en €; sea A; el conjunto de realizaciones de dicho tipo, entonces tenemos que {a; :
i<wi} Cl; <wy A;, luego, como cada A; es contable, existe una cantidad no contable de
tipos de la forma tp(a;/A U cl(X)), lo cual contradice la hipétesis de w-estabilidad.
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5. Supongamos que a € cl(X U{c}) —cl(X) y veamos que entonces ¢ € cl(X U{a}). Podemos
asumir que X es finito.

Una primera observacién es que ¢ ¢ cl(X), porque si ¢ € cl(X) tendrifamos a € cl(XU{c}) C
cl(cl(X)) = cl(X). Entonces, sea ¢ la tnica extensién no acotada (cuasiminimal) de p en
Sp(A U X), por lo tanto,

qg=tp(a/AUX) =tp(c/AU X).

Como a € cl(X U{c}), existe una férmula ¢(x, ¢) sobre BU{c} tal que a F q(x) U{¢(x,c)}
y q(z) U{o(z,c)} es acotado.

Consideremos el tipo ¢(y) U {¢(a,y)}, para concluir que ¢ € cl(X U {a}) es suficiente ver
que este tipo es acotado. Supongamos lo contrario, es decir, que ¢q(y) U {¢(a,y)} es no
acotado, asi, dado que ¢ es cuasiminimal, ¢(y) U {—¢(a,y)} es realizado sélo una cantidad
acotada (contable) de veces. Sean {a; : ¢ < w} realizaciones distintas de ¢. Para cada 1, el
tipo q(y) U {—¢(a;, y)} es acotado, ya que, como g = tp(a/AU X) = tp(a;/AU X)., existe
fi € Aut(€/AU X) tal que f(a) = a;, asi f; naturalmente induce una biyeccién entre los
conjuntos solucién de los tipos q(y) U {=¢(a,vy)} v q(y) U {—=¢(ai,y)}.

Dado que |¢(€)| > Ny, existe un elemento ¢’ que realiza q(y) U {¢(a;,y)} para todo i < wy.
Luego, q(z) U{¢(z, )} es realizado una cantidad no contable de veces, con esto encontra-
mos una contradiccién porque ¢ = tp(¢’/AU X) = tp(¢/AU X) y por lo tanto existe una
biyeccién, inducida por un automorfismo de € sobre A U X, entre los conjuntos solucién

de los tipos q(z) U {6(z, )} y q() U {p(x, )}

O]

Ademsds, esta pregeometria es homogénea en el siguiente sentido:

Definicién 9.3. Dada una pregeometria (P,cl), decimos que ésta es una pregeometria ho-
mogénea si, para todo B C P con |B| < |P|, y para todos a,b € P — cl(B), existe una automor-
fismo de la pregeometria o que fija B punto a punto y que envia a a b.

Lema 9.4. Sea p € Sp(A) un tipo cuasiminimal con A finito y sea P = p(€). Entonces la
pregeometria (P, cl) es homogénea.

Demostracion. Sean B C P con |B| < |P|y a,b € P—cl(B). Como a,b #€ cl(B), tp(a/AUB) =
tp(A U B) porque ambos son la tnica extensién no acotada de p en Sp(A U B); esto implica
que existe f € Aut(€/A U B) tal que f(a) = b, y, dado que tanto P como cl sélo dependen
de pardmetros en A, es claro que f|p es un automorfismo de la pregeometria P tal como se
requeria. ]

Aunque esta propiedad serda importante més adelante, al momento de clasificar las po-
sibles acciones sobre estas pregeometria de grupos interpretables la atencién se centra en la
w-homogeneidad de la pregeometria (cuando sélo se toman conjuntos B finitos) y no en la
homogeneidad completa.

Como siempre, una vez tenemos una pregeometria contamos con las nociones de inde-
pendencia, bases y dimension.
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Noétese que P no tiene una dimensién acotada, esto se debe a que la clausura de todo
conjunto acotado es también un conjunto acotado, ya que, para X C P acotado,

| l(X)] < [Sp(X))] - sup ()]
peSp(X) acotado
= |el(X)| < 2X1 ), con A < &

= |cl(X)] < .

Dado que estamos interesados en la relacién entre la estructura geométrica sobre la clase
de las realizaciones de un tipo cuasiminimal p y ciertos conjuntos fuera de p, para calcular
clausuras y dimensiones teniendo en cuenta informacion fuera de p, definimos un operador de
clausura clg, para cada C' C € conjunto (acotado), de manera que, paraa € Py X C P,

a€clo(X) < tpla/AUCUX).

Al igual que cl, los operadores clg son pregeometrias sobre P, esto se debe simplemente a que,
para cada C, podemos ver p como un tipo sobre AUC. Para evitar recargar la notacién, hacemos
la siguiente convencién

clo(X) =cd(XU0),

en consecuencia, usaremos expresiones como dim(X/C) o dim(X/A U C) en lugar de dim¢(X).

La siguiente observacién sobre el operador cl en P, generaliza el hecho de que, en un
cuerpo algebraicamente cerrado, todas las tuplas de elementos algebraicamente independientes
sobre un subcuerpo tienen el mismo tipo sobre dicho subcuerpo.

Lema 9.5. Sean a,b € P™ con m < w, tuplas independientes sobre un conjunto (gcotado) B,
es decir tales que dim(a/A U B) = dim(b/A U B) = m. Entonces tp(a/AU B) = tp(b/AU B).

Demostracién. Probamos, por induccién sobre m, que para todas tuplas independientes @, b y
para todo conjunto B vale la propiedad mencionada. Para m = 1, tenemos que a; ¢ cl(AU B)
y b1 & cl(A U B), luego tp(a1/A U B) = tp(b1/A U B) porque ambos son la tnica extensién no
acotada de p en Sp(A U B).

Ahora, suponiendo que la propiedad es valida para m veamos que también lo es para
m + 1. Dadas bara,barb € P™! con dim(a/A U B) = dim(b/A U B) = n + 1, tenemos que
dim(ay...a,/A U B) = dim(b;...b,/A U B) = n y, por lo tanto, por la hipétesis de induccién,
tp(ay...an /AU B) = tp(b;...b, /AU B); por otro lado, también usando la hipétesis de induccidn,
tenemos que, dado que dim(a,4+1/A U B U {ay,...,an}) = dim(by+1/AU B U {by,....,bn}) = 1,
entonces tp(an+1/AUBU{ay, ..., an}) = tp(bpt1/AUBU{b1, ..., by }); por lo tanto, tp(a/AUB) =
tp(b/AU B). O

Recordamos ahora la definicién, para este caso, de la geometria P’ asociada a P, que
usaremos mas adelante.

Definicién 9.6. Definimos la geometria (P’, cl’) asociada a la pregeometria (P, cl) de la siguiente
manera, sea

P'= (P~ cl(0))/E,
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donde FE es la relacién de equivalencia en P dada por
E(z,y) <= cl(z) =cl(y) <= =z € cl(y),
y, paraa € Py X C P, sea cl’, el operador de clausura en P’, como sigue

a/E € I'(X/E) < a € cl(X).

Comprobemos que cl’ est4 bien definido, es decir, veamos que, para aq,as € Py By, By C
P, si suponemos que a1/E = ay/E y B1/E = Bs/FE, entonces se tiene que a; € cl(B;) <~
ay € cl(Bz). Dada la simetria de la situacién basta probar una de las dos implicaciones, esto es,
si a1 € cl(By), entonces

ag € cl(ar) € cl( | cl(v)) Cel( [ J cl(v)) cel(el( | b)) = cl(Ba).

beBy beBs beBy

Dicho esto, es claro a partir de la definicién de cl’ que para todo conjunto A C P, A
es cl-independiente, si y sélo si, A/F es cl-independiente. En particular, esto garantiza que P’
tampoco tiene dimensién acotada.

En adelante, dado que no se presta a confusiones, también usaremos cl para denotar el
/
operador de clausura cl’ en P’.

Ademsds, nétese que que E es A-tipo definible y, por lo tanto, E es A-invariante; en-
tre otras cosas, esto implica que para todo f € Aut(€/A), tenemos que a/E = b/E <=
f(@)/E = f(b)/E. Luego, los automorfismos de la pregeometria P inducidos por elementos de
f € Aut(€/A) determinan automorfismos de P’ de la manera natural y, por lo tanto, P" hereda
la homogeneidad de P.
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Capitulo 10

Teorema de interpretacion de grupo

En esta parte enunciamos el teorema de interpretacion de grupo probado por Hyttinen Lessmann
y Shelah en [9], ademds empezaremos la demostracién de la primera parte, en la que se encuentra
un grupo interpretable, bajo la hipdtesis de w-estabilidad, este trabajo serda terminado en la
siguienmte seccion.

Primero aclaremos la nocién de interpretabilidad que usaremos para este contexto, ésta
es analoga pero no idéntica a la de la teoria de modelos de primer orden, aqui remplazamos
los conjuntos definibles sobre un conjunto de pardmetros por conjuntos invariantes sobre dicho
conjunto de parametros.

Definicién 10.1. Dados U C € (no necesariamente acotado) y A C € acotado, decimos que U
es A-invariante si para todo f € Aut(€/A) se tiene que f(U) =U.

Noétese que si U es tipo definible sobre A, en particular si es definible sobre A, entonces
U es A-invariante.

Ademsds, nétese que los conjuntos A-invariantes corresponden a aquellos que pueden
ser expresados como una disyuncién (infinita, no necesariamente acotada) de tipos (completos)
sobre A. Para esto, primero téngase en cuenta que si un conjunto es disyuncién de tipos sobre A
entonces claramente es A-invariante, y reciprocamente si U es un conjunto A-invariante entonces
U =Upesp(€), donde S = {tp(z/A) : © € U}, podemos comprobar esta ltima afirmacién como
sigue: (C) Obvio (D) Sea ¢ € |J,cs P(€), entonces existe d € U tal que tp(c/A) = tp(d/A), por lo
tanto, existe f € Aut(€/A) tal que f(d) = ¢; asi, dado que d € U y U es A-invariante, también
cel.

Finalmente, trabajando con D como el conjunto de los tipos atémicos en D(T), adicio-
nalmete se tiene que si A es finito, entonces todo conjunto A-invariante es tipo definible sobre A.
Veamos esto, dado que U es A-invariante, también €—U es A-invariante, luego €—U = Upe (%)
para algin S C Sp(A); como A es finito cualquier D-tipo sobre A es atémico y por lo tanto
podemos escribir € — U = Upe g ¢p(€) para algunas formulas ¢,(z) con parametros en A; con
esto podemos concluir que U = g ~¢p(€) = ¢(€) donde q(z) = {~¢,(z) : p € S}.

Definicién 10.2. Decimos que un grupo (G, -) (veremos operaciones binarias como relaciones
ternarias funcionales en la tercera entrada) es interpretable en € sobre A si existen un conjunto
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U, una relacién ternaria x en U y una relacion de equivalencia E en U, todos A-invariantes,
tales que (G, ) es isomorfo a (U/E,*/E).

Es claro que la definicién anterior puede extenderse para incluir la nocién de interpreta-
bilidad de una estructura de primer orden en otra, aqui simplemente hemos dado la definicion
mas sencilla que incluye el caso en el que estamos interesados. Ademads, vale la pena anotar
que, tal como en primer orden es suficiente considerar las estructuras infinitas definibles en M,
porque cualquier estructura finita es definible en cualquier infinita, en este contexto sélo son
relevantes las estructuras no acotadas definibles en €, ya que cualquier estructura acotada es
interpretable en € de manera trivial.

Ahora, enunciamos el teorema de interpretacion de grupos en su forma original:

Teorema 10.3 (Hyttinen, Lessmann, Shelah). Sea D un diagrama estable y € su dominio
universal, sean p,q € Sp(A) tipos no acotados con p cuasiminimal y definamos P = p(€) y
Q = q(€). Supongamos que existe n < w tal que

» Para toda tupla independiente a € P™ y para todo conjunto finito C C @Q,

dim(ai,...,an/AUC) =n

» Ezisten una tupla independiente a € P*T1 y un conjunto finito C C Q tales que

dim(ay, ..., an, an+1/AUC) <n+ 1.

Entonces, existe un grupo no acotado G interpretable en C (sobre algin conjunto de pardmetros)
que actia sobre la geometria P’ asociada a P. Ademds, o bien G es un grupo no cldsico, o bien
ne{l,2,3} y

» Sin=1, G es abeliano su accion sobre P’ es regular.

= Sin =2, la accion de G sobre P' es isomorfa a la accién de K x K'imes sobre K, para
algun cuerpo algebraicamente cerrado K, B-invariante para algin B Cgy, P y con dominio
P.

» Sin =3, la accion de G sobre P' es isomorfa a la accién de PGLy(K) sobre P1(K), para
algun cuerpo algebraicamente cerrado K, B-invariante para algin B Can P y con dominio
P — {0} para algin elemento oo de P.

En el teorema, se denominan grupos no cldsicos a grupos G no abelianos dotados de
una pregeometria w-homogénea, en el sentido de que, para todos a,b € G y B Cgy G tales que
a,b ¢ cl(B), existe f € Aut(G/B) tal que f(a) = g, y tal que dim(G) = |G| > Ry. Actualmente
es un problema abierto si realmente existen grupos no clasicos, y en caso de que si existan,
se deberd entender si efectivamente pueden aparecer bajo las condiciones de teorema, por esto
decimos que la descripcion de los posibles grupos G interpretables segiin el teorema y sus accio-
nes sobre la pregeometria P aln no estd completa. Lo anterior se debe a que en este contexto
no ha sido posible tener una versién del teorema de Reineke que excluya la posibilidad de que
estos grupos existan, una aproximacién a tal resultado se pesenta en [9, pdg. 9], sin embargo
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vale la pena anotar que, en una direccién similar, en el articulo si se expone cémo extender el
teorema de Macintyre que establece que todo cuerpo infinito w-estable es algebraicamente cerra-
do, obteniendo que todo cuerpo dotado de una pregeometria w-homogénea es algebraicamente
cerrado.

El teorema 10.3 generaliza un resultado de Hrushovski para teorias estables de primer
orden ([7]). En éste ultimo se usan hipétesis similares pero en términos bastante diferentes, en
su enunciado, trabajando en el dominio universal de una teoria estable, se supone que existen
tipos estacionarios p, ¢ € S(A) con p regular tales que p” es débilmente ortogonal a ¢* y p" ! no
es casi ortogonal a ¢, y se concluye que existe un grupo G interpretable en €, que n € {1,2, 3}
y que todas las posibles acciones de GG sobre la clase de las realizaciones de P son como en 5.5.

Para ocuparnos de la demostracion de la primera parte del teorema para diagramas
w-estables, de ahora en adelante hacemos la siguiente suposiciéon:

Hipdtesis 10.4. Sean p,q € Sp(A) tipos no acotados con p cuasiminimal y definamos P = p(€)
y Q = ¢q(€). Supongamos que existe n < w tal que

1. Para toda tupla independiente a € P" y para todo conjunto finito C' C @,

dim(a,...,an,/JAUC) =n

2. Existen una tupla independiente @ € P"*! y un conjunto finito C' C Q tales que

dim(aq, ..., an, an+1/AUC) <n+ 1.

Una observacion util sobre esta hipdtesis es que su segunda parte es equivalente a:
Para toda tupla independiente a € P™t1, existe un conjunto C Can Q tal que
dim(aq, ..., an,an+1/AUC) <n+ 1.

Para comprobar esto fijemos una tupla @ € P"*! y un conjunto finito C C Q que atestigiien
la segunda parte de la hipéStesis y sea b € P"! una tupla cualquiera, como @ y b son ambas
independientes y p es cuasiminimal, entonces, por 9.5, tp(a/A) = tp(b/A), luego existe f €
Aut(€/A) tal que f(a) = b. Asf pues, dim(b/A U f(C)) = dim(a/A U C) = n y con esto se
completa el argumento porque o(C) C 0(Q) = Q.

Primero definimos ciertos grupos de permutaciones que usaremos de aqui en adelante.
Definicién 10.5. Para X,Y C €, acotados o no, usaremos Aut(X/Y") para denotar el grupo:
{0:0¢€ X! yexiste f € Aut(€/Y) tal que f|x =0},

con la operacién de composicién usual. Estos grupos son llamados grupos de enlace.
En particular consideraremos el grupo Aut(P/Q U A). Nétese que, dado que P es A-
invariante, sus elementos son precisamente las restricciones a P de los elementos de Aut(€/QUA)

y, dado que el operador cl en P sélo depende de pardmetros en A, todos los elementos de
Aut(P/Q U A) preservan cl y, en consecuencia, son automorfismos de la pregeometria (P, cl).
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El grupo G que veremos que es interpretable en € es:
G={0/E:0€Aut(P/QUA)},
con la operacién o/E inducida por la composicién usual, es decir,
o/Eo/ET/E = (0oT)/E,
para todos o /E,7/FE € G.
Asi, G actia naturalmente en la geometria P’ mediante:

(0/E,a/E) — o(a)/E.

Dado que @ es no acotado, en principio el grupo G puede ser acotado, a continuacion
vemos que éste no es el caso.

Abusando de la notacién, para a, b C €, usaremos la expresién tp(a/QUA) = tp(b/QUA)
para decir que para todo X C Q acotado, tp(a/X UA) = tp(b/X UA). Dicho esto, lo importante
es que podemos probar que, bajo la hipotesis que tenemos de estabilidad, € también cuenta con
cierta ”homogeneidad fuerte” para esta nocion.

Lema 10.6. Dados a,b € €%, con o un ordinal acotado, sitp(a/QUA) = tp(b/QU A), entonces
existe f € Aut(€/Q U A) tal que f(a) =b.
Demostracion. Antes de comenzar la demostracion, nétese que si () fuera acotado entonces esta

propiedad serfa una consecuencia casi inmediata de la homogeneidad de € (usar induccién).

Dicho esto veamos la demostracién, sea (¢; : @ < ) una enumeracién de € — (Q U A),
1 puede ser acotado o no acotado. Ahora procedemos con un argumento de back-and-forth,
afirmamos que existe una cadena creciente y continua (f; : ¢ < p) de aplicaciones elementales
parciales de € en € tal que:

s fo= {(ai,bi) < a} UidQuA,
v ¢ € dom(fait1),

" C € im(f2i+2).

La existencia de tal cadena es suficiente para demostrar el lema ya que, de tenerse,
f=Uic Jma fi es un atomorfismo con las propiedades requeridas.

Comprobemos que si existe dicha cadena, definamos:

= Sea fo = {(ai,b;) 1 i < a}Uidgua,

» Para i < p ordinal limite, definimos f; = | i<i i
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s Para el caso i < p ordinal sucesor, debemos encargamos de definir adecuadamente f; segin
1 sea par o impar, pero dada la simetria de la situacién es suficiente probar la siguiente
propiedad:

Para todos ¢,d € &P, con 8 un ordinal acotado, tales que tp(¢/Q U A) = tp(d/Q U A),
entonces para todo ¢’ € €, existe d' € € tal que tp(ed /Q U A) = tp(dd'/Q U A).

Por 7.11, existe B Cgy Q U A tal que tp(cd’/Q U A) no rompe sobre B. Aplicando ite-
radamente la homogeneidad de € (induccién), puede verse que existe o € Aut(€/B) tal
que f(¢) = d. Sea d = o(c/) y veamos que asi tp(ec’/Q U A) = tp(dd'/Q U A), su-
pongamos lo contrario, es decir, que existe una férmula ¢(z,€) con € C Q U A tal que
#(z,€) € tp(ed /QU A) y =¢(z,€) € tp(dd'/Q U A), luego —¢ (7,0 te) € tp(ed’ /Q U A) y,
obviamente, tp(é/B) = tp(c~'e/B); por lo tanto, tp(éc’/Q U A) rompe sobre B, jcontra-
diccién!

O]

Lema 10.7. Sean a,b € P" tuplas independientes, entonces existe o € Aut(P/Q U A) tal que
o(a) =b. Luego también existe g € G tal que g(a/E) =b/E.

Demostracién. Sean a,b € P" tuplas independientes, por la primera parte de la hipétesis 10.4,
tenemos que

dim(a/A U C) = dim(b/A U C) = n, para todo C Cg, Q.

Ademés, por 9.5, para todo C' Cg, Q, tp(a/AUC) = tp(b/AU C). Asi, podemos con-
cluir que también, para todo C' C Q acotado, tenemos que tp(a/A U C) = tp(b/AU C), y, en
consecuencia, tp(a/AU Q) = tp(b/AU Q).

Finalmente, por el lema anterior, existe f € Aut(€/Q U A) tal que f(a) = by, por lo
tanto, basta tomar o0 = f|py g =0o/E. O

Corolario 10.8. El grupo G es no acotado.

Demostracion. Fijemos una tupla independiente a € P". Por el lema anterior, para cada tupla
independiente b € P, existen o € Aut(P/QU A) tal que o(a) =by g; € G (9 = 0/E) tal que
9(a/E) = b/E.

Obviamente existe una cantidad no acotada de tuplas independientes b € P", usando
este hecho veamos que también existe una cantidad no acotada de elementos en G; sean b, ¢
tuplas independientes en P", llamemos o = 03, T = 0z, g = g3 Y h = ge, entonces:

g=h < Yae P,g(a/E)=h(a/E)
<= Va€ Po(a)/E=17(a)/E
<= Va € P,cl(o(a)) = cl((a)).
Asi, dado que para cada a € P, {c € P : cl(o(a)) = cl(o(c))}es acotado, entonces existe una
cantidad no acotada de elementos ¢; en P tales que cl(o(c;)) # cl(o(c;)), siempre que i # j.

Con esto, tomando tuplas independientes b; € P™ con primera componente c¢;, tenemos que las
aplicaciones g forman una cantidad no acotada de elementos de G. O
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Capitulo 11

n-acclones

En esta seccién presentamos la estructura algebraica que recoge las propiedades de la accién de
G en P’ que garantizaran la interpretabilidad de G.

Definicién 11.1. Dada una accién de un grupo G en una pregeometria (P, cl) con cl(f)) = 0
que denotamos como:

(9,a) — g(a),

para g € Gy a € P. Decimos que la accién es una n-accion si se tienen las siguientes propiedades:

1. La accién tiene rango n, es decir,

= Para todas @,b € P" con dim(ab) = 2n, existe g € G tal que g(a) = b, y,
. Existenic_l,l_) € P! con dim(ab) = 2n + 2, para las cuales no existe ¢ € G tal que
g(a) =b.
2. La accién es n + 1 determinada, es decir, para todos g, h € G y para toda tupla indepen-
diente @ € P"*!, si g(a) = h(a), entonces g = h.
Ahora queremos ver que la accién de G en P’ es efectivamente una n-accién, una primera

parte de este trabajo ya fue hecha en la seccién anterior.

Lema 11.2. La accién de G en P’ tiene rango n.

Demostracidn. Como consecuencia inmediata de 10.7, tenemos que para todas a/ E, b/E € (P)"
con dim(a/F b/FE) = 2n, existe g € G tal que g(a/E) = b/E.

Ahora debemos probar que existen d/E,l_)/bi € (P""*! con dim(a/E b/E) = 2n + 2,
para las cuales no existe g € G tal que g(a/E) = b/E. Sea a € P""! independiente, por la
segunda parte de 10.4, existe C' Cg, @ tal que

dim(a/AUC) <n+1,
dado que la dimensién de P es infinita, existe b € P"t! tal que

dim(b/AUCUa) =n+1,
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entonces, B
dim(ab) = 2n + 2

y, también, B
dim(a/E b/E) = 2n + 2.

Veamos que para ningin g € G, g(a/FE) = b/E, para esto supongamos que este no es el caso, es
decir, que existe g = o/E con o € Aut(P/AUQ) tal que g(a/E) = b/E, entonces o(a) = b’ con
b'/E =b/E, asi, por un lado

dim(b' /AU C) = dim(b/AUC) =n +1,
y, por otra parte,
dim(¥' /AU C) = dim(o(a)/AUC) = dim(a/AUC) < n+1,

con lo cual obtenemos una contradiccién. O
Lema 11.3. La accidon de G en P’ es n + 1-determinada.

Demostracién. Debemos probar que para todos g1,92 € G y para toda a/FE € (P')" + 1 inde-
pendiente, si g1(a) = g2(a) entonces g1 = go; para esto es suficiente demostrar que para todo
g € Gy y para toda a/E € (P')" 4+ 1 independiente, si g(a) = a entonces g(¢/E) = ¢/E, para

todo ¢/E € P’, ya que si esto dltimo se tiene, entonces, aplicdndolo al elemento g1 o g5 L de G,
obtenemos la propiedad que se requeria inicialmente.

Sean g = 0/FE € G y a € P""! independiente, supongamos que g(a) = a/E y veamos
que para todo c € P, g(¢/E) = ¢/E.

Primero consideremos el caso en que ¢ ¢ cl(a), entonces
¢/E ¢ cl(a/E) = o(c)/E &€ cl(0(a)/E) = o(c)/E & cl(a/E) = o(c) & cl(a).

Como un primer paso, veamos que para todo i € {1,....n+1}, c € cl(ay---d; - apt10(c)). Para
esto supongamos que para algin i,

¢ cllar -+ di - anp10(c))

y veamos que de esto se derivan contradicciones. Primero, por la propiedad de intercambio
tenemos que o(c) € cl(ay ---d;---apt1c). Ademas, por 10.4, existe C' Cg, @ tal que

dim(cay -~ a;- - apt1/AUC) < n—+1.

Sead € P—cl(CUcay---a;---ay), por la homogeneidad de la pregeometria P, existe f €
Aut(€/AUca;---a;---any1) tal que f(d) = o(c). Entonces tenemos

dim(cay -+ @i - any1/AU f(C)) =dim(car -~ @ - - apy1/AUC) <n+1,

y, aplicando o,
dim(o(c)ay -+ aj---any1/AU f(C)) <n+ 1.

Por otra parte, o(c) = f(d) € cl(f(C)Ucay -+ a;---any1) y, por la primera parte de la hipdtesis
10.4,
dim(aj -+ a; -+ ant1/AU f(C)) = n,
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por lo tanto,
dim(o(c)ay---a;---any1/AU f(C)) =n+1,

jcontradiccion!

Ahora si, veamos que o(c)/E = ¢/E, para esto también suponemos lo contrario, es decir,
que ¢ ¢ cl(o(c)), luego
cecllo(c)a---ay) —cl(o(c)),

entonces, existe i € {1,..,n} tal que
cecl(o(c)ar---a;) —cl(o(c)ay -+ ai—1),
y, por la propiedad de intercambio,
a; € cl(co(c)ar ---aj—1) Ccllco(c)ar -+ @+ ant1),
luego, como ¢ € cl(ay -+ d; - - apt10(c)), tenemos que
dim(co(c)a) =n+1,
y con esto tenemos que cl(co(c)a) = cl(a), lo cual contradice nuestra suposicién de que ¢ ¢ cl(a).

Para terminar presentamos la forma de reducir el caso general al caso que ya hemos
resuelto, que es cuando ¢ ¢ cl(@). Dado ¢ € P arbitrario, sea @ € P"*! tal que

dim(a’/co(c)a) = n + 1,

asi, aplicando lo probado en la primera parte de la demostracién para los elementos a;, tenemos
que, para todo i € {1,...,n+1}, 0(a;)/FE = a;/E. Ahora, @' /E es independiente, o(a’)/E = a'/E
y ¢ & cl(a), por lo tanto o(c)/E = ¢/E. O

Hemos comprobado que tenemos una n-accién y esto es suficiente para establecer la
interpretabilidad del grupo G y asi terminar la demostracién del teorema 10.3.

Lema 11.4. El grupo (G,-) es interpretable en €.

Demostracién. Fijemos una tupla @ € P"*! independiente y definamos B = A U a.

B Sea U ={o(a): 0 € Aut(P/QU A)}, asi, U es B-invariante porque, si f € Aut(¢/B) y
(b) =0(a) € U (0 € Aut(P/AUQ)), entonces

fb)=foo(@) = (fooof)(f(@)=(fooof)(a),
y, dado que claramente f oo o f~! € Aut(P/AU Q), tenemos que f(b) € U.

Justo después de su definiciéon vimos que E es A-invariante, luego, también es B-
invariante.

Ahora definimos una operacién binaria * en U de la siguiente manera: para by, by, bs € U,

*(61,52,53) <= Joi1,09 € Aut(P/Q U A), 6320100'2(&).

48



) Yy 01y 02 atestiguan que *(by, ba, b3),

Comprobemos que * es B-invariante, si f € Aut(¢/B
), £(b2), f(b3)), porque, dado que
!

entonces f ooy y f ooy atestiguan que *(f(by
fooi(a)=foojo

por la n 4+ 1-determinacién tenemos que
foor=foaiof™!

y, por lo tanto

(foo1)o(fooa)(@) = (foorof )o(fooz)(@)=foaiooa(a)= f(bs).

Ademads, podemos ver que */FE es funcional en la tercera entrada, para esto nétese que
*/E(b1/E,by/E,b3/E) <= 391,92 € G, g1(a/E) = by A ga(a/E) = ba Abz = g1 0 ga(a),

y que, por la n+1-determinacién de la accién de G en P’, dados biybyenU,si*/E(bi/E,bs/E,b3/E),
las condiciones g1(a/E) = b1/E'y g2(a/E) = by/E determinan univocamente a g1 y g y, por lo
tanto, también a b3/ E.

Finalmente, puede verse facilmente que, por la forma en que definimos */FE, la aplicacién

(G,0/E) — (U/E, x/E)
g+~ g(a)

es un isomorfismo. O
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