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Título en españolClases de Fraïssé, Constru

iones de Hrushovski y Algunas Apli
a
iones de la Teoríade Ramsey.Title in EnglishFraïssé Class, Hrushovski Constru
tion and some appli
ations of Ramsey TheoryResumen: En este trabajo estudiamos la dinámi
a de las 
lases de Fraïssé, algu-nos ejemplos, el 
omportamiento del grupo de automor�smos de su límite, algunasapli
a
iones de la propiedad de Ramsey sobre estas 
lases y el traslado de uno dedi
hos resultados a el 
aso de las 
onstru

iones de Hrushovski.En la parte ini
ial nos 
entramos en el trabajo sobre las 
lases de Fraïssé y dosimportantes resultados obtenidos en dos 
ontextos diferentes (estabilidad y dinámi-
as topológi
as), en los 
uales 
ada autor emplea la 
omproba
ión de la propiedadde Ramsey sobre algunas 
lases de Fraïssé, 
omo herramienta para veri�
ar las pro-piedades que bus
a. También revisamos el 
omportamiento de la 
lase de los nudossuaves, para visualizar su 
omportamiento análogo al de una 
lase de Fraïssé.En la segunda parte, ha
emos una breve introdu

ión a las Constru

iones de Hrus-hovski, una herramienta relativamente nueva que ha permitido la resolu
ión de im-portantes 
onjeturas e interrogantes matemáti
os. La idea es revisar estas 
onstru
-
iones 
omo una generaliza
ión de las 
lases de Fraïssé y así, trasladar el resultadoobtenido en el grupo de automor�smos del límite de Fraïssé, a el grupo de automor-�smos de la estru
tura genéri
a aso
iada a la 
onstru

ión de Hrushovski, y 
omoveremos se logra de manera natural, eligiendo el lenguaje apropiadao y ha
iendouna reformula
ión de los diferentes 
on
eptos y rela
iones en términos de la “ 
on-tenen
ia fuerte” de�nida sobre la 
onstru

ión.Abstra
t: We study the main features of dynami
 of Fraïssé Class, some examples,the behavior of Automorphism group of their limits, some appli
ations of Ramseyproperty on these 
lasses, and the moving of one of these results to HrushovskiConstru
tion 
ase.At the beginning, we work on Fraïssé Classes and on two important properties,whi
h were gotten in di�erent mathemati
 
ontexts (stability and topologi
al dy-nami
s), where authors proves Ramsey property on di�erent Fraïssé Classes to getanother results looking for them. We review the 
lass ok knots and its similar beha-vior as a Fraïssé Class.Finally, we do a brief introdu
tion to Hrushovski 
onstru
tions, whi
h is an inno-vative tool used to solve important 
onje
tures and questions. The aim is to reviewthese 
onstru
tions as a generalization of Fraïssé Class and on this way to transfer



gotten result for Group of automorphisms of the Fraïssé Limit to the group of au-tomorphisms of the generi
 stru
ture asso
iated to this new 
lass, and we will beable to realize how you 
an get it on natural way, 
hoosing suitable language andrewriting the 
on
epts, relations and properties su
h as Ramsey, with respe
t to the
“strong subset relation” whi
h was de�ned on Hrushovski 
onstru
tion.Palabras 
lave: Teoría de Ramsey, Clases de Fraïssé, Constru

iones de Hrus-hovski, Extremadamente Llevadero, Teoría de Nudos, Enla
es, Estru
tura genéri
a,Propiedad de Modela
ión, Grupo topológi
o, Grupo de automor�smos, Homeomorp-hismos.Keywords: Ramsey Theory, Fraïssé Classes, Hrushovski Constru
tions, ExtremelyAmenable, Knot Theory, Links, Generi
 stru
ture, Modeling property, Topologi
algroup, Automorphism group, Homeomorphisms.
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Introdu

ión
La teoría de Ramsey, se ha 
onvertido en una importante herramienta en dife-rentes ámbitos matemáti
os, ya que debido a su gran versatilidad se puede apli
arsobre entes matemáti
os de naturaleza diversa (grupos topológi
os, 
lases de Fraïssé,ordinales, et
.).Es el 
aso de Ke
hris, Pestov y Todor
evi
, quienes en 2005 lograron interrela
io-nar una propiedad de dinámi
as topológi
as (ser grupo “extremadamente llevadero”)
on la teoría de Ramsey. Se di
e que un grupo topológi
o G es extremadamente lleva-dero, si todo G-�ujo X (a

ión 
ontinua de grupo de G sobre X) tiene un punto �jo.Probar esta propiedad tan solo 
on la de�ni
ión no es tarea sen
illa. Al enfrentarse
on el problema de determinar si 
iertos grupos de autormo�smos eran extremada-mente llevaderos, los tres autores implementaron el uso de dos nuevas herramientaspara fa
ilitar su investiga
ión: la primera se re�ere a la teoría de Fraïssé de 
lasesde amalgama
ión y estru
turas ultrahomogéneas y la segunda es el uso de la teoríade Ramsey apli
ada a 
lases. El objetivo, es probar, bajo hipótesis ade
uadas y unlenguaje �nito rela
ional que 
ontenga una rela
ión de orden “ < ”, que el grupo deautomor�smos de una estru
tura M es extremadamente llevadero si y sólo si di
homodelo es el límite de una 
lase de Fraïssé de orden. De he
ho el 
amino seguido ensu artí
ulo, está 
onstruido sobre una serie de equivalen
ias que logran hilvanar unaimportante propiedad topológi
a (extrem. llevadero) 
on el estudio de las 
lases deFraïssé.Por otra parte, y siguiendo el estudio de apli
a
iones de la teoría de Ramsey,en
ontramos el trabajo de Lynn S
ow, quien en su tesis do
toral, generalizó la 
a-ra
teriza
ión que se tenía para estru
turas estables: una teoría T es estable si y solosi toda su
esión de indis
ernibles de un modelo de T es 
onjunto indis
ernible. S
owintrodu
e una nueva de�ni
ión de indis
ernibles (generalizados), y demuestra queuna teoría T 
umple NIP (en parti
ular las estables) si y solo si los indis
ernibles

“generalizados” en 
ualquier modelo de T resultan ser su
esiones de indis
ernibles.En este 
aso, a diferen
ia del anterior resultado la 
ara
teriza
ión prin
ipal no estáformulada en términos de la teoría de Ramsey; sin embargo, ésta desempeña un rolprimordial en la prueba del teorema en 
uestión, al a
tuar 
omo eslabón en la tran-si
ión de NIP a indis
ernibles. En otras palabras, antes de llegar al resultado �nal,III



INTRODUCCIÓN IVLynn S
ow demuestra que una 
lase de orden K es de Ramsey si y solo si en todomodelo de la teoría 
omún de las estruturas de K, 
uya edad 
ontenga la 
lase ini-
ial, los indis
ernibles generalizados tienen la propiedad de modela
ión, entendiendola propiedad de modela
ión a grandes rasgos 
omo la posibilidad de en
ontrar in-dis
ernibles en un modelo que sean “localmente equivalentes” a un 
onjunto deparámetros dados (es
ogidos en el modelo). En ese 
aso se di
e que el 
onjunto deindis
ernibles está basado sobre el de los parámetros. Cabe resaltar que para poderprobar la equivalen
ia anterior, se requiere agregar 
iertas hipótesis sobre el lenguaje(�nitamente rela
ional, que 
ontenga una rela
ión de orden,...) y el 
omportamientode K (JEP, HP,...). Como se puede ver, Lynn S
ow 
onsigue rela
ionar la estabilidadgeneralizada (teoría de modelos) y la teoría de Ramsey.Ya que los dos resultados anteriormente men
ionados son a
tuales, permiten vi-sualizar la importan
ia y el enfoque que hoy en día se le está dando a la teoríade Ramsey. De he
ho, observando el trabajo de Ke
hris, Pestov y Todor
evi
 sobre
lases de Fraïssé, apare
e de forma natural, el preguntarse sobre el 
omportamien-to del grupo de automor�smos del modelo genéri
o aso
iado a una 
onstru

iónde Hrushovski, ya que ésta resulta ser una generaliza
ión del 
on
epto de 
lase deFraïssé. Sin embargo, se debe tener 
uidado a la hora de trasladar los resultados, yaque varios 
on
eptos bási
os 
ambian drásti
amente de uno a otro, 
omo el de sersubestru
tura. En las 
onstru

iones de Hrushovski, se introdu
e una 
ontenen
ia
“fuerte”, que elimina las 
ontenen
ias que no 
umplan 
iertas 
ondi
iones de dimen-sión, la 
ual se de�ne a partir de una rela
ión ternaria que se de�ne adi
ionalmentesobre los elementos de la 
lase tratada.A 
ontinua
ión, veremos una exposi
ión de los resultados anteriormente men
io-nados. En el primer 
apítulo se hará una revisión de la de�ni
ión y algunos ejemplosde las Clases de Fraïssé, además del parti
ular 
aso de la 
lase de los enla
es enteoría de nudos, la 
ual preserva las propiedades de una 
lase de Fraïssé, pero queante la di�
ultad de estable
er 
uál es el lenguaje de primer orden apropiado paratratar esta 
lase, no sé puede de
ir qué es una 
lase de Fraïssé a 
abalidad (Verinterrogantes y trabajo futuro).En el segundo 
apítulo, retomamos la no
ión de Clases de Ramsey y en ungran teorema (Ver teorema prin
ipal, 
ap. 2), aunamos la 
arateriza
ión para 
lasesde Ramsey en
ontrada por Ke
hris, Pestov y Todor
evi
 en términos de que elgrupo de automor�smos del límite de Fraïssé sea extremadamente llevadero, 
onla equivalen
ia trabajada por Lynn S
ow, también para Clases de Ramsey peroen términos de la propiedad de modela
ión para indis
ernibles generalizados. Elresultado de Lynn S
ow que exponemos en di
ho teorema no es el resultado prin
ipalde [L.S09], sin embargo es una herramienta importante empleada por la autora parallegar a la 
on
lusión que una teoría es NIP si y sólo si los indis
ernibles generalizados(Ver 2.1.) son su
esión de indis
ernibles. La exposi
ión de este último resultado alno ser fundamental para el desarrollo del siguiente trabajo, la podemos en
ontraren el apéndi
e.



INTRODUCCIÓN VFinalmente, en el ter
er 
apítulo, ha
emos un breve re
uento de las Constru

io-nes de Hrushovski y sus prin
ipales propiedades, basándonos en [Hru93] y así intro-du
ir el resultado original obtenido en el 
apítulo 4, en el 
ual logramos, ha
iendoun re ajuste del lenguaje y de las rela
iones de�nidas en el 
apítulo 2 en términosde las 
onstru

iones de Hrushovski, mostrar que el grupo de automor�smos de laestru
tura genéri
a aso
iada a la 
onstru

ión de Hrushovski es extremadamentellevadero.



CAPÍTULO 1
Clases de Fraïssé

La 
onstru

ión de estru
turas 
ontables ha o
upado gran parte de la investi-ga
ión matemáti
a. El porqué se en
uentra en la parti
ularidad que tienen estasestru
turas de poder ser 
ontruidas a partir de 
adenas enumerables de estru
turas�nitas. Surgen así las 
onstru

iones de Fraïssé, un ingenioso método desarrolladopor Roland Fraïssé para garantizar la existen
ia y uni
idad de la estru
tura límitede 
iertas 
lases de estru
turas �nitas, que 
umplieran propiedades que indi
aremosmás adelante. Di
has 
lases son las que se 
ono
en 
omo Clases de Fraïssé, y suestudio ha permitido la obten
ión de importantes resultdos, 
omo la visualiza
iónde la 
lase de los órdenes �nitos 
omo un 
onjunto de aproxima
iones a el ordende los ra
ionales, y Fraïssé de
ribe 
ómo a partir de ellos 
onstruir el órden de losra
ionales 
omo una estru
tura enumerable límite de la 
lase men
ionada. Así 
omoel ejemplo des
rito, existen mu
hos otros 
asos en los que se puede utilizar éstas
onstru

iones, y es por ésto que su estudio resulta tan relevante.A 
ontinua
ión, pre
isaremos algunas no
iones bási
as sobre la teoría de Fraïssé.Un lenguaje es una 
ole

ión 
ontable L = {Ri}i∈I ∪ {fj}j∈J de símbolos derela
ión y fun
ión 
ada uno 
on una aridad (un entero que indi
a el número deargumentos en los 
uales está de�nida la rela
ión o la fun
ión). Una L-estru
tura esun objeto de la forma: A=(A, {Ri}
A
i∈I , {fj}

A
j∈J)donde A es un 
onjunto no va
ío, llamado el universo de A, es de
ir:

• RAi ⊆ An(i), donde n(i) es la aridad de Ri.
• fAj : Am(j) → A donde m(j) es la aridad de fj.
• Cuando mj = 0, fAj es un elemento distinguido de A (una 
onstante).1



CAPÍTULO 1. CLASES DE FRAÏSSÉ 2Dadas dos L-estruturas A, B, un homomor�smo entre ellas es una apli
a
ión:
π : A→ B tal que:

RAi ⇔ RBi y π(fAj (a1, ..., am(j)))→ fBj (π(a1), ..., π(am(j)))Si el homomor�smo es inye
tivo se llama monomor�smo o inmersión, y si essobreye
tivo se di
e epimor�smo. Cuando es inye
tivo y sobreye
tivo a la vez es unisomor�smo y si A=B se denomina automor�smo.De�ni
ión 1. Tenemos las siguientes de�ni
ionesa. Una estru
tura A se di
e ultrahomogénea si todo isomor�smo entre subestru
tu-ras �nitamente generadas de A se puede extender a un automor�smo de A.b. La edad de A, age(A) es la 
ole

ión de todas las estru
turas �nitamente gene-radas inmersas en A.Observa
ión 1. La 
lase K = age(A) es no va
ía y si A es ultrahomogéneasatisfa
e las siguientes propiedades:1. Es hereditaria (HP): Si B ∈ K y C es una estru
tura�nitamente generada inmersa en B enton
es C ∈ K.2. (JEP):Si B,C ∈ K, existe D ∈ K tal que B,Cestán inmersas en D.3. Amalagama
ión (AP): Si B,C,D ∈ K y f : B → C,
g : B → D son inmersiones, enton
es existe E ∈ Ke inmersiones r : C → E, g : D → E tales que r ◦ f = s ◦ g.1.1. Existen
ia y Uni
idad del límite de Fraïssé:Dado L y K una 
lase de estru
turas para L, �nitamente generadas. Si K es nova
ía, 
ontable (
ontables no isomorfos) y que satisfa
e HP, JEP y AP. Enton
esexiste una úni
a estru
tura A (salvo isomor�smo), 
ontable, ultrahomogénea tal que

K = age(A).Di
ha estru
tura es el límite de Fraïssé de K. A = F lim(K).Demostra
ión. Ver Hodges [Hod93℄, 
ap. 7.1.



CAPÍTULO 1. CLASES DE FRAÏSSÉ 3Para 
on
luir esta se

ión, enun
iaremos la siguiente de�ni
ión:De�ni
ión 2. Dado L algún lenguaje
• Una 
lase de Fraïssé en L es una 
lase de estru
turas �nitas de L, 
ontable yque satisfa
e HP, JEP y AP.
• Una estru
tura de Fraïssé en L es una estru
tura 
ontable la 
ual es lo
almen-te �nita y ultrahomogénea. (Lo
almente �nita = subestru
turas �nitamentegeneradas son �nitas).Sea U una 
lase de L-estru
turas (para algún L) �nitamente generadas. Si además

{<} ⊆ L, tal que todas las estru
turas de U son linealmente ordenadas por
“ < ”, enton
es U se denomina una 
lase de orden.Ejemplo 1. Algunos ejemplos de 
lases de Fraïssé son:
• Grafos:Sea L0 = E y L = E,<, R y E una rela
ión binaria. Una estru
tura A0 =
(A0, E

A0) es un grafo si la rela
ión es simétri
a y antire�exiva. Un grafo orde-nado es A = (A0, <
A0) donde A0 es un grafo. Tenemos las siguientes 
lasesde Fraïssé de grafos �nitos (Ver [A.H94]):1. GR= todos los grafo �nitos.2. ∀n = 3, 4, 5...., Forb(Kn)= la 
lase de todos los grafos �nitos que omiten

Kn, el grafo 
ompleto de n vérti
es.3. EQ = la 
lase de rela
iones de equivalen
ia �nitas. (Quitando en 
adauno de ellas la diagonal, es de
ir las parejas (x,x), para que sean grafos).4. EQn = la 
lase de todos las rela
iones de equivalen
ia �nitas 
on a lomás n 
lases.5. EQn∗ = la 
lase de rela
iones de equivalen
ia �nitas, tal que sus 
lasestienen a lo más n elementos.
• Los espa
ios ve
toriales ℵ0 - dimensionales sobre un 
uerpo �nito. (Ver[S.T73]).1.2. Clase de los enla
es - Teoría de nudos: Una Apro-xima
ión Categóri
aPor un nudo parametrizado se entiende un en
aje o inmersión suave (C∞, inye
-tiva y 
uyo diferen
ial nun
a se anula) de S1 en R3.



CAPÍTULO 1. CLASES DE FRAÏSSÉ 4Ejemplo 2. El nudo más sen
illo es representado por el 
ír
ulo plano x = cost,
y = sent y z = 0.
De�ni
ión 3. 1. Una familia suave de isotopías se re�ere a una transforma
iónsuave F : S1 × I → R3 donde I ⊆ R es un intervalo. Para 
ada valor �jo de

I, obtenemos una transforma
ión fa : S1 → R3.2. Una isotopía suave de un nudo f : S1 → R3, es una familia suave de nudos
fu, donde u ∈ R y existe algún real a tal que fa = f .3. Dos nudos parametrizados se di
en ambiente equivalentes si existe un diagra-ma 
onmutativo

S1

φ
��

f
// R3

ψ
��

S1 g
// R3donde φ y ψ son difeomor�smos que preservan la orienta
ión.4. Dos nudos parametrizados se di
en ambiente isotópi
os, si existe una familiasuave de difeomor�smos ψt : R3 → R3 tal que ψ0 = id y ψ1 ◦ f = g.En esta se

ión nos limitaremos a los nudos suaves, por lo tanto asumiremos quedos nudos son equivalentes si son ambiente equivalentes o ambiente isotópi
os. Sedi
e que un nudo es trivial si es equivalente al 
ír
ulo plano.Una vez estable
ida la equivalen
ia entre nudos, no es difí
il veri�
ar que éstaes una rela
ión de equivalen
ia, y por lo tanto 
uando se habla de un nudo, se está
onsiderando toda la 
lase de equivalen
ia del mismo.

Figura 1.1: Nudos Triviales - Tomado de [JM11℄



CAPÍTULO 1. CLASES DE FRAÏSSÉ 5Pero los nudos son un 
aso parti
ular de los enla
es. Un enla
e es una inmersiónsuave de S1 ⊔ ... ⊔ S1 en R3, donde S1 ⊔ ... ⊔ S1 representa la unión disyunta devarios 
ír
ulos. Para hablar de la equivalen
ia entre enla
es, se utiliza una de�ni
ióntotalmente análoga a la ya estable
ida en nudos, en otras palabras, de
imos que dosenla
es son equivalentes si existe un homeomor�smo de R3 que envía la imagen delprimer enla
e en la del segundo.Un nudo se des
ribirá generalmente por medio de su diagrama, que representasu proye

ión sobre el plano, desta
ando en 
ada 
ru
e la diferen
ia entre el tramoque está en
ima y el que está debajo (mar
ado 
on una interrup
ión).Es posible que al proye
tar dos nudos diferentes en determinada dire

ión, sepierda informa
ión y se obtenga la misma proye

ión. Para evitar este in
onve-niente se trabaja 
on las proye

iones regulares, que 
ontienen toda la informa
iónne
esaria, para diferen
iar un nudo de otro.Pero el mismo nudo admitirá distintas representa
iones en forma de diagrama,así que se tendrán diferentes diagramas equivalentes entre sí. Enton
es el problemaradi
a ahora en determinar 
uándo dos diagramas representan un mismo nudo.Una forma prá
ti
a de veri�
ar la equivalen
ia entre dos diagramas planos regu-lares, es utilizando los movimientos de Reidemeister :Teorema 1 (Movimientos de Reidemeister). Dos diagramas planos regulares repre-sentan un mismo nudo si se puede transformar uno en el otro por una se
uen
ia deisotopías de ambiente del plano y se
uen
ias de movimientos lo
ales de los siguientestres tipos:
Enton
es para veri�
ar equivalen
ia entre nudos, el problema se redu
e a deter-minar la equivalen
ia entre sus diagramas planos. Análogamente, se puede hablarde diagramas planos que representen los enla
es y la forma de de�nir la equivalen-
ia entre ellos a partir de los movimientos de Reidemeister apli
ados a los nudos
omponentes del enla
e.Al igual que en los nudos, 
uando hablemos de un enla
e, nos estaremos re�-riendo a la 
lase de equivalen
ia del enla
e 
onsiderado. Ahora la idea es veri�
arque de�niendo una suma de enla
es y una rela
ión de �sub-enla
e� apropiadas, el
onjunto de los enla
es suaves resulta ser 
lase de Fraïssé.De�ni
ión 4. La forma natural de sumar dos enla
es es uniéndolos de la siguienteforma:
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f : S1

(1) ⊔ ... ⊔ S
1
(n) → R3

+ =⇒ f + g : S1
(1) ⊔ .... ⊔ S

1
(n) ⊔ S

1
(n+1) ⊔ ... ⊔ S

1
(n+m) → R3

g : S1
(n+1) ⊔ ... ⊔ S

1
(n+m) → R3 (xi, yi)→ f + g(xi, yi) =

{

f(xi, yi) si 1 ≤ i ≤ n

g(xi, yi) si n+ 1 ≤ i ≤ ny se denota 
omo K1 + K2, donde K1 y K2 son los enla
es a sumar.Para poder visualizar los enla
es 
omo 
lase de Fraïssé, el 
onjunto se debe dotarde una rela
ión de “sub− enlace”:De�ni
ión 5. Sean g y f enla
es, f : S1
(1)⊔...⊔S

1
(n) → R3 y g : S1

(1)⊔...⊔S
1
(m) → R3,enton
es diremos que f es sub-enla
e de g, f � g si:1. n ≤ m2. Existe un auto-homeomor�smo de R3, H, tal que H(Img(f)) ⊆ Im(g).Una vez introdu
idas estas de�ni
iones, la idea es utilizarlas para revisar quela 
lase presenta un 
omportamiento similar a las 
lases de Fraïssé. Si no la 
ata-logamos 
omo tal, es por la di�
ultad que representa estable
er espe
i�
amente ellenguaje y sus subestru
turas. Por lo tanto le daremos un tratamiento más 
ate-góri
o y trabajaremos 
on una Categoría de Fraïssé ([Kub08]), 
uyos objetos serán
laramente los diferentes enla
es, y sus mor�smos los homeomor�smos de ambiente.Sea K la 
lase de los enla
es suaves:1. EsHereditaria (HP): Si f ∈ K (es de
ir f : S1⊔...⊔S1 → R3 inmersión suave)y sea g un sub-enla
e de f , ento
es g ∈ K. Claramente se tiene por la de�ni
iónde sub-enla
e. Esta propiedad normalmente no se revisa en 
ategorías, ya quese asume que todos los objetos 
on los que se está trabajando forman parte dela 
ategoría.2. Es (JEP): Si f, g ∈ K, existe h ∈ K tal que f, g � h. Para 
omprobareste punto, dados los enla
es f y g, basta 
on en
ontrar h que 
umpla elrequerimiento dado. Enton
es sea h := f + g, es de
ir, la suma de los dosenla
es dados. No es difí
il veri�
ar que en efe
to, los enla
es f y g son sub-enla
es de h. (El auto-homeomor�smo ne
esario es la identidad).3. Es 
lase de Amalgamación (AP): Si f, g, h ∈ K y A : f → g,

B : f → h son inmersiones, enton
es existe j ∈ Ke inmersiones R : h→ j, S : g → j tales que R ◦ A = S ◦B.
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h
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�Para demostrar esta parte en la 
lase de los enla
es, primero debemos inter-pretar el enun
iado en di
ho entorno. Enton
es la pregunta sería ¾qué signi�
auna inmersión de un enla
e en otro?, pues 
omo lo referimos renglones atrás,una inmersión es una inye

ión 
ontinua 
uya inversa restringida a su imagentambién resulta 
ontinua, y 
omo es entre enla
es, las inmersiones se trazansobre sus imagenes (sub
onjuntos de R3). De he
ho esta de�ni
ión de inmer-sión, es exa
tamente la que se 
onvino 
omo ser “sub − enlace”. Enton
es laa�rma
ión de que A y B son inmersiones, tradu
e en que f � h y f � g.Ahora para determinar quiénes son R, S y j, los 
uales ha
en que el anteriordiagrama 
onmute, basta ha
er j := h + g; 
laramente h � j y g � j. Ahorapara determinar R y S, podemos tomar la inmersión natural de h y g en elenla
e j que representa su suma, es de
ir, R, S :=�.Para veri�
ar el ade
uado fun
ionamiento de las es
ogen
ias he
has para R, Sy j, basta ver que R ◦ A(f) = S ◦ B(f), pero en esta nota
ión se debe tener
uidado 
on el signi�
ado ya que estamos hablando de igualdad entre enla
es y
omo vimos al prin
ipio de la se

ión, 
ada vez que hablamos de un enla
e, enrealidad estamos 
onsiderando toda su 
lase de equivalen
ia, luego dos enla
esserán iguales siempre y 
uando sus imagenes sean homeomorfas, y para este
aso parti
ular, 
omo A, B, R y S, denotan homeomor�smos (
onsiderando
ada fun
ión restringida a su imagen, para poder hablar de inversa), sus res-pe
tivas 
ompuestas son también homeomor�smos, enton
es obtenemos queen efe
to los enla
es R ◦A(f) y S ◦B(f) son homeomo�smos que transformana f en j.De las anteriores obseva
iones 
on
luimos que K, es una 
lase 
uyo 
omporta-miento es análogo al de las 
lases de Fraïssé, teniendo en 
uenta que implí
itamente
uando de
imos que dos enla
es son iguales, nos estamos re�riendo a que son equi-valentes (ya que rigurosamente hablando, 
uando tomamos un enla
e, no lo estamos
onsiderando individualmente, sino a toda su 
lase de equivalen
ia) y la 
ontenen
iatradi
ional 
onsiderada en las 
lases de Fraïssé, es en este 
aso reemplazada porla rela
ión de sub-enla
e arriba estable
ida. Por lo tanto (Ver existen
ia del límitede Fraïssé, 
ap. 2), surge la pregunta de 
ómo sería un límite para nuestra 
lase.Sería 
omo una espe
ie de “enla
e de Fraïssé”. La idea para su visualiza
ión es lasiguiente:1. Sea L0 � .... � Ln.... su
esión de enla
es que 
umple la siguiente 
ondi
ión: si
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e L 
umple que existe i tal que existe una inmersión f : L → Lipara algún i < ω, enton
es existe j > i y una inmersión g : B → Lj queextiende a f . Esta su
esión se 
ontruye por amalgama
ión:Sea P = {(A,B) : A � B y A,B ∈ K}. Supongamos que P , tiene unrepresentante por 
ada tipo de isomor�smo de estos pares, y sea π : ω×ω → ωuna biye

ión, tal que π(i, j) ≥ i, ∀i, j. Ahora sea L0 ∈ K, y la idea es 
onstruirla su
esión por indu

ión. Supongamos que ya tenemos Lk, y 
onsideremosla lista ((fkj, Akj, Bkj) : j < ω) de triplas (f, A,B), tal que (A,B) ∈ P y
f : A → Lk. Construimos Lk+1 por amalgama
ión, ya que si π(i, j) = k,enton
es fi,j : Aij → Lk se puede extender a una inmersión de Bij en Lk+1.

L0 99K L1 · · · Lk 99K Lk+1 · · ·
↑ ↑ ↑ ↑
A00 →֒ B00 · · · Aij →֒ Bij · · ·2. Tomamos la 
lase de todas las su
esiones 
ontables de enla
es, y la partimossegún la siguiente rela
ión de equivalen
ia: L0 � .... � Ln.... es equivalente a

L′
0....L

′
n � ... si ∀i∃j tal que L′

i � Lj.3. Lo que entenderemos 
omo “enla
e de Fraïssé” será la 
lase de equivalen
iapor la rela
ión (2), de la su
esión 
onstruida en (1).El nuevo objeto 
onstruido, en 
ierta forma, a
umula dentro de sí toda la in-forma
ión bási
a de la 
lase de los enla
es, ajustándose así a la no
ión intuitiva deun límite. Sin embargo, no se debe perder de vista que el objeto obtenido no es dela naturaleza de los enla
es, es de
ir, no es 
omo se podria pensar, un gran enla
eque sumergiera elementalmente todos los enla
es �nitos. Queda el interrogante desi es posible en
ontrar un límite de Fraïssé a nuestra 
lase, de he
ho aún no existeexplí
itamente una teoría de los enla
es es
rita en lógi
a de primer orden 
on unlenguaje apropiado que nos permitiera a�rmar que en efe
to nuestra 
lase es una
lase de Fraïssé.Para terminar esta se

ión, haremos el siguiente 
omentario. La 
lase que utili-zamos en el presente ejemplo solo 
ontemplaba los enla
es suaves, asumiéndolos noorientados, es de
ir aquellos representados por fun
iones suaves, para evitar 
ompli-
a
iones 
on la orienta
ión o las equivalen
ias entre enla
es.



CAPÍTULO 2
Clases de Ramsey
2.1. No
iones Bási
asSea A, B L-estru
turas para L algún lenguaje.1. A ≤ B denota que en B existe una 
opia isomorfa de A.2. Si A ≤ B, se de�ne:

(

B
A

)

= {A0 : A0 ⊆ B y A0
∼= A}3. (Nota
ión de Erdös-Rado) Para A ≤ B ≤ C, k = 2, 3, ..., se di
e que C → (B)Aksi para toda 
olora
ión c :

(

C
A

)

→ {1, ..., k}, existe B0 ∈

(

C
B

) tal quepara algún i ∈ {1, ..., k}, c ↾ ( B0

A

)

= i.4. Sea K una 
lase de estru
turas �nitas en un lenguaje L. Se di
e que K es una
lase de Ramsey si para 
ualesquiera A ≤ B en K y para todo k = 2, 3, ...,existe C ∈ K tal que C → (B)Ak . Utilizando indu

ión, esta propiedad esequivalente al mismo enun
iado pero 
on k = 2.Algunos ejemplos de 
lases de Ramsey son:Ejemplo 3. 1. EQ1, la 
lase de rela
iones de equivalen
ia 
on 1 sola 
lase es
lase de Ramsey.Demostra
ión. Por el teorema 
lási
o de Ramsey. Ver [Hod93].9



CAPÍTULO 2. CLASES DE RAMSEY 102. GR, Forb(Kn), n = 3, 4, ... y EQ de�nidas 
omo en el ejemplo 1 del 
apítulo1, son 
lases de Ramsey.Demostra
ión. Demostrado por Nešetřil y Rödl. Ver [J.N77].El objetivo de esta se

ión es analizar algunas de las propiedades de las 
la-ses de Ramsey, desde diferentes ámbitos matemáti
os. En un primer 
ontexto, seestudiarán di
has 
lases en rela
ión al hallazgo y 
omportamiento de indis
erniblesgeneralizados en modelos indexados por una estru
tura que satisfaga la teoría 
omúnde la 
lase estudiada. En un segundo momento, y bajo hipótesis ade
uadas sobre la
lase ini
ial (para garantizar que la 
lase sea de Fraïssé), el 
ontexto se desplazaráha
ia la topología y se en
ontrará una 
ara
teriza
ión de ser 
lase de Ramsey entérminos del 
umplimiento de una propiedad topológi
a por parte de los grupos deautomor�smos del límite de Fraïssé de la 
lase. Antes de de�nir y des
ribir rigurosa-mente los elementos de 
ada uno de los ambientes, veamos el enun
iado del teoremaalrededor del 
ual gira el desarrollo de esta se

ión:Teorema 2 (Teorema Prin
ipal). [Ke
hris, Pestov, Todor
evi
, S
ow℄Sea:
• L un lenguaje arbitrario
• L′ un lenguaje �nito rela
ional que 
ontiene un símbolo de rela
ión binariapara orden <
• U una 
lase de orden de L′− estru
turas �nitas, que 
umple JEP y HP .
• T ′ la L′ teoría 
omún de las estru
turas de U .Enton
es se tiene la siguiente equivalen
ia:1. U es 
lase de Ramsey.2. Para todo I |= T ′, tal que age(I) = U , y para todo A,B, k 
on A ≤ B ∈ U y
k ∈ ω, se 
umple I → (B)Ak .3. Para todo I |= T ′, tal que age(I) ⊇ U , I− indis
ernibles tienen la propiedadde modela
ión.4. U es 
lase de Fraïssé y Aut(A) es un grupo extremadamente llevadero, donde
A = F lim(U).La demostra
ión de este teorema impli
a el uso de dos resultados fundamentales:

1 ⇔ 2 y 1 ⇔ 3 
omo en [?℄ y enfo
ado a la 
ara
teriza
ión de 
iertas propiedadesmodelo-teóri
as; y 1 ⇔ 4 debido a Pestov, Todor
evi
 y Ke
hris [AK76℄, 
uyo ob-jetivo fue 
ara
terizar una propiedad de dinámi
as topológi
as (el ser un grupo



CAPÍTULO 2. CLASES DE RAMSEY 11extremadamente llevadero) en términos de la teoría de Ramsey. En las siguientessubse

iones se es
lare
erán la nota
ión y las de�ni
iones pertinentes para entenderel sentido de las equivalen
ias a probar.Observa
ión 2. Antes de ésto revisaremos la 
ara
teriza
ión más sen
illa 1⇔ 2:Demostra
ión. Claramente 1 ⇒ 2; faltaría ver 1 ⇐ 2. Para esto supongamos quese tiene (2) y no (1), es de
ir, existen A,B ∈ U y k ∈ ω y para todo C ∈ U ,existe una 
olora
ión fC :

(

C
A

)

→ {1, ..., k} t.q. para todo B′ ∈

(

C
B

), fC no esmono
romáti
o sobre (

B′

A

). Sea ‖A‖ = m y sean:
• (Cα : α < ω) una enumera
ión de las estru
turas de U 
on 
ardinalidad > k,una por 
ada tipo de automor�smo. (es 
ontable porque el lenguaje es �nitorela
ional).
• Para 
ada n ∈ ω, (Cn

i : i < sn) es una enumera
ión de las estru
turas de Ude tamaño n, de tal forma que Cn
i está inmerso en todo Cα para α ≥ β (n, i)donde β (n, i) es algún natural �jo para i y n.

• L+ = L′ ∪ {c0, c1, ..., ck} ∪ {f(x1, ..., xm)}Se expande 
ada Cα a L+:
• Las ci se interpretan en 
ada Cα 
omo elementos distintos.
• fCα (ā) =

{

cfC(ā) si ā ∼= A

c0 e.o.cSea D un ultra�ltro que extiende el �ltro de 
o�nitos en ω y sea U = Πα<ωCα/D.Como 
ada elemento de U es de la forma Cn
i y dado que el lenguaje es �nito rela-
ional, podemos representar el tipo de 
ada estru
tura de éstas, 
omo una fórmula

∃x̄φ(x̄). Dado que ∀α > β (n, i) , Cn
i está inmerso en Cα, enton
es por el teoremade L�oś, U |= ∃x̄φx̄ enton
es hay una 
opia isomorfa a Cn

i 
ontenida en U ; en otraspalabras, U ⊆ age (U), lo 
ual impli
a U = age (U) (ver mas adelante Lema 1 dela se

ión 2.2, demostra
ión �⇒�) y ya que 
ada Cα |= T ′, U |= T ′ ; adi
ionalmente
omo en 
ada Cα existe una interpreta
ión para f existe una 
olora
ión sobre U apartir de f . Por hipótesis (2), existe B′ ∈ U isomorfo a B y homogéneo 
on respe
toa la 
olora
ión indu
ida, es de
ir existe k0 ∈ {1, ..., k} t.q.
U |= ∃ȳ















pB (ȳ) ∧















∧

x̄ ∈ ℘ (ȳ)
lg(x̄) = m

pA (x̄)→ f (x̄) = ck0




























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onjunto de los α tales que Cα satisfa
e la senten
ia de arriba,pertene
e a D luego es no va
ío. Sea Cα0
alguno de los que la 
umplen, luego existe

B′ ∈

(

Cα0

A

) tal que fCα0

{(

B′

A

)}

= ck0 , luego fC (ā) = k0 para todo ā ∈
(

B′

A

)

(→←).2.2. La propiedad de modela
ión y 
lases de Ramsey(1⇔3)La idea en esta se

ión, es probar la equivalen
ia 1⇔3 del teorema 1 arribaenun
iado. Este resultado fue obtenido por Lynn S
ow, y lo que propor
iona esuna 
ara
teriza
ión de las 
lases de Ramsey en términos de si los indis
erniblesgeneralizados (Ver de�ni
ión 6) en los modelos de la teoría 
omún de la 
lase tomada,tienen la propiedad de modela
ión ó no. En esta primera parte, se trabajará 
on doslenguajes L y L′. Como la idea es emplear indis
ernibles, supongamos que se tieneuna L′-teoría de índi
es que llamaremos T ′ y una L− teoría indexada T , tal que paratoda I |= T ′, L'-estru
tura de índi
es y para toda M |= T , L-estru
tura indexada,existe una fun
ión f : I → M tal que f (i) = ai (en otras palabras I indexa a M).Con estas hipótesis se introdu
en las siguientes de�ni
iones y nota
iones.1. Dada ī una tupla de I, qftpI (̄i) denota el 
onjunto de las L′− fórmulas libresde 
uanti�
adores satisfe
has por la tupla ī en I.2. Dadas dos L′−estru
turas A, B una apli
a
ión f : A → B es una L′ −inmersión si es inye
tiva y para toda rela
ión R ∈ L′, RA (ā)↔ RB (f (ā)).3. Dado un L−modelo M :(a) |M | denota su dominio y ‖M‖ la 
ardinalidad de |M |.(b) āī denota la tupla en M , (ai1 , ai2 , ..., ain) donde ī = (i1, i2, ..., in) es unatupla de I.(
) Dada āī ∈M , tpM (āi) es el 
onjunto de todas las L−fórmulas satisfe
haspor āī en M .(d) I es un modelo qf-débilmente saturado de T ′, si I realiza todos los qf-tipos 
onsistentes 
on T ′. Por qf-tipos entendemos los tipos libres de
uanti�
adores.(e) T ′ es una teoría qf-ℵ0-
ategóri
a, si para todo n ∈ N existe solo un número�nito de tipos qf-n-tipos (es de
ir qf-tipos en n variables) 
onsistentes 
on
T ′.
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Figura 2.1: Esquema modelos indexadosObserva
ión 3. Si L′ es �nito rela
ional, toda L′− teoría T ′es qf -ℵ0-
ategóri
a.Y si además la teoría es 
ompleta, por el teorema de Engeler, Ryll- Nardzewski ySvenonius, para todo n ∈ ω, los tipos de Sn(T ) son aislados.De�ni
ión 6. 1. Sea Lg = {R,<} y por Tg entendemos la teoría de grafos simé-tri
os sin 
i
los (R es antirre�exiva y simétri
a) y linealmente ordenados poruna rela
ión binaria <. Para abreviar la nota
ión, estos grafos son llamadosgrafos ordenados.2. Un tipo grafo-ordenado 
ompleto es un qf-tipo (�as sin 
uanti�
adores) 
on-sistente 
on Tg 
ompleto para el qf-lenguaje.3. Un tipo R-
ompleto es un qf-tipo 
onsistente 
on Tg 
ompleto para Lg ↾{R}.4. Un tipo orden-
ompleto es un qf-tipo 
onsistente 
on Tg 
ompleto para Lg ↾{<}.item (Indis
ernibles Generalizados) Sea M una L− estru
tura y I una L′-estru
tura. (ai : i ∈ I) ⊆M es I-indis
ernible en M , si ∀n ∈ N

qftpI (i1, ..., in) = qftpI (j1, ..., jn) =⇒ tpM (ai1 , ..., ain) = tpM (aj1, ..., ajn)No es difí
il observar que esta de�ni
ión de indis
ernibles generalizados 
ontienea la de 
onjuntos y su
esiones de indis
ernibles: el primer tipo se tiene 
uando L′ = ∅y el segundo 
uando L′ = {<}. En la mayor parte de este trabajo, el lenguaje paralos modelos de índi
es será Lg = {R,<}, y a los I - indis
ernibles para I modelo de
Tg se le 
ono
e usualmente 
omo Lg − indiscernibles . Así 
omo existen su
esionesde indis
ernibles que no son 
onjuntos de indis
ernibles existen Lg− indis
erniblesque nos son su
esiones de indis
ernibles u orden-indis
ernibles.Ejemplo 4. Sea A := (Q, <) y re
ordemos que Lg = {R,<}. Para la rela
ión degrafo de�namos una rela
ión binaria por extensión, así RA := {(1, 3), (3, 1)} la 
uales 
laramente simétri
a, sin 
i
los y trivialmente antire�exiva. Ahora supongamos
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a y b tuplas de A tales que a ≡0 b (es de
ir qftpALg

(a) = qftpALg
(b) ) y dada

c ∈ A veamos que existe d ∈ A tal que ac ≡0 bd (para así usando un 
riterio,a�rmar que ThLg
(A) tiene elimina
ión de 
uanti�
adores). Si (1, 3) ⊆ a enton
esse tiene a |= RA, por hipótesis, (1, 3) ⊆ b ó (3, 1) ⊆ b y dadas 
ualesquiera c, dtuplas no va
ías, ac |= RA y bd |= RA; pero si a, b 2 RA y aún ac 2 RA, enton
es

{frm[o]−−, 3} * a, b, c. Ya que Th{<}(A) tiene QE enton
es existe d ∈ A tal que
qftpA{<} (ac) = qftpA{<} (bd) y {frm[o]−−, 3} * a, b, c, d, de donde se dedu
e que
ab ≡0 cd.Ahora tomemos I = N, M = A, y B = {ai : ai = i y i ∈ I} ⊆ M . B es
I − indiscernible, ya que ThLg

(A) elimina 
uanti�
adores luego
qftpI

(

i
)

= qftpI (j̄)⇔ tpM (̄i) = tpM (j̄) = tpM (āī) = tpM
(

āj̄
)Pero no es su
esión indis
ernible: existen las tuplas 1 < 2 y 1 < 3 pero A |=

¬RA (1, 2) ∧ RA (1, 3).De�ni
ión 7 (Propiedad de modela
ión). Sean I una L′− estru
tura1. Sea M una L−estru
tura. Dado un 
onjunto (ai : i ∈ I) en M , se di
e que
(bi : i ∈ I) I− indis
ernible, está basado sobre los ai si para todo Σ 
onjunto�nito de L− fórmulas y ∀s̄ tupla de I, existe t̄ ∈ I tal que s̄ ∼= t̄ y tpΣ (

b̄s̄;M
)

=
tpΣ (āt̄;M).2. Si es posible en
ontrar I− indis
ernibles en todo los modelos ‖I‖+− saturados,se di
e que los I− indis
ernibles tienen la propiedad de modela
ión, si para
ualquier 
onjunto (ai : i ∈ I) ∈ M (M un modelo ‖I‖+− saturado), existeun I− indis
ernible en M basado sobre los ai.Ejemplo 5 (S
ow). Los I-indis
ernibles 
on |I| = 2<ω visto 
omo árbol, es de
ir,el lenguaje de I tiene una 
onstante para representar la raiz y una rela
ión para

η, ν que indi
a 
uando η es segmento ini
ial de ν. Estos I-indis
ernibles tienen lapropiedad de modela
ión. Ver [L.S09].Lema 1 (L.S
ow). Sean
• L′ un lenguaje �nito rela
ional que 
ontiene un símbolo de rela
ión binariapara orden <.
• U una 
lase de orden de L′− estru
turas �nitas, que 
umple JEP y HP .
• T ′ la L′− teoría 
omún de las estru
turas de U .enton
es U es 
lase de Ramsey si y sólo si para todo I |= T ′, tal que age(I) ⊇ U ,los I− indis
ernibles tienen la propiedad de modela
ión.
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ión �⇒�. • age (I) = U : Como I |= T ′, enton
es Th(I) ⊢ T ′. Sea
B ∈ age (I), 
omo el lenguaje es �nito rela
ional y por la Observa
ión 3, existeuna fórmula ϕ (x̄) que aisla el tipo el tipo de B en I, es de
ir I |= ∃x̄ϕ (x̄).Ahora, si B no estuviera en U , todos los modelos de U satisfarían ∀x̄¬ϕ (x̄) yesta fórmula estaría en T ′ lo 
ual 
ontradi
e que I |= T ′.Ahora la idea es tomar un 
onjunto (ai : i ∈ I) en M , en alguna L− estru
tura,y en
ontrar los I− indis
ernibles pedidos en M .1. Se toma un 
onjunto de nuevas 
onstantes {ci : i ∈ I} y se 
onstruye el si-guiente tipo, en el lenguaje ampliado L ∪ {ci}

Γ = B1 ∪ B2donde:
B1 := {ψ (ci1 , ..., cim) : ψ ∈ L, ∀s̄ ∈ I, qftp

I (s̄) = qftpI (̄i)⇒|= ψ (ās̄)}

B2 :=
{

θ (c̄ī)↔ θ
(

c̄j̄
)

: ī, j̄ ∈ I, θ ∈ L y qftpI (j̄) = qftpI (̄i)
}2. Una realiza
ión de Γ es uns su
esión I− indis
ernible basada sobre los ai:Demostra
ión. Por B2 la realiza
ión será su
esión I− indis
ernible. Ahora pa-ra veri�
ar que está basada sobre los ai, tomamos algún 
onjunto �nito deL-fórmulas y la respe
tiva lo
aliza
ión del tipo de una su
esión bs̄ tomada dela realiza
ión; 
omo di
ho tipo es �nito, se puede representar por una 
on-jun
ión �nita de fórmulas ψ(x̄). Ésta fórmula debe ser realizada por algún at̄
on qftpI(t̄) = qftpI(s̄), de no ser así, para toda túpla t̄ tal que qftpI(t̄) =

qftpI(s̄), tendríamos at̄ |= ¬ψ(x̄) y por la parte B1 de Γ, bs̄ |= ¬ψ(x̄) lo 
uales una 
ontradi

ión.3. Γ es �nitamente satisfa
tible:Demostra
ión. Sea F ⊆fin Γ.(a) Si se es
oge un 
onjunto de índi
es X ⊆ I tal que {ai : i ∈ X} |= F ∩B2y X es lo su�
ientemente grande 
omo para tener un testigo para 
adauno de los qf-tipos de las tuplas men
ionadas en la parte B1 de F (esde
ir X sumerge los qf-tipos de las tuplas t̄ que apare
en en la parte B2),enton
es {ai : i ∈ X} satisfa
e la parte B1 de F 
omo 
onse
uen
ia de quesatisfa
e la parte B2: sea ϕ(c̄t̄) ∈ F ∩B1, y {ai : i ∈ X} donde X 
umplelas 
ondi
iones pedidas; luego existe s̄ ∈ X tal que qftpI (s̄) = qftpI (t̄)(ésto se tiene, porque X se es
ogió de tal forma que tiene una realiza
iónpara 
ada uno de los qf-tipos de las túplas men
ionadas en B1) y porlas 
ondi
iones de B1, se tiene M |= ϕ (ās̄) y 
omo {ai : i ∈ X} |=
F ∩ B2, M |= ϕ (āt̄) luego {ai : i ∈ X} |= F ∩ B1. Así el objetivo seredu
e a en
ontrar un sub
onjunto de parámetros de los ai, indexado porun sub
onjunto de I apropiado.
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• L0 ⊆

fin L′ el lenguaje de las fórmulas que apare
en en F .
• ci1, ..., cir las 
onstantes que apare
en en F , r < ω.
• x̄ = (x1, ..., xl) las variables que o
urren en Γ, es de
ir las �as en Γse toman 
omo r-fórmulas, l < ω.
• {η1, ..., ηk} los qf-r-tipos en las L0− fórmulas que apare
en en F . (Esun 
onjunto �nito ya que en F solo hay un número �nito de �as.)
• {q1, ..., qm} los qf-r-tipos en I. (Es �nito porque L′ es �nito rela
ional,observa
ión 1.1.).(
) Para en
ontrar 
onstantes que satisfagan la parte B2 de F , basta probarla siguiente a�rma
ión:Existe Y ∈ U 
on ‖Y ‖ ≥ r tal que Y sumerge a q1, ..., qm y para
ualesquiera r-tuplas ī, j̄ ∈ Y 
on el mismo qf-tipo se tiene que

tpL0 (āī;M) = tpL0

(

āj̄;M
).Demostra
ión. : Sean Di grafos ordenados que satisfagan qi, para 
ada

i ∈ {1, ..., m} (al ser di
hos tipos 
onsistentes 
on I, enton
es tienenrealiza
iones en I y son grafos ordenados ya que <∈ L′ y es rela
ional. En
aso de no existir una rela
ión de grafo se toma la va
ía.). Como age(I) =
U , los Di ∈ U y por JEP , existe E ∈ U que sumerge a todos los Di, dedonde ‖E‖ ≥ r. Ahora se de�ne una su
esión 
re
iente {Zi : 0 ≤ i ≤ m}de elementos de U , así: Z0 = E Zi+1 : Zi+1 → (Zi)

Di+1

k , están biende�nidos porque U es 
lase de Ramsey. Utilizando esta su
esión, se de�ne
Y por indu

ión:
• (Caso 0): De�nimos la siguiente 
olora
ión: cm :

(

Zm
Dm

)

→ {1, ..., k}tal que cm (X) = i, si tpL0
(āX ;M) = ηi.

• (Caso 1 ≤ n ≤ m− 1): La hipótesis de indu

ión es
HI (para n− 1): ∃Ym−(n−1)

∼= Zm−n tal que los 
onjuntos
(

Ym−(n−1)

D1

)

, ...,

(

Ym−(n−1)

Dm−(n−1)

) son homogéneos respe
tivamente paralas 
olora
iones cm−j :

(

Zm−(n−1)

Dm−j

)

→ {1, ..., k}, cm−j(X) = i, si
tpL0

(āX ;M) = ηi y j ≤ n− 1.La idea es probar HI para n. Sea cm−n :

(

Ym−(n−1)

Dm−n

)

→ {1, ..., k}de�nida 
omo arriba. Por 
onstru

ión, Zm−n →
(

Zm−(n+1)

)Dm−n

k
, y 
o-mo Ym−(n−1)

∼= Zm−n, existe Ym−n
∼= Zm−(n+1), Ym−n ⊆ Ym−(n−1) tal que

(

Ym−n

Dm−n

) es homogéneo para cm−n. Y 
omo las 
opias deDm, .., Dm−(n−1)



CAPÍTULO 2. CLASES DE RAMSEY 17en Ym−(n−1) ya eran homogéneas bajo cm, ..., cm−(n−1) (HI), y Ym−n ⊆

Ym−(n−1), enton
es (

Ym−n

D1

)

, ...,

(

Ym−n

Dm−(n−1)

)

,

(

Ym−n

Dm−n

) son 
on-juntos homogéneos bajo la a

ión de cm,...,cm−(n−1), cm−n respe
tivamen-te. Se obtuvo la siguiente 
adena Y1 ⊆ ... ⊆ Ym−n. La asigna
ión Y = Y1satisfa
e la 
ondi
ión pedida, ya que (

Y1
D1

)

, ...,

(

Y1
Dm

) son homogé-neos para las 
olora
iones cm, ..., c1 respe
tivamente y además Y sumergetodos los qf-r-tipos en I; en otras palabras las tuplas isomorfas en Y ,indexan tuplas en M 
on el mismo tipo en L0.(d) Ahora, usando Y , se asignan valores para ci1, .., cir así:
T = {t ∈ I : ψ (ct1 , ..., ctm) ∈ F ∩B1 y t = ti para algún i}

|T | = β ≤ r, luego el qf-tipo de T = {tk : k ≤ β}(
omo es un qf-r-tipo)es realizado en Y y 
omo Y ∈ age(I), existe E = {ek : k ≤ β} ⊆ Y ⊆ Isatisfa
iendo el qf-tipo de T . Enton
es:
cik =

{

aek si ik ∈ T

d si ik /∈ T, d ∈ āY�{ai : i /∈ T}Esta asigna
ión satisfa
e F , luego Γ es �nitamente satisfa
tible.
Demostra
ión: �⇐” del lema 1Demostra
ión. Utilizando la observa
ión 2, es su�
iente probar la 
ondi
ión 2 delteorema prin
ipal para ver que U es 
lase de Ramsey. Fijamos A,B ∈ U , k ∈ ω, Ital que I |= T ′ y age (I) = U , y f :

(

I
A

)

→ {1, ..., k}. Sea n = ‖A‖, se de�ne Muna L− estru
tura donde L = {R1, ..., Rk}, tal que:
• |M | = (ai : i = ai ∧ i ∈ I)

• Las Ri son rela
iones n-arias 
on dominios disjuntos y M |= Rj (i1, ..., in) si:1. i1 < ... < in2. {i1 < ... < in} ∼=I A3. f (i1, ..., in) = j
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Figura 2.2: Uso de la propiedad de modela
iónSea C un modelo monstruo de Th(M), luego C es ‖I‖+ saturado. Por hipótesis los
I− indis
ernibles tienen la propiedad de modela
ión, luego existe en C un 
onjunto
(bs : s ∈ I) I− indis
ernible basado sobre los ai. Como age (I) = U , existe B′ ⊆ Ital que B′ ∼= B. Si B solo tiene una 
opia isomorfa de A enton
es f {(

B′

A

)}

= ipues ∥∥∥
∥

(

B′

A

)∥

∥

∥

∥

= 1. Si no se tiene lo anterior, enton
es se toman ī, j̄ ∈ (

B′

A

). Por
I− indis
ernibilidad, tp (b̄̄i) = tp

(

b̄j̄
), luego b̄i y b̄j̄ 
oin
iden sobre los Rd, y paragarantizar que satisfa
en alguno de los Rd, usamos lo siguiente: los bi están basadossobre los ai, luego que existen ī′, j̄′ ∈ I tuplas isomorfas a ī y a j̄ respe
tivamentetal que:

tp{R1,...,Rk}(b̄̄i) = tp{R1,...,Rk}(āī′) y tp{R1,...,Rk}(b̄j̄) = tp{R1,...,Rk}(āj̄′)y 
omo āī′ = ī′ y āj̄′ = j̄′ (tuplas que son isomorfas a A), luego existe Rj0 tal
|= Rj0

(

b̄̄i
)

∧Rj0

(

b̄j̄
).Utilizando la propiedad de modela
ión y que los tipos en C son aislados (porque

L es �nito rela
ional y observa
ión 1.1.), existe B′ ⊆ I, B′ ∼= B′ tal que tp (b̄B′

)

=
tp (āB′′) luego b̄B′ |=

∧

ī∈





B′

A





Rj0

(

b̄̄i
) enton
es āB′′ |=

∧

ī∈





B′′

A





Rj0 (āī), lo 
ualquiere de
ir que para todo ī ∈ (

B′′

A

), |= Rj0 (āī) y 
omo āī = ī, usando la de�ni
iónde Rj0 , f (̄i) = j0 (�gura 2). Luego B′ es la estru
tura que atestigua la 
ondi
ión 2del teorema prin
ipal.Corolario 1. Para todo grafo ordenado qf-débilmente saturado I, I− indis
erniblestienen la propiedad de modela
ión.
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ión. Sea K la 
lase de todos los grafos �nitos ordenados. Y 
omo K es
lase de Ramsey ([L.S09], 
ap.2) y la teoría de 
omún de los miembros de K es Tg.Así para todo I |= Tg tal que su edad sea K, I− indis
ernibles tienen la propiedadde modela
ión.2.3. Grupos Extremadamente Llevaderos y Propie-dad de Ramsey (1⇔4)En esta subse

ión el objetivo es ver la equivalen
ia 1⇔4 del teorema prin
ipalde la presente se

ión. A 
ontinua
ión, señalaremos la 
onexión entre la propiedadde Ramsey y la propiedad de amalga
ión.Observa
ión 4. Sea K una 
lase de L-estru
turas �nitas, rígidas (que no tienenautomor�smos no triviales). Si K 
umple HP, JEP, y es 
lase de Ramsey enton
estiene AP.Demostra
ión. Sean A,B,C ∈ K, e inmersiones f : A → B, g : A → C. Por JEP,existe E ∈ K tal que B,C están inmersos en E. Ahora sea D ∈ K tal que D → (E)A4y sea d :

(

D
A

)

→ {x : x ⊆ {B,C}} tal que dado A0 ∈

(

D
A

), B ∈ d(A0) siexiste una inmersión r : B → D tal que r ◦ f(A) = A0 y de manera similar se de�nepara C.. A partir de d, de�nimos la siguiente 
olora
ión:
c :

(

D
A

)

−→ {1, 2, 3, 4}

B −→ c(B) =



















1 si d(B) = ∅

2 si d(B) = {B}

3 si d(B) = {C}

4 si d(B) = {B,C}Existe E0 ∈

(

D
E

), homogéneo para la 
olora
ión c; ahora veamos que para todo
A0 ∈

(

E0

A

), c(A0) = 4, o sea que d(B0){B,C}:
• B ∈ d(A0):

f t g
A −→ B −→ E −→ E0 ⊆ Ddonde f y t son inmersiones y g es isomor�smo. Enton
es tenemos:
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A0 = g ◦ t ◦ f(A) ⊆ g ◦ t(B) ⊆ g(E) = E0Luego A0

∼= A, A0 ⊆ E0 y r = g ◦ t es una inmersión de B en D, tal que
r ◦ f(A) = A0.
• C ∈ d(A0): análogo al anterior.Enton
es existen r, s tales que r ◦ f(A) = A0 = s ◦ g(A) y 
omo A,A0 son rígidos,enton
es r ◦ f = s ◦ g. Por lo tanto D, r, s veri�
an la propiedad de amalgama
iónpara A,B,C, f, g.Esta observa
ión se usa para probar la primera parte de la a�rma
ión 4 del teo-rema prin
ipal, ya que en las hipótesis del mismo está HP,JEP y faltaba garantizaramalgama
ión para 
on
luir que U (la 
lase usada en el teorema) es de Fraïssé. Porhipótesis, U es 
lase de orden, enton
es 
laramente A ∈ U es rígida. Por observa
ión4, U tiene amalgama
ión y por lo tanto es una 
lase de Fraïssé.De ahora en adelante podemos trabajar 
on U 
omo 
lase de Fraïssé.2.3.1. Preliminares topológi
osSea G grupo topológi
o y X un espa
io topológi
o 
ompa
to de Hausdor�:De�ni
ión 8. 1. Un G-�ujo sobre X es una a

ión 
ontinua de G sobre X, esde
ir que se puede ver 
omo un homomor�smo 
ontinuo Φ : G→ H(X) tal que
Φ (g) = fg donde fg(x) = g.x. H(X) denota el 
onjunto de homeomor�smosde X 
on la topología 
ompa
to abierta. Ésta topología es la generada por lasve
indades VK,U = {f ∈ H(X) : f(K) ⊆ U}, donde K,U ⊆ X, K es 
ompa
toy U abierto.2. Dado un G-�ujo sobre X y x ∈ X la órbita de x es Gx = {g.x : g ∈ G}.3. Un sub�ujo es la restri

ión de un G-�ujo sobre X a un sub
onjunto no va
ío,invariante y 
ompa
to de X.4. Un G-�ujo sobre X es minimal si no tiene sub�ujos propios.De aquí en adelante 
uando sea 
lara la a

ión de G sobre algún espa
io topo-lógi
o X , nos referimos al G− �ujo solo por X , es de
ir el G− �ujo se representarápor el 
onjunto sobre el 
ual está a
tuando.Observa
ión 5. 1. G.x es 
ompa
to y G-invariante (G(G.x) = G.x).Demostra
ión: “ ⊇ ” 1G(G.x) = G.x “ ⊆ ” gt ∈ G(G.x) luego existe {gnx} → ty por tanto {g.gnx} → g.t, de donde g.t ∈ G.x.



CAPÍTULO 2. CLASES DE RAMSEY 212. Un G-�ujo X es minimal ssi toda órbita es densa.Demostra
ión: “⇒ ” Por observa
ión anterior. “⇐ ” Si X tuviese un sub�ujopropio Y , ∀y ∈ Y,G.y ⊂ G.Y = Y . Tomando adheren
ia, X = G.y ⊂ Y y
omo Y es 
ompa
to en un espa
io de Hausdor�, enton
es es 
errado, luego
X = Y = Y (→←).3. Todo G-�ujo X 
ontiene un sub�ujo minimal. (Lema de Zorn)Dados dos G-�ujos X y Y (X y Y 
laramente son espa
ios topológi
os), unhomomor�smo entre ellos es una apli
a
ión 
ontinua

π : X → Y

x → π(x) t.q. π(g.x) = g.π(x)Observa
ión 6. Si Y es un G-�ujo minimal enton
es para 
ualquier otro G-�ujo
Y , todo homomor�smo de X a Y es sobreye
tivo.Demostra
ión. Dado x ∈ X se de�ne Y = G.π (x); enton
es dado y ∈ Y , existeuna su
esión {gn.π (x)}n∈N → y, enton
es {π (gn.x)}n∈N → y. Como X es 
ompa
-to y de Hausdor�, existe {gni

.x} subsu
esión 
onvergente a algún z ∈ X . Luego
{π (gni

.x)}i∈N → y, y 
omo π es 
ontinuo enton
es y = π (x).Existen
ia del Flujo Minimal Universal Dado un grupo topológi
oG, existe un
G-�ujo minimalM(G) tal que para todoG-�ujo minimalX , existe un homomor�smode M(G) en X . M(G) es úni
o salvo isomor�smo.Demostra
ión. : Ver Auslander [J.A88℄.De�ni
ión 9. G es extremadamente llevadero si M(G) = {t}.Observa
ión 7. G es extremadamente llevadero ssi todo G-�ujo tiene un punto �jo(g.x = x, ∀g ∈ G).Demostra
ión. : “ ⇒ ” Sea un G - �ujo X y M(G) = {t}, existe Y ⊆ X sub�ujominimal. Luego existe π : {t} → Y homomor�smo sobreye
tivo, de donde Y =
{π (t)}. Como M(G) es G-invariante, enton
es g.M(G) ⊆ M(G), es de
ir, ∀g ∈ G y
g.π (t) = π (g.t) = π (t).
“ ⇐ ” Como M(G) es G− �ujo, tiene un punto �jo t y Y = {t} es un sub�ujo de
M(G), luego M(G) = {t}.Ejemplo 6. Son grupos extremadamente llevaderos, ver [AK76]:1. El grupo de automor�smos de los ra
ionales 
on el orden usual y la topologíade la 
onvergen
ia puntual Aut((Q, <)).



CAPÍTULO 2. CLASES DE RAMSEY 222. El grupo de los homeomor�smos de R que preservan la orienta
ión 
on latopología 
ompa
to-abierta, H+(R).Está última es la de�ni
ión más 
ono
ida de extremadamente llevadero y a par-tir de ella se estable
en las diferentes equivalen
ias para esta propiedad. Como laidea es llegar a una 
ara
teriza
ión de 
lases de Ramsey en términos de esta propie-dad topológi
a, se desarrollan una serie de resultados intermedios ne
esarios paravisualizar el resultado objetivo.Lema 2. Sea G un grupo topológi
o y X un G− �ujo. Son equivalentes:1. El G− �ujo X tiene un punto �jo.2. Para todo n = 1, 2, ..., toda f : X → Rn 
ontinua, todo ǫ > 0 y dado F ⊆fin G,existe x ∈ X, tal que |f (x)− f (g.x)| ≤ ǫ, para toda g ∈ F .Demostra
ión “⇐ ”. • Af,F,ǫ = {x ∈ X : ∀g ∈ F (|f(x) − f(g.x)| ≤ ǫ)} es
errado.
• Para toda 
ole

ión �nita (fj, Fj , ǫj)

m
j=1, ∩mj=1Afj ,Fj ,ǫj 6= ∅:

F = ∪mi=1Fi es �nito, ǫ = min1≤i≤m{ǫi} > 0
f = (f1, ..., fm) : X → Rn1+...+nm 
ontinua.Por 2, ∅ 6= Af,F ,ǫ ⊆ ∩

m
j=1Afj ,Fj ,ǫj .

• ∩f,F,ǫAf,F,ǫ 6= ∅: Se dedu
e de lo anterior y 
ompa
idad de X .
• x ∈ ∩f,F,ǫAf,F,ǫ es punto �jo: Si no, existiría g ∈ G tal que g.x 6= x y portanto habría una fun
ión 
ontinua f , tal que f(x) = 0 y f(g.x) = 1, luego
x /∈ Af,{g},1.

“ ⇒ ” Si el G− �ujo tiene un punto �jo enton
es di
ho punto, denotémoslo x,satisfa
e la 
ondi
ión 2.Utilizando el lema anterior se demuestra el siguiente resultado:Proposi
ión 1. Si G ≤ S∞ un subgrupo 
errado, enton
es son equivalentes:1. G es extremadamente llevadero.2. Para 
ualquier subgrupo abierto V ≤ G, toda 
olora
ión c : G/V → {1, ..., k}(G/V = {gV : g ∈ G}), existe g ∈ G y 1 ≤ i ≤ k, tal que c(g.a) = i, ∀a ∈ A.Comentario: La topología sobre S∞ es la produ
to (generada por los abiertosbási
os Uf,F = {g ∈ S∞ : f ↾F= g ↾F} donde F ⊆fin N). Se 
onsidera G/V 
on latopología generada por {A ⊆ G/V : π−1(A) es abierto en G}.Donde:
π : G → G/V

g → gV



CAPÍTULO 2. CLASES DE RAMSEY 23Finalmente, la topología de�nida sobre Y = {1, ..., k}G/V tiene 
omo base B =
{Uf,F : f ∈ Y, F ⊂fin G/V }, y Uf,F = {g ∈ Y : f ↾F= g ↾F} (topología produ
to).Demostra
ión. “⇒ ”

• La a

ión de G sobre Y = {1, ..., k}G/V de�nida por g.p(x) = p(g.x) es un G−�ujo.
• Como {1, ..., k} es 
ompa
to, Y es 
ompa
to y luego X = G.c es G− �ujo,
∀c ∈ Y ; por hipótesis, ∃γ ∈ X punto �jo.
• γ(a) = i, ∀a ∈ G/V y algún i ∈ {1, ..., k}:Dado a ∈ G/V , a = h.V , luego γ(a) = γ(h.V ) = h.γ(V ) = γ(V ) = i, 
on i�jo.
• Dado A ⊆fin G/V , y 
omo γ ∈ G.c, enton
es G.c ∩ Uγ,A 6= ∅, luego existe
g ∈ G, tal que g.c ↾A= γ ↾A.

“⇐ ” Se usa el lema anterior. Sean f : X → Rn 
ontinua, ǫ > 0 y F ⊆fin G.
• ∃V = V1G, tal que ∀h ∈ V y ∀x ∈ X, |f(x)− f(h.x)| ≤ ǫ/3:Sea:

Φ : G×X → X → R.

(g, x) → gx→ f(gx)
{

Bε/6 (f (x)) : x ∈ X
} es un 
ubrimiento abierto para f (X) y 
omo es 
om-pa
to (por 
ontinuidad de f), existe B = {Bε/6 (f (xi)) : 1 ≤ i ≤ n} unsub-re
ubrimiento �nito. Enton
es {f−1

(

Bε/6 (f (xi))
)

: 1 ≤ i ≤ n
} son ve
in-dades abiertas alrededor de 
ada xi y en suma 
onstituye un re
ubrimientoabierto de X .Por la 
ontinuidad de Φ, 
ada Zi = Φ−1

(

f−1
(

Bε/6 (f (xi))
)) es una ve
in-dad de (1G, xi) (ya que Φ (1G, x) = x, para todo x ∈ X), enton
es dentro de
ada Zi existe un abierto bási
o alrededor de (1G, xi) de la forma Vi × Bi.Sea V1G = ∩1≤i≤nVi ve
indad abierta de 1G, y veri�quemos que 
umple lapropiedad deseada:Sea h ∈ V1G y x ∈ X , enton
es existe i ∈ {1, ..., n} tal que f (x) ∈ Bε/6 (f (xi)),luego x ∈ f−1

(

Bε/6 (f (xi))
) y 
omo h ∈ V1G , enton
es h ∈ Vi y (h, x) ∈ Zi,de donde f (hx) ∈ B (f (xi)). En 
on
lusión

|f (hx)− f (xi)| < ε/6 y |f (xi)− f (x)| < ε/6 ⇒ |f (hx)− f (x)| < ε/3.
• Sea A1, ..., Ak parti
ión de f(X) ⊆ Rn de diámetro ≤ ǫ/3. Sea x0 ∈ X y Ui =
{g ∈ G : f(g.x0) ∈ Ai}. Sea Vi = V.Ui = ∪g∈Ui

V.g para ver ∪ki=1Vi = G/V .
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• ∃ c : G/V → {1, ..., k} t.q. c−1(i) ⊆ Vi, y por (2), ∃ i y g ∈ G tal que
(F ∪ {1G})g ⊆ Vi.
• x = g.x0 satisfa
e la 
ondi
ión 2 del lema: Dado h ∈ F , 
omo h.g ∈ V Ui,existe v ∈ V tal que v−1hg ∈ Ui, de donde f(v−1hg.x0) = f(v−1h.x) ∈ Ai.Como v−1 ∈ V (por la forma de la topología de S∞, y 
omo V es una ve
indadabierta de G, enton
es V se puede tomar 
omo un subgrupo):

∣

∣f(v−1h.x)− f(h.x)
∣

∣ ≤ ǫ/3.Ya que 1G.g = g ∈ Vi, existe w ∈ V , tal que f(w−1.x) ∈ Ai y
∣

∣f(w−1.x)− f(x)
∣

∣ ≤ ǫ/3.Luego |f(w−1.x)− f(v−1h.x)| ≤ ǫ/3. Finalmente, |f(x)− f(h.x)| ≤ ǫ.Nota 1 (Respe
to al Lema 2). Para 
ualquier F ⊆fin N, G(F ) = {g ∈ G : ∀i ∈
F, g(i) = i}, es el estabilizador puntual de F y {G(F ) : ∅ 6= F ⊆fin N} es una baselo
al de 1G de subgrupos abiertos, luego usando item 1 de la anterior demostra
ión(el 
ual garantiza que basta 
on probar el resultado para las ve
indades abiertas de
1G), y que {G(S) : ∅ 6= S ⊆fin N} es una base lo
al para 1G), será su�
iente tomarlas ve
indades bási
as V de la forma G(F ). De he
ho bastaría 
on tomar solo los Fde alguna 
ole

ión 
o�nal en los 
onjuntos �nitos de N; para ver esto último, seaD di
ha 
ole

ión, es de
ir D ⊆ [N]<ω 
o�nal, y veamos que {G(S) : ∅ 6= S ∈ D} esuna base lo
al para 1G. Claramente nuestro 
onjunto está 
onformado por abiertosalrededor de 1G (topología puntual, ver 
ap.2), falta ver que en efe
to es base lo
al.Sea V (1G) una ve
indad alrededor de la identidad, enton
es existe F ⊆fin N, tal que
G(F ) ⊆ V (1G); si F ∈ D enton
es terminamos, de lo 
ontrario, 
omo D es 
o�nal,existe F1 ∈ D, tal que F ⊆ F1 y por lo tanto G(F1) ⊆ GF enton
es G(F1) ⊆ V (1G) 
on
F1 ∈ D. Con esto queda demostrado que basta tomar los F en un 
onjunto 
o�nalde [N]<ω.2.4. Propiedad de Ramsey en subgrupos de S∞Para fa
ilitar el estudio de los subgrupos 
errados de S∞ y su 
omportamientose utiliza la siguiente 
ara
teriza
ión:Los subgrupos 
errados de S∞ Los subgrupos 
errados de S∞ son exa
tamente(salvo isomor�smo) los grupos de automor�smos de estru
turas 
on universo N ylenguaje rela
ional.
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ión. : Sea A = (N, {RA
i }i∈N), Aut(A) es un subgrupo 
errado de S∞(f ∈ S∞rAut (A); existen ā ∈ N y i ∈ N tal que |= RA

i (ā)∧ |= ¬RA
i (fā), enton
es

Uf,{ā} es una ve
indad abierta de f 
ontenida en S∞ r Aut (A). ).Re
ípro
amente, si G ⊆ S∞ es subgrupo 
errado, se 
onsidera la estru
tura indu
idaaso
iada a G, la 
ual es AG = (N, {RAG

i,n }i,n∈N), donde las rela
iones se de�nen así:Para 
ada n ∈ N, Nn = {a1
(n), a2

(n), ...}, y de�nimos la a

ión de G sobre Nn, 
omo
g.a

(n)
k = (g.ak1, g.ak2, ...), luego RAG

i,n = G.a
(n)
i .Enton
es Aut(AG) = G.En adelante, AG denotará la estru
tura indu
ida aso
iada a G de�nida en lademostra
ión anterior. Para un subgrupo 
errado de SA, la estru
tura AG es ultra-homogénea y 
omo el lenguaje es rela
ional, enton
es es lo
almente �nita, luego AGes una estru
tura de Fraïssé.Usualmente se habla de la propiedad de Ramsey, en rela
ión 
on 
lases de estru
-turas �nitas. Sin embargo para lograr visualizar el vín
ulo entre 
lases de Ramsey yla propiedad de un grupo de ser extremedamente llevadero, es ne
esario introdu
irla de�ni
ión análoga de ser 
lase de Ramsey en subgrupos de S∞.Para todo F ⊆fin N no va
ío, se de�ne el estabilizador de G (ya de�nimos elestabilizador puntual G(F ) en la nota 1) 
omo:

GF = {g ∈ G : g.F = F}, g.F = {g(i) : i ∈ F}.No es difí
il ver que G(F ) ≤ GF . Si ∅ 6= F ⊆fin N, el G-tipo de F es G.F = {g.F :
g ∈ G}. Un G-tipo σ, es un 
onjunto de la formaG.F para algún F �nito no va
ío.Se de�ne un orden sobre los G− tipos:

ρ ≤ σ ⇔ ∃F ∈ σ∃H ∈ ρ(H ⊆ F )

⇔ ∀F ∈ σ∃H ∈ ρ(H ⊆ F )

⇔ ∀H ∈ ρ∃F ∈ σ(H ⊆ F )Estas de�ni
iones resultan equivalentes, ya que una órbita es la agrupa
ión de todaslas posibles imagenes de un sub
onjunto �nito de N (�jo para 
ada órbita) bajola a

ión de G, y 
omo las 
ontenen
ias son respetadas por la a

ión de 
ualquierelemento de S∞, enton
es si algún elemento de la órbita de un F1 �nito está 
ontenidaen un elemento de la órbita de algún F2, al tomar 
ualquier otro elemento de laórbita de F1 y apli
ando las permuta
iones ade
uadas llegaremos a que existe algúnelemento en la órbita de F2 que 
ontiene a F1. De igual forma se pro
ede si se tomaun elemento ahora de la órbita de F2. Como se puede ver, esta de�ni
ión, no al
anzaa garantizar que los 
onjuntos alrededor de los 
uales se ha 
onstruido la órbitaestén uno 
ontenido en el otro, pero sí garantiza que para 
ada movimiento de los
onjuntos prin
ipales, se puede en
ontrar alguna imagen del otro 
onjunto que sírespete la rela
ión de 
ontenen
ia. Finalmente:
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io de estru
turas para algún lenguaje L, 
on uni-verso N. Este espa
io es 
ompa
to (homeomorfo a 2N, 
on la topología produ
-to), y se de�ne la a

ión de G sobre XL de tal forma que para todo estru
tura
A ∈ XL, g.A ∼= A. (Ver [3℄ Pág. 23)
• LO denota el sub
onjunto 
ompa
to y S∞− invariante de XL, que 
ontiene losórdenes lineales sobre N. LO es G−�ujo dado que es un sub�ujo de XL, 
onla a

ión enun
iada en el ítem anterior.
• Si G ≤ S∞ es 
errado, se di
e que G preserva un orden si el G− �ujo LOtiene un punto �jo, i.e., existe ≺ un orden sobre N tal que ∀g ∈ G, a ≺ b ⇔
g(a) ≺ g(b).De�ni
ión 10. : Sea G ≤ S∞ 
errado:
• Dados ρ ≤ σ G− tipos, y F ∈ σ, se de�ne:

(

F
ρ

)

= {H ⊆ F : H ∈ ρ}

• Si ρ ≤ σ ≤ τ , G− tipos y k = 2, 3, ..., se di
e que
τ → (σ)ρksi ∀F ∈ τ y ∀c :

(

F
ρ

)

→ {1, ..., k}, ∃F0 ∈

(

F
σ

) homogéneo, i.e. ∀H ∈
(

F0

ρ

)

, c (H) = i, para algún i.
• G tiene la propiedad de Ramsey si ∀ρ ≤ σ, y ∀k = 2, 3, ..., existe un G− tipo
τ tal que σ ≤ τ y τ → (σ)ρk.Nota 3. En τ → (σ)ρk es su�
iente que la propiedad se 
umpla para algún F ∈ τ :Sea H ∈ τ y τ = G.M , luego H = h.M y F = f.M , enton
es H = h.(f−1.F ) y dada

c :

(

H
ρ

)

→ {1, ..., k}, indu
e c′ : ( F
ρ

)

→ {1, ..., k} , tal que c′(A) = c(h.f−1A).Se tiene el siguiente resultado (Ver [AK76]):Proposi
ión 2. G ≤ S∞ subgrupo 
errado. Son equivalentes:1. G es extremadamente llevadero.2. (a) ∀∅ 6= F ⊆fin N, G(F ) = GF
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olora
ión c : ρ → {1, ..., k}, existen 1 ≤ i ≤ ky F ∈ σ tal que c (H) = i, ∀H ∈ (

F
ρ

).3. (a) G preserva un orden(b) Como en 2).Demostra
ión. (1)⇒ (3):
(a) se tiene porque el G−flujo LO tiene un punto �jo. Para probar (b), sean ρ ≤ σ,
ρ = G.F ′ y c : ρ→ {1, ..., k}. Claramente F ′ ∈ ρ.
• V = G(F ′) = GF ′: si g ∈ GF ′, F ′ = {f1 ≺ ... ≺ fn}, luego gF ′ = {gf1 ≺ ... ≺ gfn} =
F ′.
• G/V ≈ G.F ′ = ρ: gGF ′ → g.F ′ biye

ión.
• Apli
ar (2) de la prop. 1 a V, c, AF0

= {F ′
0 ⊆ F0 : F

′
0 ∈ ρ}, 
on F0 ∈ σ. Luegoexiste i, 
on 1 ≤ i ≤ k y ∃g ∈ G tal que c(g.F ′

0) = i, ∀F ′
0 ∈ AF0

.

• F = g.F0 ∈ σ. Luego si H ∈ (

F
ρ

), c(H) = c(g.g−1.H), y 
omo g−1.H ∈ AF0
,

c(H) = i.
(3)⇒ (2) Pues V = G(F ′) = GF ′.
(2)⇒ (1) Probar 
ondi
ión (2) de la proposi
ión 3.2.1.7.
• V = G(F ) = GF , 
on F �nito y no va
ío. Sea ρ = G.F ≈ G/V . Dado c : ρ →
{1, ..., k} y A = {gj .F : 1 ≤ j ≤ n} ⊆fin ρ, sea F0 = ∪nj=1gj.F , y σ = G.F0.Claramente ρ ≤ σ.
• ∃i y ∃F ′ = g.F0 ∈ σ, tal que c{(

F ′

ρ

)}

= i. Si a ∈ A, g.a = g.gj.F ⊆ g.F0,luego c(g.a) = i.En esta última proposi
ión, se logra una primera 
ara
teriza
ión de extremada-mente llevadero en términos de propiedades sobre las 
olora
iones, lo 
ual allana el
amino ha
ia la equivalen
ia en términos de la propiedad de Ramsey. Como se veráen la siguiente proposi
ión, la a�rma
ión de la proposi
ión anterior ((2)-b y (3)-b))enun
ia implí
itamente la propiedad de Ramsey.Proposi
ión 3. Sea G ≤ S∞ subgrupo 
errado. Son equivalentes:1. G es extremadamente llevadero.



CAPÍTULO 2. CLASES DE RAMSEY 282. (a) G preserva un orden.(b) G tiene la propiedad de Ramsey.Demostra
ión. (1) ⇒ (2) Por indu

ión se puede ver que para tener la propiedadde Ramsey es su�
iente ver�
ar para k = 2. Prueba por 
ontradi

ión y usandoproposi
ión anterior (Ver [AK76℄, se

ión 4).
(2) ⇒ (1) : La 
ondi
ión (b) de la proposi
ión anterior (en los items 1 y 2), sesigue de Ramsey:Sean ρ ≤ σ y c : ρ→ {1, ..., k}; ∃τ ≥ σ, t.q. τ → (σ)ρk. Luego c indu
e c′ : ( F

ρ

)

→

{1, ..., k}, i.e. c′ = c ↾

(

F
ρ

)Una vez obtenida la equivalen
ia entre extremadamente llevadero y tener lapropiedad de Ramsey (en grupos), el objetivo es eviden
iar la rela
ión existenteentre la propiedad de Ramsey vista desde grupos y la enun
iada en términos de
lases. Para poder observar el vín
ulo, se verá en la siguiente proposi
ión que una
lase de Fraïssé ordenada, es de Ramsey si y sólo si el grupo de automor�smos desu límite de Fraïssé 
umple la propiedad de Ramsey.Proposi
ión 4. Sea G ≤ S∞ subgrupo 
errado. Son equivalentes:1. G es extremadamente llevadero.2. G = Aut(A), donde A = F lim(K) y K es una 
lase de Fraïssé de orden que
umple la propiedad de Ramsey.Demostra
ión. (1)⇒ (2)

• AG = (N, LAG
) la estru
tura indu
ida aso
iada a G, luego G = Aut(AG)y AG es ultrahomogénea. Por (1), G preserva un orden lineal ≺ sobre N.Sea L = LAG
∪ {<}, y sea A la expansión de AG a L, 
on <A:=≺. ComoG preserva ≺, Aut(A) = G y A sigue siendo ultrahomogénea. Como L esrela
ional, enton
es A es lo
almente �nita y K = age(A) es una 
lase de ordende Fraïssé .

• Dado un G− tipo ρ, ρ = G.F , 
on ∅ 6= F ⊆fin N, luego gen(F ) = (F, L) =
A0 ∈ age (A). Como ρ = {g.A0 : g ∈ G}, y A es ultrahomogénea, si ∃t : H ∼=
A0, enton
es existe t′ ∈ Aut(A) que extiende a t, i.e. ρ = {B ⊆ A : B ∼= A0}.Sea K = age(A) y G = Aut(A)

• K tiene la P. de Ramsey ⇔ G tiene la P.de Ramsey
“ ⇒ ” Sean ρ ≤ σ G−órdenes y k ∈ {2, 3, ...}, luego ρ = G.F1 y σ = G.F2



CAPÍTULO 2. CLASES DE RAMSEY 29(F1 ⊆ F2). Sean E = gen(F1), B = gen(F2) en K, luego ∃C ∈ K t.q. E ≤
B ≤ C y C → (B)Ak . Para τ = G.C, σ ≤ τ , y ahora tomemos F = g.C ∈ τ ,y c :

(

F
ρ

)

→ {1, ..., k}. Como (

F
ρ

)

= {B ⊆ F : B ∼= gen {F1} = E} =
(

F
E

), enton
es c ◦ g−1 :

(

C
E

)

→ {1, ..., k} para la 
ual existe un 
onjuntomono
romáti
o. “⇐ ” Análogo al anterior.
(2)⇒ (1)

• A es el límite de Fraïssé de una 
lase de orden de Fraïssé, luego A es unaestru
tura de orden 
ontable, ultrahomogénea y lo
almente �nita. Como G =
Aut(A), enton
es G preserva el orden aso
iado a la 
lase.
• Si A0 subestru
tura �nita de A, enton
es G.A0 = {B ⊆ A : B ∼= A0} : (ya que
G = Aut(A) y A es ultrahomogéneo)
• K = age(A) tiene la propiedad de Ramsey ssi G = Aut(A) también la 
umple.Por proposi
ión 3, G es extremadamente llevadero.Rees
ribiendo la proposi
ión anterior, obtenemos la equivalen
ia deseada:Con
lusión - subse

ión 2.3. SeaK una 
lase de orden de Fraïssé y A = F lim(K).Enton
es son equivalentes:1. Aut(A) es extremadamente llevadero.2. K tiene la propiedad de Ramsey.Demostra
ión. :Como A es un límite de Fraïssé de una 
lase de Fraïssé enton
es es enumerable,luego G = Aut(A) es un subgrupo 
errado de SA, y 
omo SA es homeomorfo a S∞,enton
es la 
on
lusión se tiene por Proposi
ión 4.



CAPÍTULO 3
Constru

iones de Hrushovski

El trabajo realizado en los 
apítulos anteriores, se desenvuelve en un entorno de
lases de Fraïssé. Pero en el ámbito matemáti
o, existen mu
has estru
turas que nopueden ser visualizadas 
omo de Fraïssé, 
ausando que el 
ampo de apli
a
ión delas mismas se haya visto gradualmente redu
ido. Es enton
es 
uando en el panora-ma matemáti
o surge la ne
esidad de trabajar 
on un 
on
epto menos restri
tivoy que fun
ione 
omo una generaliza
ión del 
on
epto de 
lase de Fraïssé. Y es eneste punto de nuestro trabajo en el que apare
en las 
onstru

iones de Hrushovski,ya que su 
on
ep
ión, da luz a un nuevo tipo de 
lases de estru
turas, en el 
ual larela
ión dominante no es la 
ontenen
ia tradi
ional, sino una nueva no
ión de sersubestru
tura fuerte “ ≤ ”, que surge a partir de una fun
ión de dimensión de�ni-da sobre las estru
turas �nitas que forman parte de la 
lase ini
ial. Igualmente, lano
ión de dimensión, tiene su origen en una rela
ión ternaria, 
on unas propiedades�jas (Ver subse

ión 3.1.) y 
uyos elementos son tomados de la 
lase dada. Enton
esen po
as palabras, la 
onstru

ión de Hrushovski fun
iona 
omo una 
lase de Fraïsségeneralizada, 
uya rela
ión preponderante es una nueva “
ontenen
ia fuerte”. Y así
omo existe un teorema de la existen
ia del límite de Fraïssé, existe uno (Subse
-
ión 3.1.) análogo, que garantiza la existen
ia de una “estru
tura genéri
a” 
uyo
omportamiento es el de límite para la 
onstru

ión de Hrushovski.Cabe anotar que el na
imiento de las 
onstru

iones de Hrushovski, no tenía porobjeto generalizar el 
on
epto de límite de Fraïssé. La apli
a
ión ini
ial de éstas,estuvo en la refuta
ión de las 
onjeturas de La
hlan y Zilber [Hru93], y responder enforma negativa la pregunta de Cherlin (Todo grupo simple ω− estable, es un grupoalgebrai
o sobre un 
uerpo algebrai
amente 
errado). Sin embargo resultó ser unaherramienta tan interesante y versátil, que su estudio ha 
obrado gran importan
iay ha permitido lograr grandes avan
es en el análisis del 
omportamiento de estas
onstru

iones.A 
ontinua
ión veremos algunas de las propiedades y de�ni
iones bási
as rela-30
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ionadas 
on las 
onstru

iones en 
uestión.3.1. Subestru
turas Finitas y la no
ión de DimensiónSea L un lenguaje rela
ional que 
ontiene al menos un símbolo de rela
ión ter-naria R.De�ni
ión 11. Sea M una L-estru
tura, A ⊆M �nita:1. n(A) es el tamaño de A. r(A) es el número de triplas ā ∈ A tal queM |= R(ā).Se de�ne d0(A) = n(A)− r(A) y d0(A/B) = d0(A ∪B)− d0(B).2. Se de�ne d(A,M) = min{d0(B) : A ⊆ B ⊆fin M} y d(A/B,M) = d(A ∪
B,M)− d(B,M).Como vimos en la de�ni
ión anterior, la no
ión de dimensión 
on la que traba-jaremos solo será para sub-estru
turas �nitas o �nitamente generadas, lo 
ual paraeste 
aso es equivalente, dado que el lenguaje es rela
ional.De�ni
ión 12. Una subestru
tura A de M es auto-su�
iente en M si d(A,A) =

d(A,M) y se nota 
omo A ≤M .De aquí en adelante la idea es trabajar 
on una 
lase de L-estru
turas �nitamentegeneradas (o �nitas), de lo que más adelante será la estru
tura fuertemente minimalen
ontrada por Hrushovski. Sean:
• C̄: la 
ole

ión de L-estru
turas A, tal que 0 ≤ d0(B), ∀B ⊆fin A .
• C: la 
ole

ión de L-estru
turas �nitas de C̄.
• Si M ∈ C, X ⊆ M , de
imos que 
 depende de X en M, si d(X ∪ c,M) =
d(X,M). Además se de�ne cl(X,M) = {a ∈M : d(X ∪ a,M) = d(X,M)}.Observa
ión 8. Sean A,N ∈ C tal que A ⊆ N . Supongamos A ≤ N :1. Dado A ⊆ M , d(A,A) = d0(A). No es difí
il de veri�
ar, se dedu
e dire
ta-mente de la de�ni
ión.2. d0(∅) = 0.3. d0(X ∩A) ≤ d0(X), ∀X ⊆ N .4. d(A′, A) = d(A′, N), ∀A′ ⊆ A.5. Si B ≤ A ≤ N enton
es B ≤ N .
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ión. Revisar Lema 1 de [Hru93].De�ni
ión 13. A se di
e simplemente algebrai
a sobre B (en M), si A,B ⊆fin M ,
B ≤ A ∪ B, A ∩ B = ∅, d0(A ∪ B) = d0(B) y no existen sub
onjuntos propios
A′, no va
íos, de A tal que d0(A

′ ∪ B) = d0(B). A es minimal y simplementealgebrai
a sobre B, si en adi
ión, no existe un sub
onjunto propio B′ de B tal que
A es simplemente algebrai
a sobre B′.La idea original de Hrushovski al implementar estas nuevas estru
turas, era 
ons-truir una pre-geometría fuertemente minimal, amalgamando estru
turas �nitas, 
a-da una de las 
uales tienen una pregeometría. Las inmersiones relevantes entre lasestru
turas �nitas deben preservar la dimensión arriba estable
ida.Sin embargo, durante el estudio de éstas 
lases, se visualizó que representa en
ierto sentido el 
on
epto ya estable
ido de las 
lases de Fraïssé. Ya que la idea estratar las 
onstru

iones de Hrushovski 
omo tal, revisemos que C 
umple HP, JEPy AP para la rela
ión “ ≤ ”: Sean A, B y D �nitamente generadas:1. (HP) Si A ≤ B y B ∈ C enton
es A ∈ C.Demostra
ión. Por hipótesis se tiene ∅ ≤ B, es de
ir, d0(∅) = 0 = d(∅, B).Como d(∅, A) = min{d0(A0) : ∅ ⊆ A} enton
es d0(A) ≥ 0, y por de�ni
ión de

C, A ∈ C.2. (JEP) Si A,B ∈ C existe C ∈ C tal que A,B ≤ C.Demostra
ión. Se sigue 
omo 
aso parti
ular de la propiedad de amalgama
ión(teniendo en 
uenta que el va
ío es autosu�
iente en toda estru
tura de C),
uya prueba es un po
o engorrosa y que se en
uentra desarrollada en el artíulode Hrushovski [Hru93].3. (AP) Si f1 : A → B1 y f2 : A → B2 son ≤-inmersiones, existe E ∈ C y g1, g2
≤-inmersiones, tal que el siguiente diagrama 
onmuta:

B1

g1

  A
A

A
A

A

f1
>>}}}}}}}}

f2   A
AA

AA
AA

A E

B2

g2

>>}
}

}
}Demostra
ión. Ver 
apítulo 2, [Hru93].
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lases de HrushovskiLa propiedad de Ramsey ha sido planteada dependiendo de la rela
ión tradi
ionalde subestru
turas. La idea es reformular esta propiedad para la nueva “ 
ontenen
iafuerte” introdu
ida en las 
onstru

iones de Hrushovski. Enton
es podemos tradu
iresta propiedad al nuevo lenguaje que 
ontiene la rela
ión “ ≤ ”.De�ni
ión 14. Sean A ≤ B ≤ C estru
turas autosu�
ientes pertene
ientes a C, yk=2,3,...1. (

B
A

)

= {A0 : A0 ≤ B,A0
∼= A}.2. Retomando la nota
ión de Erdös-Rado, diremos que C → (B)Ak , si ∀c : ( B

A

)

→

1, ..., k, existe B0 ∈

(

C
B

) tal que c{( B0

A

)}

= i.
C 
umple la propiedad de Ramsey si ∀A ≤ B ∈ C y ∀k = 2, 3, ..., existe C ∈ C
on B ≤ C tal que C → (B)Ak .3.3. La estru
tura genéri
aComo se men
ionó al prin
ipio del 
apítulo, la idea es visualizar las 
onstru
-
iones de Hrushovski 
omo una generaliza
ión de las 
lases de Fraïssé, enton
es así
omo toda 
lase de Fraïssé tiene un límite, existe un análogo en las 
onstru

io-nes de Hrushovski, una estru
tura que tiene un 
omportamiento similar, pero enel 
ontexto de Hrushovski, y se 
ono
e 
omo la estru
tura genéri
a. De he
ho estaestru
tura genéri
a aso
iada a la 
onstru

ión de Hrushovski, es pre
isamente el
onjunto fuertemente minimal que Hrushovski 
onstruyó en [Hru93].Sea M un modelo. De
imos que M es (C,≤)− genérica si:1. M es una L−estru
tura 
ontable.2. Toda subestru
tura �nita de M está en C.3. Si A ≤M , A ≤ B y B ∈ C, enton
es existe f : B → M una inmersión tal que
fB ≤M y f ↾ A = IdAPor un argumento análogo al utilizado para la 
onstru

ión del límite de Fraïssé,se muestra que en C̄, existe una estru
tura genéri
a para C, denominada M :
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⋃

i<ω Ai, donde A0 ≤ A1 ≤ A2 ≤ .... ∈ C.2. M es (C,≤) - genéri
a.De forma similar a la uni
idad del límite de Fraïssé se prueba la uni
idad, salvoisomor�smo, de esta estru
tura genéri
a. Enton
esM denotará la estru
tura genéri
aaso
iada a C.Propiedades de la rela
ión de autosu�
ien
ia y de M1. d0(A) ≥ d(A,M)2. d(A,A) = d0(A).3. Si A ⊆ B enton
es d(A,M) ≤ d(B,M)4. Si g ∈ Aut(M) y A ≤ B ≤M enton
es g(A) ≤ g(B).5. Si A ⊆ B ⊆ C y A ≤ C, enton
es A ≤ B.6. Si A ⊆fin M , existe B �nito tal que A ⊆ B ⊆ M , d(A,M) = d(B,M) y
B ≤M .Demostra
ión. A 
ontinua
ión, algunas ideas del por qué de las propiedades:1. Se tiene porque A ⊆ A ⊆M y d es el mínimo d0 de 
onjuntos que 
ontengana A y sean sub
onjuntos de M .2. Por de�ni
ión.3. Como A ⊆ B, {d0(D) : B ⊆ D ⊆ M} ⊆ {d0(D) : A ⊆ D ⊆ A}, de donde
d(B,M) ≥ d(A,M).4. Al ser g automor�smo de M , enton
es g restringido a A y a B sigue sien-do isomor�smo, enton
es n(A) = n(gA), n(B) = n(gB), r(A) = r(gA) y
r(A) = r(gA), enton
es d0(F ) = d0(gF ), ∀F ⊆fin M , luego d0(gA) = d0(A) =
d(A,B) = d(gA, gB).5. Por la de�ni
ión y al ser B sub
onjunto de C, se tiene el resultado.6. Basta tomar B, tal que d(A,M) = d0(B) (ya que por de�ni
ión de d, se tratade un mínimo, luego es un valor al
anzado por alguna estru
tura). Claramente
A ⊆ B, solo falta ver que d0(B) = d(B,M); siempre se tiene d0(B) ≥ d(B,M),para el otro sentido, por el ítem 3 de estas propiedades, d(A,M) ≤ d(B,M),enton
es d0(B) ≤ d(B,M).



CAPÍTULO 3. CONSTRUCCIONES DE HRUSHOVSKI 353.4. Algunos Ejemplos y Comentarios3.4.1. Ab InitioUno de los ejemplos 
lási
os de estas 
onstru

iones es el que se 
ono
e 
omoab initio, (Ver [Bal99]). La idea, a grandes rasgos, es tomar una 
lase que no es deamalgama
ión, en la no
ión habitual (es de
ir 
on la 
ontenen
ia usual de 
onjuntos)y restringir las subestru
turas, solo a aquellas que son auto su�
ientes, es de
ir,aquellas que respetan la no
ión de dimensión, de�nida líneas arriba.Sea L = {R} y R una rela
ión de grafo, es de
ir simétri
a y anti-re�exiva.Sea K la 
lase de grafos �nitos sin 
i
los. Esta 
lase no 
umple la propiedad deamalgama
ión:Tomemos los siguientes grafos �nitos:
• C0 = {a, b, d}, tal que R(a, b).
• C1 = {a, b, c, d}, tal que R(a, c) y R(c, d).
• C2 = {a, b, c, d, e}, tal que R(d, e), R(e, b) y R(b, a).Claramente C0, C1, C2 ∈ K y (C0, R) es sub-grafo de (C1, R) y (C2, R). Si la 
lasetuviera amalagama
ión enton
es existiría un grafo C ∈ K que amalgamaría C1 y C2sobre C0; pero C, sumergiría elementalmente 
ada uno de los grafos men
ionados,y por lo tanto 
umpliría R(a, c), R(c, d), R(d, e), R(e, b) y R(b, a), formando así un
i
lo. Luego C no podría pertene
er a la 
lase, teniendo en 
uenta que los grafos queestamos 
onsiderando no pueden tener 
i
los.

Figura 3.1: No amalgama
ión en la 
lase de grafos sin 
i
losPara poder solventar este problema, y volver nuestra 
lase de amalgama
ión, laidea es redu
ir las inmersiones a
eptables, es de
ir , restringir la no
ión de ser subes-tru
tura elemental a aquellos 
asos en los 
uales se respete la no
íón de dimensiónintrodu
ida por Hrushovski.
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es 
onsideramos de nuevo la 
lase K, solo que ahora ya no 
omparamossus elementos por “ ⊆ ”, sino por la rela
ión de ser subestru
tura autosu�
iente
“ ≤ ”, no
ión arriba de�nida. Como vimos previamente la 
lase de Hrushovskisiempre tiene amalgama
ión, enton
es nuestra 
lase de grafos �nitos sin 
i
los bajola rela
ión de auto-su�
ien
ia, (K,≤) sí tiene AP.Ahora revisemos porque en nuestro ejemplo fallaba amalgama
ión 
on la de�ni-
ión de sub estru
tura usual. Lo que o
urre es que en el 
aso 
itado, hablamos deamalgama
ión sobre C0, ya que éste es sub-grafo tanto de C1, 
omo de C2. En nuestronuevo 
ontexto, C0 no es auto-su�
iente en C1, veamos la razón de tal a�rma
ión:
• d0(C0) = 3− 1 = 2

• d(C0, C1) = min{d0(A) : C0 ⊆ A ⊆ C1}.
• Como C0 ⊆ C1 enton
es d(C0, C1) ≤ d0(C1).
• d0(C1) = 4− 3 = 1

• Por (1), (3) y (4) d0(C0) > d0(C1) ≥ d(C0, C1)En 
on
lusión C0 6= C1. Por lo tanto no tendría sentido amalgamar C1 y C2 sobre
C0 en (K,≤).Ahora sabemos, gra
ias a la teoría desarrollada por Hrushovski, que existe unaestru
tura 
ontable, saturada, fuertemente minimal, aso
iada a (K,≤), llamémosla
K que se 
omporta 
omo lo que llamaremos el límite de Hrushovski.Ya queK es 
ontable y su lenguaje será el mismo que el de la 
lase de Hrushovski,o sea R, podemos a�rmar que el grupo de automor�smos de K, Aut(K) es unsubgrupo 
errado del grupo pola
o SK (Ver 2.4.). En la siguiente se

ión haremosun análisis más detallado del 
omportamietno del grupo de automor�smos de laestru
tura genéri
a aso
iada a una 
onstru

ión de Hrushovski.3.4.2. Fusiones: algunos 
omentariosEn esta se

ión sólo haremos un breve 
omentario sobre las fusiones, otra apli-
a
ión de las 
onstru

iones de Hrushovski, men
ionando someramente en qué 
on-sisten y algunos ejemplos en los que se ha empleado.El estudio sobre las 
onstru

iones de Hrushovski ha permitido el des
ubrimien-to de diversas té
ni
as útiles en la genera
ión de nuevas estru
turas 
on algunas
ara
terísti
as espe
í�
as. Es el 
aso de el método de fusionar pre-geometrías so-bre lenguajes disyuntos 
on el objetivo de 
onstruir nuevos 
onjuntos fuertementeminimales. Algunos ejemplos son:
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onjuntos fuertemente minimales 
on la propiedadde multipli
idad de�nible (DMP, es de
ir el rango de Morley es de�nible enla teoría), en lenguajes disyuntos se pueden fusionar (amalgamar libremente)
on la predimensión:
δ(A,B) = RM1(A/B) +RM2(A/B)− |A \B|y luego ser 
olapsado a un 
onjunto fuertemente minimal.2. (Ziegler - [Zie07]) Dos teorías de rango de Morley �nito y de�nible 
on (DMP)pueden ser amlagamadas libremente 
on predimensión:

δ(A,B) = n1RM1(A/B) + n2RM2(A/B)− n.|A \B|donde n1RM1(T1) = n2RM2(T2) = n, y 
olapsar la fusión a una teoría derango de Morley n.3.4.3. El límite de Fraïssé, el de Hrushovski y sus automor�s-mosComo veíamos al 
omienzo de la se

ión, la no
ión de 
onstru

ión de Hrushovskiresulta 
omo una generaliza
ión de la estable
ida por Fraïssé. Enton
es, surge elinterrogante de si sobre una 
lase de Fraïssé, 
on una rela
ión ternaria que mepermita trabajar 
on la no
ión de dimensión hasta ahora trabajada, qué pasaría 
onsus límites, es de
ir qué rela
ión existiría entre el límite de Fraïssé y la estru
turagenéri
a aso
iada a la 
lase.Sea L un lenguaje �nito, rela
ional, 
on al menos un símbolo de rela
ión ternaria
R. Sea C una L-
lase de Fraïssé, pero que 
umpla las 
ondi
iones pedidas en 3,1.Ahora, si 
onsideramos la rela
ión de autosu�
ien
ia en C para interrela
ionar susestru
turas, sabemos por [Hru93] de la existen
ia de una úni
a estruturas genéri
a,salvo isomor�smo, que 
umple 
on las 
ondi
iones (1)−(3) de la se

ión 3.3. Enton
essea :

M1 = F lim(K) y M2 = Hlim(C)Ahora revisemos que M1
∼=M2.Para ver ésto, solo se debe usar la satura
ión deM2, de he
ho di
ha propiedad fueprobada por Hrushovski en [Hru93]. Y 
omo por las propiedades de la estru
tura ge-néri
a aso
iada a una 
lase de Hrushovski M2 es 
ontable, y Age(M2) ⊆ C, enton
es
omo 
ontable y saturada impli
a ultrahomogénea, sólo falta ver que Age(M2) ⊇ Cpara 
on
luir (usando subse

ión 1.1.) que M1

∼=M2. Por la forma en que se es
ogió
C, para todo B ∈ C, ∅ ≤ B y apli
ando las propiedades de la estru
tura genéri
a,existe una inmersión f : B → M2, tal que fB ≤ M2, luego B ∈ Age(M2). Enton
espor uni
idad del límite de Fraïssé garantizamos que los dos límites deben 
oin
idiry por lo tanto sus grupos de automor�smos también.
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lase de las rela
iones de equivalen
ia 
onuna sola 
lase). Enton
es F = F lim(EQ1) es 
laramente el grafo 
ompleto sobre un
onjunto 
ontable. Ahora si 
onsideramos la 
lase:
OK = K ∗ LO = {(A,≺) : A ∈ K y ≺ es LO en A}Enton
es F lim(OK) ∼= (Q, E,<) donde E es el grafo 
ompleto sobre Q. Pero

Aut(Q, E,<) = Aut(Q, <) y que en [AK76] se prueba que es grupo extremada-mente llevadero. Apli
ando lo anteriormente observado, obtenemos que la estruturagenéri
a aso
iada a (Q, E,<) es de nuevo (Q, <).Comentario Final: En el desarrollo de su trabajo, Hrushovski no trabajó solo 
onel 
on
epto de dimensión heredado de una rela
ión ternaria. De he
ho hizo éstopara Rk, rela
iones k- arias donde k = 3, 4, 5, .... De 
ada Ck, se toma una sub
lase
uya estrutura genéri
a sea fuertemente minimal. Di
ha sele

ión es la que se 
ono
e
omo 
olapso.A partir de la propuesta de Hrushovski, se han desprendido diversas propuestasde 
onstru

iones 
on diferentes pre-geometrías, pero que siempre bus
an preservarla no
ión de autosu�
ien
ia. A grandes rasgos, se puede de
ir que lo que se bus
apreservar en toda 
onstru

ión de Hurshovski, sin importar las modi�
a
iones quese le hayan implementado, es que A sea autosu�
iente en B, si la dimensión de todosub
onjunto de A 
on respe
to a B es la misma que 
on respe
to a B, es de
ir, quetoda la informa
ión importante para la dimensión que podría aportar B, ya estabaen A. Pero debido a la varia
ión de la dimensión, es muy posible, que a diferen
ia delo que o
urre 
on el límite de Fraïssé, las estru
turas genéri
as aso
iadas a diferentesno
iones de dimensión sobre una misma 
lase, no guarden rela
ión alguna.



CAPÍTULO 4
Grupos extremadamente llevaderos yConstru

iones de Hrushovski

Como pudimos ver en la se

ión 2, Ke
hris, Pestov y Todor
evi
 [AK76℄ demos-traron que el grupo de automor�smos del límite de Fraïssé de una Clase de Fraïsséde orden, es extremadamente llevadero. Ahora después de haber visto en la unidadanterior, las propiedades de las estru
turas de Hrushovski, y que en 
ierta formason una generaliza
ión de las de Fraïssé (bajo la rela
ión de orden “ ≤ ”), resultanatural preguntarse si el grupo de automor�smos de la estru
tura genéri
a aso
iadaa la 
onstru

ión (Ver 
apítulo 2) también es extremadamente llevadero.El objetivo de la presente se

ión es analizar y demostrar el resultado de [AK76℄pero en el 
ontexto de Hrushovski, enton
es ya no trabajaremos 
on la no
ión deser subestru
tura tradi
ional, sino 
on la 
ontenen
ia fuerte vista en el 
apítulopre
edente.Sea M la estru
tura genéri
a aso
iada a C, men
ionada en el 
apítulo anteriory G = Aut(M). Tenemos los siguientes resultados, análogos a los obtenidos porKe
hris, Pestov y Todor
evi
 (Ver 
ap.2 o [AK76℄), pero trabajando 
on la no
iónde 
ontenen
ia fuerte “ ≤ ”:Lema 3. Sea G el grupo de automor�smos de M y X un G-�ujo. Se tiene lasiguiente equivalen
ia:1. El G-�ujo X tiene un punto �jo.2. ∀n = 1, 2, ..., y f : X → Rn 
ontinua, ǫ > 0, SN1
∪SN2

....∪SNk

on Ni ≤

finito

M , i ∈ {1, ..., k}, existe x ∈ X, tal que |f(x)− f(g.x)| ≤ ǫ, ∀g ∈ (SN1
∪

SN2
.... ∪ SNk

) ∩G.Demostra
ión. “ =⇒ ” Ver lema 1 del 
apítulo 2.
“⇐= ” Fijemos f : X → Rn 
ontinua, ǫ > 0 y F = N1 ∪ ... ∪Nk. Se de�ne:39
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• Af,F,ǫ = {x ∈ X : ∀g ∈ F (|f(x)− f(g.x)| ≤ ǫ)} es 
errado.
• Para toda 
ole

ión �nita (fj, Fj , ǫj)

m
j=1, ∩mj=1Afj ,Fj ,ǫj 6= ∅:

F = ∪mi=1Fi es unión de SNi
, ǫ = min1≤i≤m{ǫi} > 0

f = (f1, ..., fm) : X → Rn1+...+nm 
ontinua.Por 2, ∅ 6= Af,F ,ǫ ⊆ ∩
m
j=1Afj ,Fj ,ǫj .

• ∩f,F,ǫAf,F,ǫ 6= ∅: Se dedu
e de lo anterior y 
ompa
idad de X .
• x ∈ ∩f,F,ǫAf,F,ǫ es punto �jo: Si no, existiría g ∈ G tal que g.x 6= x y se podríade�nir el siguiente automor�smo:

h : M → M

y →











gx si y = x

x si y = gx

y e.o.cClaramente h(x) 6= x y 
omo h �ja putualmente a M \ {x, gx} enton
es
h ∈ SN , para algún N ≤ M . Finalmente, de�nimos una fun
ión 
ontinua
f : X → R tal que f(x) = 1 y f(hx) = 0, enton
es x no pertene
ería a Af,N,1
(→←).Los resultados que vienen a 
ontinua
ión son, 
omo lo dijimos al ini
io, análogosa los obtenidos en [AK76℄, 
on unas pequeñas modi�
a
iones para ajustarlos alnuevo lenguaje, enton
es para 
uestiones de nota
ión, de�ni
iones, es
ogen
ia detopologías y demás se puede revisar el 
apítulo 2.Nota 4 (Desambiguación de “ ≤ ”). Se debe tener 
uidado 
on la interpreta
iónde ≤, ya que este símbolo se usará para denotar la rela
ión de ser sub-grupo ytambién para denotar la própiedad de ser auto-su�
iente (De�ni
ión 11, 
apítulo3). Enton
es para poder distinguir 
ada 
aso, se debe revisar el 
ontexto: si estamoshablando de grupos topológi
os o de subestru
turas �nitamente generadas.Siguiendo la idea del 
ap. 2, plantearemos la proposi
ión:Proposi
ión 5. Si G ≤ SM es un subgrupo 
errado, son equivalentes:1. G es extremadamente llevadero.2. Para todo G(F ) ≤ G (F ≤ M), para toda 
olora
ión c : G/GF → {1, ..., k}y para todo A ⊆ G/GF , existe g ∈ G y existe i 
on 1 ≤ i ≤ k tal que
c(g.a) = i, ∀a ∈ A
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iado anterior se requiere que el subgrupo sea 
erra-do, se ne
esita que G = Aut(M) sea subgrupo 
errado de SM . Pero 
omo vimosen el 
apítulo, los subgrupos 
errados de S∞ son, salvo isomorismo, los grupos deautomor�smos de estru
turas 
on universo N y lenguaje rela
ional (Se

ión 2.4),y debido a que SM es homeomorfo a S∞, tenemos un resultado análogo para los
errados de SM , luego G es subgrupo 
errado.
Demostración de la proposición 5. “ ⇐ ” Para esta dire

ión, basta ver que
{G(F ) : ∅ 6= F ≤ M} es una base lo
al de 1G (Ver nota 1, 
apítulo 2) y apli
ar laproposi
ión 1 (
ap.2, 1 ← 2) y 
omo di
e la nota, para veri�
ar que es base lo
al,es su�
iente revisar que la 
ole

ión de sub
onjuntos �nitos que son auto-su�
ientesen M es 
o�nal en [M ]<ω. Sea H ⊆fin M ; si H ≤ M terminamos, pero si no esasí, signi�
a que d0(H) > d(H,M), es de
ir, existe H1 sub
onjunto �nito de Mtal que H ⊆ H1 y d0(H1) = d(H,M) y 
omo d(H,M) ≤ d(H1,M) (por ser Hsub
onjunto de H1), enton
es d0(H1) ≤ d(H1,M) y por propiedades de d, se tienela otra desigualdad 
on
luyendo que H1 ≤M .
“ ⇒ ” Se sigue de la proposi
ión 1, 
ap.2, teniendo en 
uenta que F ≤ M impli
aque F ⊆fin M .En el 
apítulo 2 se introdujo la no
ión del G - tipo de un sub
onjunto �nitode N, y se 
onservará para los sub
onjuntos �nitos auto-su�
ientes de M (re
ordarque en M , se reemplazo la 
ontenen
ia tradi
ional por “ ≤ ”), es de
ir de�nimos
G.F = {gF : g ∈ G} donde F ≤M . Ahora de�nimos sobre los G - tipos, la siguienterela
ión de orden:

ρ ≤ σ (1)⇔ ∃F ∈ σ∃H ∈ ρ(H ≤ F )

(2)⇔ ∀F ∈ σ∃H ∈ ρ(H ≤ F )

(3)⇔ ∀H ∈ ρ∃F ∈ σ(H ≤ F )Como podemos obserar, ésta se deprende naturalmente de 2,1. La modi�
a
iónque debimos ha
er 
on respe
to al 
aso del 
apítulo 2 para que fun
ionara 
orre
ta-mente la de�ni
ión, 
onsistió en asumir que en este desarrolloG = Aut(M), mientrasque en el 
apítulo 2, G era un subgrupo 
errado arbitrario de SMNota 6. Veri�quemos que en efe
to las tres 
ondi
iones anteriores son equivalentes.Sea ρ = GH1, σ = GH2 y ρ ≤ σ

• (1 → 2) Sea F ∈ σ, enton
es F = gH1, para algún g ∈ G. Por (1), existe
g1H1 ∈ σ y g2H2 ∈ ρ, tal que g1H1 ≤ g2H2. Por propiedades de la rela
ión deautosu�
ien
ia3,3, gH1 ≤ gg−1

1 g2H2, y 
omo gg−1
1 g2 ∈ G, hemos terminado.

• (2 → 3) Sea H ∈ ρ, enton
es H = gH1, para algún g ∈ G. Por (2) y 
omo
H2 = 1GH2 ∈ σ, existe g1H1 ∈ ρ, tal que g1H1 ≤ H2. Por propiedades de la
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ión de autosu�
ien
ia3,3, gH1 ≤ gg−1
1 H2, y 
omo gg−1

1 ∈ G, se tiene laimpli
a
ión.
• (3→ 1) Trivial.En la nota 2 del 
apítulo 2, se pre
isaron no
iones rela
ionadas 
on XL y seintrodujo el signi�
ado de que un G-�ujo (G ≤ S∞), preserve un orden. La idea es,
omo ahora ya no trabajamos en N, sino en M , trasladar de manera natural estos
on
eptos a SM .De�ni
ión 15. : Sea G = Aut(M):
• Dados ρ ≤ σ G− tipos, y F ∈ σ, se de�ne:

(

F
ρ

)

= {H ≤ F : H ∈ ρ}

• Si ρ ≤ σ ≤ τ , G− tipos y k = 2, 3, ..., se di
e que
τ → (σ)ρksi ∀F ∈ τ y ∀c :

(

F
ρ

)

→ {1, ..., k}, ∃F0 ∈

(

F
σ

) homogéneo, i.e. ∀H ∈
(

F0

ρ

)

, c (H) = i, para algún i.
• G tiene la propiedad de Ramsey si ∀ρ ≤ σ, y ∀k = 2, 3, ..., existe un G− tipo
τ tal que σ ≤ τ y τ → (σ)ρk.Proposi
ión 6. Sea G = Aut(M). Son equivalentes:1. G es extremadamente llevadero.2. (a) ∀F ≤M tal que F 6= ∅, GF = G(F )(b) ∀ρ, σ G-tipos, 
on ρ ≤ σ, y toda 
olora
ión c : ρ → {1, ..., k}, existe

1 ≤ i ≤ k y F ∈ σ tal que c(F ′) = i, ∀F ′ ∈

(

F
ρ

)3. (a) G preserva un orden(b) Como en (2).Demostra
ión. (1)⇒ (3) y (3)⇒ (2) se dedu
en de la proposi
ión 3, 
apítulo 2.
(2)⇒ (1) La idea es probar el item 2 de la proposi
ión anterior. Sea V = G(F ) = GF ,
on F ≤ M , enton
es G/V se puede identi�
ar 
on ρ = G.F y sea c : ρ→ {1, ...k}y A ⊆ ρ, es de
ir A = {g1F, ..., gnF}. Se ha
e F0 =

⋃

A y por el quinto ítem de 3,3,
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gi ≤ F0, ∀i ∈ 1, ..., n. Sea σ = G.F0, y 
omo g1F ≤ F0, y F0 ∈ σ, enton
es ρ ≤ σy por hipótesis existe j ∈ {1, ...k} y F ∈ σ tal que c(F ′) = j, ∀F ′ ∈

(

F
ρ

); existe
g ∈ G, tal que F = gF0 y ya que giF ≤ F0, enton
es ggiF ≤ gF0 y por lo tanto
c(g.giF ) = j, ∀giF ∈ A. Por proposi
ión anterior, tenemos la propiedad.Proposi
ión 7. Sea G = Aut(M). Son equivalentes:1. G es extremadamente llevadero.2. (a) G preserva un orden.(b) G tiene la propiedad de Ramsey.Demostra
ión. (1)⇒ (2) Se tiene por la proposi
ión 3 del 
apítulo 2.
(2) ⇒ (1) La idea es veri�
ar el item b de las 
ondi
iones 2 y 3, de la proposi
ión6. Sean ρ ≤ σ y c : ρ → {1, ..., k}. Por Ramsey, ∃τ ≥ σ, t.q. τ → (σ)ρk y τ = G.F
on F ≤ M . Luego c indu
e c′ : ( F

ρ

)

→ {1, ..., k}, i.e. c′ = c ↾

(

F
ρ

) y porRamsey, existe F0 ∈

(

F
σ

) tal que c′ es mono
romáti
o sobre (

F0

ρ

). Como
F0 ∈ σ enton
es queda 
omprobada la propiedad.De�ni
ión 16. Sea L un lenguaje 
on un símbolo de rela
ión binaria <. Una es-tru
tura de orden para L es una estru
tura A de L en la 
ual <A es un orden lineal.Si K es una 
lase de estru
turas de L, se di
e que K es una 
lase de orden si todassus estru
turas son de orden.Como se ha visto en el desarrollo de esta se

ión, siguiendo el esquema de de-mostra
ión utilizado por Ke
hris, Pestov y Todor
evi
 en la se

ión 4 de [Hru93℄, sehan podido estable
er los diferentes resultados tradu
idos al lenguaje empleado porHrushovski en sus 
onstru

iones, para poder llegar �nalmente a la 
on
lusión del
apítulo, y por tanto el objetivo de la misma:Teorema 3. Sea C una 
lase de Hrushovski de orden que 
umple la propiedad deRamsey y M la estru
tura genéri
a aso
iada. Enton
es Aut(M) es extremadamentellevadero.Demostra
ión. Por la forma en que se 
onstruyó la estru
tura genéri
a M (Ver3.3., del 
apítulo 3), y ya que la 
lase es de orden, enton
es M es una estru
turade orden lo
almente �nita. Lo anterior impli
a que G preserva un orden y 
omonotamos arriba el G-tipo de algún F ≤M es la 
ole

ión de todas las subestru
turasautosu�
ientes de M que son isomorfas a F , es de
ir G.F =

(

M
F

). No es difí
ilveri�
ar que el he
ho de que C sea una 
lase de orden que 
umple la propiedad deRamsey, impli
a que su grupo de automor�smos también la tiene.



APÉNDICE A
Cara
teriza
ión de Lynn S
ow para lasteorías NIP

En el 
apítulo 2, men
ionamos que la a�rma
ión 3 del teorema prin
ipal, es unresultado demostrado y utilizado por Lynn S
ow para probar una 
ara
teriza
ión delas teorías NIP en términos de los indis
ernibles generalizados (Ver 
ap.2 ó [L.S09]).El objetivo de S
ow radi
aba en en
ontrar una equivalen
ia similar a la ya exis-tente para teorías estables: Una teoría es estable si y sólo si en todo modelo de di
hateoría una su
esión de indis
ernibles es 
onjunto indis
ernible. Enton
es el teoremademostrado por S
ow es:Teorema 4 (Cara
teriza
ión de NIP). Son equivalentes:1. Una teoría T tiene NIP.2. Para todo qf-débilmente saturado grafo indis
ernible en un modelo de T es unasu
esión de indis
ernibles.Re
ordemos que un qf-débilmente saturado grafo indis
ernible, es un I-indis
ernible,para I |= Tg, I modelo qf-débilmente saturado. El lenguaje, nota
iones y 
ontextomodelo teóri
o 
on los 
uales estamos trabajando son los mismos de la se

ión 2 del
apítulo 2, (Ver 2.2).Para la demostra
ión del teorema se utilizan dos lemas, que indi
aremos a 
on-tinua
ión:Lema 4 (⇐). Si T tiene IP enton
es existe un qf-débilmente saturado grafo orde-nado indis
ernible en un modelo de T , que no es su
esión indis
ernible.Demostra
ión. SeaM |= T ,M ℵ0 - saturado. Por Shelah - Laskowski (Ver Lema 2.2de [ML]), existe φ(x, y) que “
odi�
a grafos” es de
ir, para todo (G,R) grafo, existe44
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MG |= T tal que {c̄g : g ∈ G} ⊆MG tal que ∀g, h ∈ G, MG |= φ(c̄g, c̄h)⇐⇒ R(g, h).Sea G ⊆M ×M las realiza
iones de φ en M y R el grafo aleatorio ordenado. Como
M es saturado y por 
ompa
idad, existe A ⊆M 
ontable tal que:

R ↾R∼=f (A,G ↾A×A)Enton
es A = (ag : f(g) = a) (A es indexado por R). Por el 
orolario 1 del 
apítulo2, para I = R, I− indis
ernibles tienen la propiedad de modela
ión. Luego existe
{bg : g ∈ R} I− indis
ernible basado sobre los ag. Ahora veamos que los bg NO sonsu
esión de indis
ernibles.Lema 5. M |= φ(bg, bh)⇐⇒R |= R(g, h).Demostra
ión. Ver [L.S09], Lema 4.3.Por propiedades de grafo ordenado aleatorio, existen i1, i2, j1, j2 ∈ R tal que:1. i1 < i2, i1Ri2 ⇐⇒ M |= φ(bi1 , bi2)2. j1 < j2, ¬j1Rj2 ⇐⇒ M |= ¬φ(bj1 , bj2)luego {bg : g ∈ R} no es su
esión de indis
ernibles.En la prueba anterior, se pudo eviden
iar de qué forma Lynn S
ow utilizó la
ara
teriza
ión de 
lases de Ramsey en términos de la propiedad de modela
ión(enun
iada en el teorema prin
ipal del 
apítulo 2), para 
omprobar su teorema ob-jetivo. A 
ontinua
ión está la otra dire

ión del resultado de S
ow, pero ya que enesta parte no se utiliza el resultado rela
ionado 
on 
lases de Ramsey (tema que noso
upa en el presente es
rito), la prueba no se hará tan detalladamente.Lema 6 (⇒). Si algún qf-débilmente saturado grafo ordenado indis
ernible en unmodelo de T NO es su
esión indis
ernible enton
es T tiene IP.Demostra
ión. Sea (āi : i ∈ I) I− indis
ernible en M que no es su
esión indis
erni-ble. Tomando una extensión elemental, asumimosM ℵ0− saturado. Por estiramientode I-indis
ernibles, se puede asumir que la su
esión dada es R− indis
ernible (Lema3.26, [L.S09]), tal que ∀n ∈ ω, y algún η qf-tipo 
ompleto realizado en I, pηn(R) =
pηn(I), donde pηn = {ψ(x1, ..., xn) : i1 < ... < in, (i1, ..., in) |= η(v1, ..., vn), āī |= ψ}.Como la ini
ial no es su
esión de indis
ernibles, así o
urre 
on la nueva, enton
esexisten ī, j̄, tal que:











i1 < ... < in

y

j1 < .... < jn

pero ∃θ L− fla t.q.











M |= ¬θ
(

b̄j̄
)

y

M |= θ
(

b̄̄i
)
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ha θ(x; ȳ) es la fórmula que tiene la propiedad de independen
ia; para podereviden
iar que en realidad ésta es la fórmula bus
ada, se deben demostrar una seriede resultados que se en
uentran desarrollados en el artí
ulo de S
ow (Ver [L.S09],Lema 4.4).



Interrogantes y Trabajo Futuro
Durante el desarrollo de esta tesis, se presentaron diferentes di�
ultades y 
ues-tionamientos, mu
hos pudieron ser solventados, mientras que otros, que ofre
en unamayor di�
ultad, quedaron pendientes y seguirán siendo trabajados más adelante.Algunas de las 
uestiones men
ionadas son:1. En lo referente a teoría de nudos fueron varios los interrogantes y 
ompli
a-
iones que se presentaron:(a) ¾Es posible en
ontrar un lenguaje de primer orden de tal forma que sepueda visualizar la 
lase de los enla
es 
omo una 
lase de Fraïssé y 
adaenla
e 
omo una L-estru
tura?. De ser así, ¾qué tipo de objeto seríael límite de Fraïssé de esta 
lase?, ¾qué tipo de topología tendría?. Ladis
usión de estos interrogantes, permitió la explora
ión de diferentessugeren
ias he
has por Andrés Villave
es y Julien Melleray.

• Se puede abordar el problema de los enla
es desde un punto de vistamás 
ategóri
o, y al pare
er en este entorno sería más fá
il trabajar
on la 
lase. Sin embargo, así se pudiera garantizar la existen
ia deun objeto límite, no sería muy 
laro la forma y propiedades que éstetendría.
• Si se puede garantizar que el número de tipos de isomor�smos de losnudos es a lo más 
ontable, sería viable pensar en la 
odi�
a
ión dela teoría de los nudos, mediante un lenguaje de primer orden, asig-nando símbolos diferentes a 
ada uno de los nudos y enla
es. De estaforma estaríamos olvidando temporalmente la estru
tura de objetostopológi
os (para evitar el problema de la topología sobre el límite)y redu
irnos a trabajar 
on la parte netamente de 
ombinatoria de
onjuntos de la 
lase en 
uestión. En un primer momento ésta pare-
e ser una solu
ión ade
uada, pero debe ser explorada 
on 
uidado,sobre todo en lo rela
ionado 
on el 
onteo y la 
odi�
a
ión de losdiferentes tipos de isomor�smo de los nudos.
• Tratar de 
onstruir un lenguaje y una teoría para la 
lase de losenla
es, pero en lógi
a 
ontinua, teniendo en 
uenta que los espa
ios47
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h ya han sido modelados allí, enton
es podríaser interesante explorar esta 
lase desde di
ha Lógi
a.2. ¾Es posible en
ontrar resultados de dinámi
as topológi
as similares a las des-
ritas por Pestov, Todor
evi
 y Ke
hris en [AK76], pero equivalentes a unresultado de Ramsey in�nito? en este punto se han he
ho varias dis
usiones yaunque aún no se ha podido responder, se han logrado aproxima
iones, sobretodo a lo rela
ionado 
on qué signi�
a una versión de Ramsey in�nitaria. Esel 
aso de el siguiente resultado debido a Galvin-Prikry ([F.G73]):
N→⋆ (N

N
l )donde ⋆ denota una restri

ión sobre las 
olora
iones 
onsideradas, por ejmplo,si tomamos solo las 
olora
iones borelianas.3. Durante el trabajo realizado 
on las 
lases de Hrushovski en la última se

ión,de�nimos sobre ellas una rela
ión de orden sobre sus G− órbitas de sus subes-tru
turas autosu�
ientes, donde G = Aut(M) y M la estru
tura aso
iada.Para que esta rela
ión 
onservara las propiedades que tenía sobre todas lasórbitas, fue ne
esario trabajar 
on G = Aut(M), mientras que en el plantea-miento general se tiene G ≤cerrado SM , 2,1. Por esta razón la 
ara
teriza
iónde ser grupo extremadamente llevadero sola la pudimos ha
er para el grupo deautomor�smos de M . Enton
es la pregunta sería, si es posible en
ontrar otroorden sobre las órbitas de las estru
turas auto-su�
ientes, que permitiera una
ara
teriza
ión de los grupos extremadamente llevaderos, mediante estru
tu-ras genéri
as 
uyo grupo de automor�smos 
oin
ida exa
tamente 
on el grupoexplorado. Pero para poder realizar ésto, es ne
esario bus
ar una nueva rela-
ión de órden sobre las órbitas, la 
ual si se pueda apli
ar para 
ualquier grupo
errado de SM .
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