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Introduccion

Este trabajo es una observacién detallada de algunas de las aplicaciones
mas importantes de los Pares de Vaught, a la luz de las recientes herramientas
descubiertas para la clasificacién de estructuras; intentamos no solamente
describir los trabajos existentes en este tema sino también buscar una manera
de aportar conexiones entre los mismos, y presentarlos de manera actualizada,
que permita conexiones con los trabajos mas recientes en teoria de modelos.

Iniciamos con una descripcién detallada de la prueba de Baldwin-Lachlan
del teorema de Morley, alli 1a no existencia de Pares de Vaught permite probar
que todo modelo de la teoria es primo sobre cierto subconjunto no algebraico
y definible, lo cual es fundamental para construir el isomorfismo entre dos
modelos de 7" del mismo cardinal.

El segundo capitulo describe algunas de las herramientas modelo-teori-
cas fundamentales desarrolladas para clases elementales abstractas uno de
los contextos méas trabajos en la actualidad en teoria de modelos. Ademés
alli también presentamos el trabajo de Rami Grossberg y Monica VanDieren
sobre categoricidad en clases elementales abstractas ddciles. Ellos prueban
que bajo hipdtesis de amalgamacion se tiene un teorema de transferencia de
categoricidad ‘hacia arriba’, que junto con los trabajos de Shelah permite
tener una version del teorema de Morley; vale la pena recalcar que es el
primero de este género en clases tan generales. En este contexto la idea es
encontrar una cierta clase de tipos de Galois que permita transferir pares de
Vaught hacia abajo y asi contradecir un teorema de Shelah que dice que bajo
categoricidad en A™ no hay pares de Vaught por debajo de .

El tercer capitulo es una presentacién de un contexto que en el lti-
mo tiempo ha sido de interes en teoria de modelos, CATS (Compact Ab-
stract Theories), presentamos las herramientas bésicas para su estudio, y
proponemos una nocién de Par de Vaught, lanzando algunas preguntas conc-
retas sobre sus posibles aplicaciones para trabajar el problema del ntimero
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de modelos en este contexto, de una manera similar a como se trabajo en los
capitulos 1y 2.



Capitulo 1

Caracterizacion de las teorias
w-estables categodricas

El objetivo fundamental de este capitulo es describir una de las aplica-
ciones de los pares de Vaught: la prueba de Baldwin-Lachlan del teorema de
Morley. Podriamos decir que histéricamente esta es una de las aplicaciones
mas importantes, pues la apariciéon de esta prueba puede marcarse como el
inicio de lo que hoy se conoce como la teoria de modelos geométrica. Es-
ta teoria ha encontrado importantes aplicaciones en otros contextos de la
matematica, como la teoria de niimeros y la geometria algebraica.

Aqui vamos a desarrollar todas las herramientas necesarias para probar
el siguiente:

Teorema 1.1. Sea T una teoria contable, lo siguiente es equivalente:
1. T es categorica en algin X\ > w.
2. T es categorica en todo A > w.
3. T no tiene pares de Vaught.

2 = 1 es trivial. En la siguiente secciéon vamos a probar 1 = 3 y en las
secciones 4 y 5 estudiaremos la prueba de 3 = 1. Para todo este capitulo la
teoria T' sera contable.
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1.1. Modelos de Ehrenfeucht-Mostowski, In-
discernibles y Estabilidad

Definicién 1.2. Sea 7 un lenguaje, M una 7-estructura e (I, <) un conjunto
linealmente ordenado. Supongamos A C |M| y J = (a;:i € 1) C |M|, donde
[(a;) =n < w para todo i € I. J es llamado una secuencia de indiscernibles

sobre a en M si para cualquier m € w, 11 < iy < ... < iy €1 yj1 < Jo <
.o < Jm, S€ tiene que:

tp(aiy, - .., a, [A, M) =tp(aj,,...,a,,, /A M)
Cuando A = & lo omitimos en la escritura.

Teorema 1.3. Si T tiene un modelo infinito entonces para cualquier conjunto
linealmente ordenado (I, <) y cualquier entero positivo | existe My =T tal
que existe una secuencia de indiscernibles (a; : i € I) C |M| con l(a;) =1
para todo i € 1.

Demostracion. Sea {c¢; : i € I} un conjunto de [-tuplas de nuevas constantes.
Es suficiente probar que la siguiente teoria es consistente:

I = TU{Ci 7£ Cj}|i #j}u{(p(cil7"‘7cin) A QD(le,...,Cjn”
n<wi <...<i, €l,ji1<...<j,€l,p)eL(T)}
Para esto es necesario un lema:

Lema 1.4. Sea L' = L|J{c, : n < w} donde ¢, son nuevas constantes. Sea
T una teoria en L con modelos infinitos. Entonces el siguiente conjunto T’
de sentencias de L' es consistente:

T/ = TU{CZ # C]}|Z %]}U{SO(C71177CZ7L) A w(qjl""’cjn)

n<w i < ... <ipj1 <...<jn,e(x)e L(T)}.

Demostracion. Sea M un modelo infinito de 7', y sea I un subconjunto nu-
merable de M. I = {i,|n < w}. Afirmamos que:

Dado cualquier subconjunto finito A de T”, existe un subconjunto infinito
Ja de I tal que para cualquier subconjunto infinito

Jo<ji<...<jn<...
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de Ja, la expansion (M, j,)n<w satisface A. Procedemos por induccién en el
cardinal de A. Denotamos por n el cardinal de A.

Para n = 0; La teoria T tiene un modelo infinito. Entonces la afirmacién
se tiene en este caso, tome Jy = I.

Para n > 0; supongamos que

A =AgU{p(x1,...,2,)}

Notese que |A] < |Ag| + 1.
Definimos para ky < ... < k,, € Ja

Pl k) = {0 si M= ok ... ko)

1 en otro caso
Esta funcién nos dd una coloraciéon de [Ja]™. Por el teorema de Ramsey
(Nog — (Ng)%.) existe un subconjunto infinito K C Ja tal que F([K]™) =0
6 F([K]™) = 1. Sea ahora ky < k; < ... < k, < ... un subconjunto infinito
de K. Es claro que la expansién (M, k,),<. satisface

SO(CSN cee JCSm) — @(Ctla s 7Ctm)7
con 51 < ... < S, vt < ... < t,. Ademds este modelo satisface A.
Esto completa la induccion. Ademads la afirmacién implica la consistencia
de T". O

Por compacidad podemos afirmar que la teoria 77 es consistente lo que
prueba el teorema. O

Definicién 1.5. Sea T' una teoria de primer orden.
T tiene funciones de Skolem si y solo si para cualquier p(x;y) € Fml(L(T))
eziste un simbolo de funcion F,(y) tal que

T = Vy[Hz(e(z;y) — o(Fu(y); )]
F,(y) es llamada funcion de Skolem para p(x;vy).

Hecho 1.6. Para cualquier teoria consistente T existe un lenguaje L' D
L(T) de cardinal < |L(T)| + o y una teoria T** O T en L' tal que T**
tiene funciones de Skolem. Ademds T** es modelo completa, y para cualquier
modelo de T existe una expansion a un modelo de T*".
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Definicién 1.7. Sea M |= T, T tiene funciones de Skolem I C |M| definimos
EM(I) como la clausura de Skolem (el minimo modelo de T que contiene a
I y estd contenido en M) generada por I

Definicién 1.8. Sea M una L-estructura y sea A > |L| + Ny. Decimos que
M es estable en A (A-estable) si y solo si se tiene que

|A] < X\ = |SY(A, M)| < A para todo A C |M)|

Teorema 1.9. Sea o un ordinal, suponga que T tiene funciones de Skolem
el ={a;:i < a} esuna secuencia de indiscernibles (ordenada por € en ).

El modelo M = EM (I) es A-estable para cualquier A > |L| + R
Demostracion. ver [CK] O

Teorema 1.10. Sea T una teoria. SiT es categdrica en algin X > |L(T)|+R
entonces T es estable en cualquier p > |L(T)| + Ng tal que p < A

Demostracion. Como T es categorica T' debe ser completa. Supongamos que
T no es estable en p. Debe existir entonces A tal que |S(A)| > ut y |A| = p.

Existe M | T de cardinal X tal que M D Ay |S(A, M)| > p*. Por el
hecho (1.6) podemos extender T' a T** con funciones de Skolem de cardinal
|L(T)| + Ng. Ahora por el hecho (1.6) existe un modelo M** = T** que es
generado por una secuencia de indiscernibles I = {a;]i < A}, este modelo es
EM(I). Como T es categdrica en \ se tiene que el modelo EM (I) | L(T) es
isomorfo a M pero esto contradice el hecho de que EM (1) es estable. ]

1.2. Nj-estabilidad y formulas fuertemente mi-
nimales

Hecho 1.11. Sea T wuna teoria contable. Si T es categorica en A > N,
entonces T es categorica en Ny y el modelo de cardinal X, es saturado.

Demostracion. Ver [CK] o [Grl] O

Lema 1.12. (No ezistencia de pares de Vaught) Sean M, N = T tales que
M < N, M # N, y eziste a € |M|, tal que ¢(M; a) es infinito para alguna
formula ¢, entonces ¢(M; a) # ¢(N; a)
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Demostracion. Supongamos que no, sea (M, N') un par de Vaught atestigua-
do por ¢(x,y) y a € M, entonces ¢(M;a) es infinito y ¢(M;a) = ¢(N;a),
vamos a probar que podemos suponer que M y NN son contables.

Sea M* := (|N|,|M|, F, R,c,a)p,pccr(r), €s decir el modelo N con un
predicado unario adicional cuya interpretacién es |M|, y una tupla finita de
constantes interpretadas por a.

Sea T* :=Th(M*). T* tiene las siguientes propiedades:

1. TC T
2. Vz[p(x;a) — x € [M|] € T (porque ¢(M;a) = ¢(N;a)

3. Para cualquier férmula Jyp(y;x) € L(T) se tiene que Vz[z € |M| A
Jye(y; x) — Iz[z € |[M| A p(z;2)]] € T* ( porque M < N)

4. Zofe ¢ |M]] € T* (porque [M] S |N])

por LS existe N = T* contable; el reducto correspondiente y la inter-
pretacién del predicado unario en N’ son los modelos requeridos. Ademas
tambien podemos suponer que M y N son saturados.

Lema 1.13. Podemos suponer M y N saturados.

Demostracion. sea a € |[N|\|M| construimos una cadenas crecientes elemen-
tales {N!|n < w,l = 0,1} tal que:

1. M =N N =N,

2. Cualquier N!-tipo sobre A es realizado en N!_; para cualquier A C |N,,|
finito.

3. a€|NH\|NY.

Como T es Ng-estable entonces para cualquier A contable S(A) es contable,
esto implica que B = |J AC jimitoNL S (A) es contable. Entonces fijamos una
enumeracion para B, digamos {py, ...}, sea L' = L|{J{c, : n < w} y sea T,
la siguiente teoria

7| J{pileil} | {e € M}

Ahora, no es dificil ver que esta teoria tiene modelo (compacidad). Tomamos
un modelo contable de T, que contenga a NN, este modelo justifica que la
construccién es posible, es facil ver que | J N! es saturado con las condiciones
requeridas. O
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Para culminar la prueba definimos por inducciéon en o < w; definimos
{N, = T} cadena creciente (estrictamente) y continua tal que

1. No=M
2. N, es un modelo contable y saturado de T
3. ©(No;a) = p(Ngy;a) para todo a.

Cuando « es limite claramente la unién satisface las condiciones. Ahora si
a = 8+ 1; como Ng es saturado debe ser isomorfo a M sea G : Ng = M
entonces sea IV, la preimagen de N bajo una extensién de G. Ahora sea
N* = Uyecw, Na se tiene que [p(N*5a)| = [¢(N;a)| = .

Consideramos el conjunto de férmulas p = {p(z;a) Az # blb € p(N*;a)}
como ¢(z;a) es no algebraico se tiene que p es consistente, ademds N* omite
p, esto quiere decir que N* no es saturado, pues el conjunto de parametros
de p es contable y [|[N*|| = N;. Esto contradice la ¥;-categoricidad. O

Definicién 1.14. 1. Sea p un conjunto de formulas en finitas variables
z. p es llamado algebraico si y solo si |p((C))| < Ny donde

p(€) ={ce:ckp}

2. Una formula o(x; a) es llamada formula algebraica si y solo si {p(x;a)}
es un tipo algebraico.

Definicién 1.15. Sea p(z;a) una formula, p(z;a) es llamada formula fuerte-
mente minimal (o el conjunto definido por p(z;a) es llamado conjunto fuerte-
mente minimal) si y solo si:

1. @(x;a) es no algebraico.

2. Para cualquier formula ¢(x; z) y cualquier b se tiene que p(xz;a)Ap(x;b)
es algebraico ¢ p(x;a) A —¢(x;b) es algebraico.

Sea p un tipo en finitas variables. p es minimal si es no algebraico y para
cualquier ¢(z;a) donde x son las variables de p se satiface alguna de las
condiciones siguientes:

1. [e:elpU{o(z;a)}}] <R
2. He:empU{-o(z;a)}}] <Rl
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Teorema 1.16. (Ezistencia de conjuntos fuertemente minimales) Sea T' Ro-
estable. Para cualquier o(z;y) € L(T), y cualquier a € |€| tal que p(z;a)
es no algebraica existe a* € (C) y una formula ¢*(z; z) tal que ¢*(x;a*) es
fuertemente minimal y p*(x;a*) - ¢(x;a).

Demostracion. Supongamos que no. Entonces sea o(z;y) € L(T) tal que
para cualquier a €'® |(C)| si p(r;a) es no algebraica entonces no tiene
extensiones fuertemente minimales. Esto implica que existe ¢(z;b) tal que
o(x;a) A d(z;b) v o(x;a) A —¢(x;b) son no algebraicas. Ademés no pueden
tener extensiones fuertemente minimales. Para poder continuar necesitamos
un lema.

Lema 1.17. Para cualquier n € “> 2 existe un tipo finito p, en = con
pardmetros de M con las siquientes propiedades:

1. v<n=p, Cp,

2. n €Y 2= p, es no algebraico y no existe p*(x;a*) - p, fuertemente
minimal.

3. para cualquier n < w y cualquier n € ™ 2 existe ¢, (x;by) € pyro tal que
¢y, (3 by) € Pyra.

Demostracion. Definimos por induccién en [(n):

Para l(n) = 0 sea p, = {¢(z;a)}.

Supongamos que p, es un tipo finito en = con pardmetros de M. Por
la parte (2) de la hipétesis de induccién ¢*(z;a*) = A p, no es fuertemente
minimal. Sea b, (en el modelo monstruo) y ¢(z; 2,)) que testifica esto, es decir:

O (z;a") A p(x;by) v @ (x;0") A =, (x; by) son no algebraicas.

Sea pp0 = p, U{¢y(2;0y)} v py1 = py U{=¢y(x:by)}: Es claro que se
satisfacen las condiciones requeridas. O

Sea A = |J,,c w>o Dom(p,). Ahora para n € “ 2 definimos p, = U, Pnn-
Los p, son tipos sobre A, y de la condicién (3) se tiene que n # v = p, #
P, pero entonces |S'®)(A)| = 2% 1o cual es una contradiccién con la Rg-
estabilidad de 7. O

Definicién 1.18. Sea A un conjunto dado. La clausura algebraica de A,
acl(A) es el conjunto {c: tp(c/A) es algebraico }



14 CAPITULO 1. TEORIAS w-ESTABLES CATEGORICAS

Esta definicién de clausura algebraica es equivalente a la siguiente acl(A) =
{c: existe a € A y existe una férmula algebraica ¢(z;a) tal que € = p[c;a]}.
Para probar esto se puede usar compacidad y considerar la siguiente teoria
T={ci#cj:i#j<wlU{dla]:i<w, o(x) € tp(c/A)}. Esta definicién
que hemos dado de clausura algebraica es una generalizacion razonable de la
clausura algebraica en teoria de cuerpos. Vamos a probar que en efecto tiene
muchas de las propiedades de dicha clausura.

Lema 1.19. (Transitividad de la clausura algebraica) Sean X yY subconjun-
tos del modelo € ya € €. Sia € acl(X) y X Cacl(Y) entonces a € acl(Y).

Demostracion. Sean by, ..., b, € X y una férmula ¢(x;y1, - ,y,) tal que
a € o(&; by, ,b,) vy este conjunto es finito. Ahora como X C acl(Y) para
k<mnseacy €Y'y or(yr; zx) tal que broy(€; ¢x) v estos conjuntos son finitos.
Seam = |o(&; by, -+ ,b,)|. Sea *(x;cq,- -+, ¢,) la férmula siguiente:
I3l Apn Oy 2 Bice) A @iy yn) A T"xp(@391, ..., yn)]. Esta
férmula permite asegurar que a € acl(Y). ]

Lema 1.20. Sea p un tipo minimal. Para cualquier conjunto A existe un
unico tipo q € S(A) tal que p U q es no algebraico.

Demostracion. Existencia:

Sea P = {p U ¢|¢ es un conjunto de férmulas con pardmetros de Ay
variables de p tal que p U ¢ es no algebraico}. Obviamente P # () y es
parcialmente ordenado por C. Usando el lema de Zorn es suficiente probar
que:

Hecho 1.21. Cualquier cadena en (P, C) tiene una cota superior.

Demostracion. Sea C' C P una cadena. Es suficiente probar que | JC € P.
Sea C* = {¢|3S € Cl¢p = S — P]}. Vamos a probar que p* = p U (|JC*)
es un elemento de P. Suponga que p* es algebraico. Existe un subconjunto
finito py de |JC* tal que p U py F p*. Es decir p U py es algebraico. Sea
G0y, Pn1 € C* tal que pg C (J{ok|k < n}. Como C* es una cadena
podemos asumir que ¢ € ¢; C ... C ¢, 1. Entonces py C ¢,_1. Como
pUd,_1 FpUpy F p* tenemos que p U ¢, es algebraico, lo cual es una
contradiccion con el hecho de que pU ¢,,_; € P. ]

Unicidad:
Supongamos que existe q; # ¢o tales que p U ¢; es no algebraico. Como
los tipos son distintos existe una férmula ¢(x;y) y una tupla a € A tal
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que ¢(z;a) € q1 y ~p(x;a) € go. Como p U ¢ son no algebraicos tenemos
en particular que p U {¢(z;a)} v p U {—¢(z;a)} son no algebraicos lo cual
contradice la suposicion de que p es fuertemente minimal. O

Corolario 1.22. Sea ¢(x;b) fuertemente minimal. Para cualquier A O b
existe un unico tipo no algebraico p € S(A) conteniendo p(x;b).

Corolario 1.23. Sea ¢(x;b) fuertemente minimal. Para cualquier A D by
cualquier c,d no algebraicos sobre A tal que

tp(c/A) =tp(d/A) D p(z : b)
existe una funcion elemental F' tal que F' [ A =1ids y F(c) =d.

La razon por la cual introducimos los conjuntos fuertemente minimales
es que la anterior nocién define una operacién de clausura que resulta siendo
una pregeometria. Una pregeometria es una generalizacion de la clausura
algebraica (como ya se habia dicho) y de la clausura lineal simultaneamente.

Teorema 1.24. (Existe una pregeometria en conjuntos fuertemente mini-
males) Sea (x;a) una formula fuertemente minimal, sea D = ¢(&€;a)U{a}.
Para cualquier X C D sea cl(X) = acl(X Ua) N D. bajo las suposiciones
anteriores (D, cl) es una pregeometria, es decir:

1. X Cd(X).

2. Cardcter finito: para cualquier a € cl(X) existe un subconjunto finito
Xo de X tal que a € cl(Xy).

3. c(.) es transitivo.

4. Intercambio: Para todo c,b € D y cualquier X C D sic ¢ cl(X) pero
c € (X U{b}) entonces b € cl(X U{c})

Demostracion. Solo la ultima parte es no trivial. Si se expande el lenguaje
con constantes interpretando los elementos de X U {a} es suficiente probar
que ¢ € acl(b)\ acl() entonces b € acl(c). Supongamos que existen cy b € D
tal que ¢ € acl(b) \ acl(D) y ¢ ¢ acl(c). Como ¢ € acl(b) existe una férmula
¢(z;y) y un entero positivo n tal que € = ¢[c; b] A F'yoly; b]. Ademds como
b ¢ acl(c) la formula ¢(c; z) A I"yp(y; 2) es no algebraica.
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Hecho 1.25. Existe Sy C D finito tal que
Ve D\ Sy = €= ole; ] ATyo(y; V).

Demostracion. Supongamos que no existe un Sy finito con la propiedad
enunciada. Como D es fuertemente minimal el conjunto {0/ € D : € |
Ple; b'] A T="ydly; U]} es finito esto es porque Sy es infinito, sea [ su cardinal.
Claramente

k3w, FaVal[\ @i # 2 A N\ plaisa)] = 6le; ) A T="yo(y; )]

i<j i<l

Ne(z;a) = ¢(c; ) Ayd(y; o) — \ 2 = 2],

Como b € ¢(€;a) la férmula p(x;a) — ¢(c;x) A F"yP(y; x) es una férmula
algebraica realizada por b lo cual contradice que b ¢ acl(c) O

Ahorasea k = [Sp|. Por como se eligié Sy se tiene que € = Joy ... JogVz[\ ;o 2 #

v A p(z;0) — ¢(c; i) A F'ydly, o).
Como ¢ ¢ acl(D) la siguiente férmula

x(w) =3z ... Ela:k‘v’z[/\ z# x; Np(z;a) — o(c; ) AN Fyd(y, x)]

i<k

es no algebraica . Sean cy, ..., ¢, elementos distintos de x(€). Como para
cualquier i < n, € = @[¢;] debe existir entonces un subconjunto finito S; € D
tal que
Ve D\ Sy =&k N\ ¢lei; ] ATy (y; b)
i<n

lo cual resulta siendo una contradiccidn. O

1.3. Rangos y modelos primos

Para la prueba de Baldwin-Lachlan vamos a trabajar con un rango difer-
ente al original rango de Morley. Este es el rango R[p, L, 2].Tiene la posibili-
dad de generalizaciones en algunas clases no elementales.

Definicién 1.26. Sea p un conjunto de formulas en x. Por induccion defin-
imos para cualquier ordinal o cuando la relacion R[p] > « se tiene.
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Rlp| > 0 si y solo si p es consistente

Rlp] > a+1 si y solo si para cualquier ¢ C p finito existe una formula
¢(z;y) y b € € tal que RlgJ d(x;0)] = a y RlgU~¢(2;0)] = a.

Para « limite, se tiene R[p] > « si y solo si R[p] > (8 para todo 5 < «.

Definicién 1.27. Sea p un conjunto de formulas en x.

Si p es inconsistente decimos que Rlp| = —

Si existe algin ordinal B tal que R[p] < [ decimos que R[p] = a cuando
R[p| > a y R[p| > a+1 falle.

Si para cualquier ordinal 3 tenemos R[p] > [ entonces R[p] = oo.

Definicién 1.28. Sea x una secuencia finita de variables. Para conjuntos de
x-formulas p y q, decimos p = q si para cualquier a € |€'®). Si a realiza p
entonces a realiza q.

Lema 1.29. (Monotonia). Suponga que p y q son conjuntos de formulas con
variables libres de la secuencia x. Si p - q entonces R[p| < R|[q].

Demostraciéon. Si R|qg] = —1 entonces ¢ es inconsistente y entonces existe un
conjunto finito inconsistente py C p. Por la definicién de rango tenemos que
Rlp] = R[po].

Vamos a probar por induccién en o € On que
R[p| > a = R[q] > « para cualquier p |- ¢

Supongamos « = 0 es obvio que se tiene lo requerido.
Supongamos que « es limite, entonces por definicién de rango R[p] >
para todo 3 < a. Como (3 < « por hipdtesis de induccion

Rlp| > By ptq= Rlq > 5.

Usando la definicién de rango tenemos que Rg] > a.

Supongamos ahora o = 3+ 1, R[p] > B+ 1y p q. Dado gy C ¢ finito.
sea po un suconjunto de p finito tal que pg F go. Como R[p] > 5+ 1 entonces
debe existir ¢,, (z; by,) tal que

Rlpo U{®p, (25 6p,)}] = By Rlpo U{—¢p, (x; by, ) }] > B, claramente se tiene
que

Po U{¢po ($; bpo)} - do U{¢p0 ('T; bpo)} Y Po U{_‘¢po (.1'; bpo)} - do U{_‘(bpo (l’; bpo)}'

Entonces por hipdtesis de induccién tenemos que

Rlqo U{‘bpo (2:0p)}] = By Rlqo U{_'(bpo (@ by ) }] 2 B
Por definicién de rango se tiene que R[] > [+ 1 O
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Corolario 1.30. Sean p y q conjuntos de formulas con las mismas variables
libres. Si p 2 q entonces R[p] > Rlq]. En particular, Rlp] < R[x = x] para
cualquier tipo p en x.

Corolario 1.31. (Cardcter finito). Para cualquier conjunto de férmulas p
existe un po C p finito tal que R[p] = R[po).

Demostracion. Si p es inconsistente existe un py C p finito que tambien es
inconsistente. Por la definicién de R tenemos que R[p|] = R[p] = —1.
Supongamos que R[p] = 0o0. Sea py un subconjunto de p por el corolario
anterior tenemos que R[py| = 0o
Ahora si 0 < R[p] < co. Sea a = R[p]. Como R[p|] # a + 1 debe existir
un po C p finito tal que

(*)R[\po] # o +1

como p - pg tenemos
() R[p] < Rpol,

combinando (*) y (%) tenemos que
a+ 1< Rlpy] > R[p| = a, esto es R[py] = a.
O

Lema 1.32. (Unicidad de extension)Sea p un conjunto consistente de formu-
las en z con la propiedad de que R[p] < co. Suponga que p C q; paral = 1,2
son tipos tales que dom(p) C A, y q € S(A) tienen el mismo rango que p.
Entonces q1 = q-

Demostracion. Supongamos que ¢; # ¢o. como son tipos completos debe
existir p(z;a) € ¢ tal que —p(z;a) € g2. Sea o« = R[p|] = R[q1] = R[qe]. Por
la monotonia tenemos que R[p] > R[p|U{p(z;a)} > R[q:]. De manera similar
tenemos que R[p] > R[p U{—¢(x;a)}] > R[gz]. combinando esto tenemos que
RipHe(z;a)}] > ay RpU{—¢(z;a)}] > a lo cual por la definicién de R
implica que R[p] > « + 1 lo cual es una contradiccion. ]

Teorema 1.33. Sea T una teoria completa en un lenguaje contable. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes

1. T es Ng-estable.

2. Para x una secuencia finita de variables tenemos que Rx = x] < wy
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Demostracion. (1)=-(2) Supongamos que R[z = x] > w;.
Para cualquier € 2<“ definimos un tipo finito p, € Fml(L(CD((C))))
y ¢n(x;a,) con las siguientes propiedades:

1. p<> = {33' = SL‘}
2. p, es un €-tipo con variables libres en x.

3. Para cualquier n € 2<% existe ¢,(z;a,) tal que pyno = p, U{o(z;0a,)}
Y pont = Py U{~¢y (25 00) }

4. Para cualquier n € 2<“, si v es un segmento inicial de 1 entonces p, C p,
5. Rlp,| >ws

La construccion se hara por induccién en [(n): Para l[(n) = 0, sea py = {z =

Ahora supongamos que {p,, ¢,(z;a,) : n € 2"} estan definidos. Dado
n € 2" como R[p,| > w; entonces para cualquier i < w; sea ¢, ;(z;a,;)
tal que R[p, | ¢ni(z;an,:) > 1y Rlp, U —¢n.i(x;a,:) > i, como el nimero de
posibles férmulas es contable debe existir S, C wy y una férmula ¢, (x;y,)
tal que para cualquier i € S tenemos que ¢,;(x;y,:) = ¢,(x;y,). Ahora
para cualquier ¢ € S definimos ¢,; como el tipo tp(a,,;, dom(p,)). Como T es
Np-estable debe existir un Sy C S, y ¢, € S(dom(p,)) tal que para cualquier
i € S; tenemos que ¢,; = g,. Sea a, una realizacién de g,. Ahora definimos
poro = Py U{n(w50,)} v pynt = oy U{ ¢y (75 a,) }.

Lo que hace falta por verificar es que R[pyn] > wy para | = 0,1. Para
[ =0 Como S} es no contable entonces debe ser cofinal en w; por lo cual es
suficiente probar que para cualquier i € S} R[p, U é,(z; a,)] > i.

Seai € 5.

Rlp, U{¢n($v ay)}] = Rlp, U{¢n($v i)}

Pues el rango es invariante bajo automorfismos, ahora

Rlpy |_{én(x; ay)}) = Rlpy | {ona(w;a0:)}] > i

Esto completa la construccién, definimos A = {a, : n € 2}, A es
contable, para n € 2<“ sea p, = |J,,., Py, de manera similar a la prueba de
teoremas anteriores se puede ver que |S“®)(A)| = 2%. Contradiccién con la
No-estabilidad.
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Para probar (2)=-(1) vamos a probar un hecho mds fuerte que ademés
nos va a permitir al final deducir una conclusion adicional.

Lema 1.34. Sea T una teoria completa. Si R[x = x] < oo entonces T es
estable en cualquier A > |T| + V.

Demostracion. Supongamos que T' no es estable en algiin A. Sea A un sub-
conjunto del modelo monstruo de cardinal A tal que [S(A)| > A. tomamos
{pi i < AT} C S(A). Como R[z = z] < oo debe existir un ordinal «;
tal que R[p;] = «;. Por el cardcter finito del rango para cualquier i < A*
existe ¢; C p; finito tal que R|g;] = a;. Como cada ¢; es un conjunto finito de
férmulas con pardmetros en A que es de tamanio A el tamano de {¢]i < A"}
es a lo mas \; entonces debe existir un conjunto S C A" de cardinal A"
tal que para i € S, ¢ = ¢q (fijo). Tomamos i; # iy € S, tenemos que
Qi1 = R[pn] = R[Qn] = R[Q] = R[sz] = R[pm] = Gy, COMO P;; Y Pip SON
tipos completos del mismo rango y extensiones del tipo ¢, por la propiedad
de unicidad tenemos que p;; = p;, lo cual es una contradiccién. O

]

Corolario 1.35. Sea T' una teoria completa en un lenguahe contable. Si T
es estable en Ny entonces T es estable en cualquier A > N,

Vamos a introducir la nocién de modelo primo que es una generalizacion
de la clausura algebraica de teoria de cuerpos.

Definicién 1.36. Sea A un subconjunto del modelo mostruo. Un modelo
M D A es un modelo primo sobre A si y solo si para cualquier N y cualquier
(M, N) funcién elemental g : A — N existe una inmersion elemental g :
M — N extendiendo g.

Para la prueba que vamos a desarrollar en este capitulo van a ser fun-
damentales los modelos primos; ellos garantizan la posibilidad de extender
funciones elementales que a su vez se pueden llevar a isomorfismos.

Durante lo desarrollado en este capitulo nuestra hipotesis fundamental ha
sido la Ny-estabilidad que es directamente implicada por la categoricidad en
un cardinal no contable.En el caso de los modelos primos esta hipotesis per-
mite garantizar su existencia. Para probar esto necesitamos algunos hechos
técnicos.
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Lema 1.37. (Densidad de tipos aislados) Suponga que T' es Ro-estable. Para
cualquier a y A tal que a € A y cualquier p(z;y) tal que € | Jxp(z;a),
existe ¢ € S'®(A) conteniendo la formula o(z;a) y tal que q es aislado por
una formula con pardmetros de A.

Demostracion. Consideramos el siguiente conjunto S:
{Rlp(z;a) A o(a;c)l|o(x;y) € L(T),c € A, (C) = Fxfp(x;a) A oa; o)}
Por el teorema anterior tenemos que el conjunto S es un conjunto de
ordinales. Ahora sea « el minimo de S y sea ¢(x;c) tal que R[p(x;a) A
¢(z;c)] = a ahora sea b tal que € = p[b;al A ¢[b;c]. Definimos ¢ como
tp(b, A). Es obvio que ¢(x;a) € ¢: Vamos a probar ahora que ¢ es aislado,
mas especificamente veremos que ¢(x;a) Ap(x;c) F g. Sino fuera asi existiria
p(x;d) € q tal que p(z;a) A ¢(x;c) ¥ p(x;d), ademés p(z;a) A ¢(x;c) ¥
—p(z; d) esto implica que € = Jzp(z;a) Ad(z;c) Ap(x;d) y € = Jrp(z;a) A
o(x;¢) N =p(x;d). Por como se definié S y por la minimalidad de a tenemos
que R[p(x;a) A o(z;¢) A p(z;d)] > oy Rlp(x;a) A p(x;e) A —p(x;d)] > a.
Esto implica que R[p(z;a) A ¢(z;¢)] > a+ 1 lo cual es una contradiccién.
[

Ahora vamos a introducir una construccién intermedia para la cual no es
dificil garantizar su existencia esta es la de modelo primario. Luego vamos
a probar que todo modelo primario es primo.

Definicién 1.38. Sea M un modelo y A C |M|. M es primario sobre A si
y solo si eziste un ordinal o y una enumeracion {a; : i < a} de el conjunto
|M|\ A tal que el tipo

pi = tp(ai, AU {a;|j < i}) es aislado sobre AU{a;:j <i}
para cualquier 1 < a.

Teorema 1.39. (existencia de modelos primarios) Sea T una teoria con-
table de primer orden. Si T es Ng-estable; para cualquier A existe un modelo
primario M sobre A.

Demostracion. Sea A = |A| +Ry. Sea av = A -w, vamos a definir una sucesiéon
I ={a; i < a} tal que I UA es un modelo primario sobre A. Por induccién
en n < w definimos {a;|\-n <i<X-(n+1)} tal que

1. tp(a;/A;) es aislado para cualquier ¢ < A-n, donde A; = AU{a; : j < i}
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2. Para cualquier n < w, cualquier férmula ¢(x;y) y cualquier a € A,., si
¢ = Jzp(z;a) entonces existe un ordinal j tal que A-n < j < A-(n+1)
y € = ¢laj;dl

Claramente esto es suficiente para probar lo que necesitamos.

Para la construccién supongamos ya definido {a; : i < A - n}. Pode-
mos elegir una enumeracién {@¢(z;b¢)[§ < A} una enumeracién de todas
las formulas con parametros de A,., tal que para cualquier £ < A tenemos
que € = Jrpe(x;be). Por el lema anterior existe un tipo aislado completo
q € S(Axnte) conteniendo we(x;be). Sea ae una realizacién de gq. O

Esto prueba la existencia de modelos primarios, ahora vamos a probar
que todo modelo primario es primo.

Teorema 1.40. Sea M un modelo y A un subconjunto de su universo. Si M
es primario sobre A entonces M es primo sobre A.

Demostracion. Supongamos que {a;|i < a} es una secuencia aislante de M
sobre A. Sea g : A — N una funcién elemental. Vamos a construir una
inmersion g : M — N extendiendo g por induccién en 7 < a:

Para cualquier i < avsea g; : A; U {a; : j <i} — N tal que

L. g0 =9,
2. g; es una funcion elemental.
3. La sucesion {g; : j < i} es creciente y continua.

Claramente g = | J,_, gi es la inmersién requerida.

Para la construccién supongamos construida g; para ¢ < «, como p; =
tp(a;, AU {a;|j < i}) es aislado sobre su dominio, entonces existe ¢(z;a;) €
p; que lo aisla. Ademds como g; es elemental y p(z;a;) F p; tenemos que
o(x;gi(a;)) F gi(p;). Como € = 3xp(x; a;) entonces € = Jxp(x; g;(a;)); sea b;
tal que € = vlb;; g:(a;)], por lo cual b; realiza el tipo g;(p;). Definimos entonces
giv1 = gi U {(a;,b;)} que es una funcién con las condiciones requeridas. [

Corolario 1.41. (Ezistencia de modelos primos) Sea T una teoria completa
de primer orden. Si T es Ng-estable entonces para cualquier A existe un
modelo primo My sobre A.
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1.4. La prueba de Baldwin-Lachlan

Recordamos el enunciado del teorema 1.1
Teorema 1.42. Sea T una teoria contable, lo siguiente es equivalente:

1. T es categorica en algun A\ > w.
2. T es categorica en todo A > w.

3. T no tiene pares de Vaught.

Demostracion. Nos queda por probar (3) = (2). Sea A > Xy y M,N =
T de cardinal A. Debe existir entonces una féormula fuertemente minimal
¢(x;a). Podemos suponer ademés que la férmula no tiene pardmetros, basta
considerar a T' como T, que tambien resulta ser Ny-estable y sin pares de
Vaught.

Lema 1.43. Supongamos que T es Ny-estable y no tiene pares de Vaught.
Para cualquier modelo M y A = (M) no algebraico, definible con pardmet-
ros de |M|, M es primo y minimal sobre A.

Demostracion. Primero veamos que M es primo sobre A por el corolario
(1.41) sea M 4 un modelo primo sobre A. Entonces debe existir una inmersién
f: My — M que es laidentidad en A. Sea M’ = f[M4]. Como A C M' C M
tenemos que A = @(M') = (M), como T no tiene pares de Vaught tenemos
que M’ = M. Para ver que M es minimal sea N < M conteniendo a A se
debe tener entonces que A = p(N) = (M) como T no tiene pares de Vaught
tenemos que N = M. O

Lema 1.44. Sean M y N modelos. Supongamos que p(x) es fuertemente
minimal, sea G1 = (M) y Gy = p(N). Si [; C G, son conjuntos algebraica-
mente independientes y g : Iy — Iy es inyectiva entonces g es una funcion
elemental.

Demostracion. Sean {a} : i < u} = I; paral = 1, 2. Supongamos que g(a}) =
ab. Por induccién en n < w vamos a probar que

M ¢la,... .| < N = ¢lad, ... a)"]
Para todo jo < ...jn—1 < i < p y cualquier ¢(x). Para n = 0 tenemos que
tp(al /0, M) = tp(al’ /0, N), esto se tiene porque ¢ es fuertemente minimal

(corolario (1.23)). Ahora como aj es algebraicamente independiente sobre
{a] : j < i} una aplicacién del corolario (1.23) da el paso inductivo. O
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Lema 1.45. Sean M; y M, modelos. Suponga que p(x) es una formula
fuertemente minimal, sea G = @(M;) y Go = p(Ms). Si I; C G son bases
(subconjuntos algebraicamente independientes mazimales) y g : Iy — I es
una biyeccion entonces existe una funcion elemental g : G — G4 extendiendo
ag.

Lema 1.46. Consideramos
§=1{¢ : Al — As|g es una funcidn elemental extendiendo g,A; C |M;|}.

Por el lema de Zorn sea g maximal. llegaremos auna contradiccion suponien-
do que domg C ¢(M). Sea a € p(M;) —dom(g). Como a ¢ domg a debe ser
algebraico sobre domg. Sea

no = min{n < w|M; = Ix™"¢(x) A ¢(x;b)}.

Sea ¢(x;b) un testigo para ng. Por la elementaridad de g tenemos que My =
Jz7"0p(z) A (3 (b))

Sea a' € |Ms| un elemento satisfaciendo la formula anterior.

Vamos a obtener una contradiccion a la maximalidad de g probando que
g U {(a;d)} es una funcion elemental, para esto es suficiente probar que
M, = xla; ] = My = x[a; g(c)] para todo ¢ € domg y cualquier x(x;y).

Supongamos que M = x|a;c]. Por la eleccion de a tenemos que

M = pla] A ¢la; b] A x[a; .
Por la eleccion de ng tenemos que My = Va[p(x) A ¢(x;b) — x(z;¢)]. Porla
eleccion a' y por la elementaridad de g tenemos que My = x[a’; g(c)].

Para completar la prueba se aplica el anterior lema a I} = I, = () la
minimalidad y primalidad implican el teorema de Morley. ]



Capitulo 2

Categoricidad en clases
elementales abstractas dociles

En este capitulo vamos a trabajar en el contexto de clases elementales
abstractas con algunas suposiciones adicionales. Las clases elementales ab-
stractas (ceas) fueron definidas por Shelah como una generalizacién de la
clase de modelos de una teoria de primer orden. A traves de los anos se ha
podido observar que las ceas poseen un equilibrio entre generalidad y mane-
jabilidad; son lo suficientemente generales para capturar ejemplos de interés
matematico (Anillos Noetherianos, Cuerpos Normados, Anillos de dimensién
finita, etc.). Pero ademads tienen una teoria de modelos que permite gener-
alizar muchas de las herramientas utilizadas en primer orden; es por esto que
ceas es uno de los contextos mas trabajados en la actualidad.

En este contexto tambien existen los pares de Vaught, aqui como en
primer orden (bajo ciertas hipétesis adicionales), categoricidad implica la
no existencia de los mismos, ademas, recientemente en los trabajos de R.
Grossberg y M. VanDieren, se descubrieron teoremas de transferencia de
pares de Vaught que junto con los trabajos de Shelah da un teorema tipo
Morley en cierto tipo de ceas.

2.1. Preliminares

Definicién 2.1. Una clase de L-estructuras, (K, <), es llamada una clase
elemental abstracta (cea) si tanto K como la relacion binaria =< son cerradas
bajo isomorfismo y satisfacen las siguientes condiciones:

25
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n Al. St M < N entonces M C N.
s A2. < es un orden parcial en K.
w A3. Si{A; i <d} es una cadena <-creciente:

2. para todo j <9, A; 2,5 A

3. sipara todo i < § A; X M entonces |J._; Ai X M

<6
» A4. Si A, B, C € K, A=C, BXC y ACB entonces A=B. (Azioma de
coherencia)

» A5. Eziste un cardinal de Lowenheim-Skolem LS(K) tal que si AC |B|,
B € K existe un C € K con ACC =By ||C|< |A] + k(K).

Definicién 2.2. Sea > LS(K). Decimos que (K, =) tiene la propiedad de
p-amalgamacion si y solamente si para todo M; € K, (paral € {0,1,2}) tal
que My = My, My existen N € K, y K-inmersiones f; : M; — N tales que
fi | My =idyg paral =1,2.

(K, <) tiene la propiedad de amalgamacion si y solamente si (K, <) tiene
la propiedad de p-amalgamacion para todo p > LS(K)

Vamos a suponer sobre la clase (K, <), lo siguiente:

» K tiene modelos arbitrariamente grandes.

» (K, <) tiene la propidedad de amalgamacion y JEP.

Teorema 2.3 (Teorema de presentacion). Si (K, =) es una cea en un
vocabulario L con |L| < LS(K), existe un vocabulario L con cardinal LS(K),
una L-teoria T de primer orden y un conjunto de 2855 tipos T' tal que:
K={M|L:MET yM omite T}.
Mds atn, si M es una L subestructura de N donde M, N satisfacen T y
omiten I entonces M | L < N | L. En este caso se dice que K estd presen-
tada como una PCT clase.

Demostracion. Sea L que contiene sfmbolos de funcién n-aria F* para n < w
e i < LS(K). Sea T' una teorfa que dice solamente que sus modelos son
no vacios (T' = {Jz(x = z)}). Para cualquier L-estructura M y cualquier
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bara € M" sea M; que denota el subconjunto de M enumerado como { F}*(a) :
i < LS(K)}, donde n = lg(a).

El tipo de isomorfismo de M; estd determinado por el L-tipo libre de
cuantificadores de @ (Né6tese que M, puede no ser una L-estructura). Sea I'
el conjunto de L-tipos libres de cuantificadores de tuplas finitas @ tales que
M, | L¢XKoparaalginbCa, My | L £ M, | L.

Afirmamos ahora que que Ty I" son los que necesitamos, esto es que si

K={M|L:METy M omite I'}

entonces K = K.

Sea M una L-estructura que omite I', en particular cualquier M; es una
L-estructura pues si no lo fuera obviamente M; [ L ¢ K.

Es obvio que M = |J, ;<. Ma; ademds los M forman un orden dirigido
entonces M € K. Inversamente si N € K, debemos extender N a una L-
estructura M de tal forma que M = T y M omita I, para esto definimos
por induccién en |a| para a C |N| (finito) estructuras Nz. Sea Ng cualquier
<-subestructura de N de cardinal LS(K) y sea {(F/)™ : i < LS(K)} una
enumeracién del universo de Ng. Ahora dada una tupla b de longitud n + 1
elegimos N < N de cardinal LS(K) que contenga todos los N; para @ C b
(esto es posible gracias a JEP y A5.). Sea {(F/"**(0))™ : i < LS(K)} una
enumeracion de el universo de N; (Dando a la funcién el mismo valor en
cualquier reordenacién de b). Ahora, cualquier N; | L € K ysi b C ¢,
M; < M, entonces M omite I' como era requerido. Ahora si M < N(en
primer orden), M, N =T y M y N omiten I se tiene que M = N; (porque
M es un L-submodelo elemental de N) entonces M; | L < N | L pues
N; | L XN | Lentonces | JM; [ L= N1 L,esdecir M | L XN [ L. Esto
completa la prueba. O

Teorema 2.4. Si K es una cea en un vocabulario L, la cual es presentada
como una PCT clase testificada por L, T, T, existe un L-diagrama ® tal que
para cualquier orden lineal (I,<) existe una L-estructura EM(I,®) = M,
tal que:

1. MET.
2. La L-estructura M es la clausura de Skolem de I.

3. I es un conjunto de L-indiscernibles en M.

J. M|LeK.
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5. SiIC 1 entonces EMp(I,®) < EM(I', D).

Demostracion. Ver [Sh:c] O

2.2. Tipos de Galois y saturacion

En esta seccién definimos la generalizacion que existe en ceas de la nocion
de tipo. Esta permite adaptar la definicién de saturaciéon y probar algunos
teoremas analogos a los que se tienen en primer orden. Para esto vamos a
usar de manera fuerte amalgamacion y JEP.

Definicién 2.5. M es p-modelo homogéneo si para cualquier N < M vy
cualquier N' € K con |N'| <y N 2 N’ existe una K-inmersion de N' en
M sobre N.

Lema 2.6. Si M; y M, son p-modelo homogeneos de cardinal > LS(K)
entonces My = M,

Demostracion. Supongamos primero que existe M =< M, Ms, si esto sucede
sea {al : i < p,l = 1,2} una enumeracién de |M;|\|M| respectivamente,
ahora vamos a construir sucesiones {M; : i < p;1 = 1,2} y {fi : Mj — My}
crecientes y continuas tales que:

1. M! =M,
2. al e M!
3. a} €dom(fiz1) y M? Cran(fii1)

Para esto sea M} :== M vy fy := idy; para el caso cuando i es limite tomamos
uniones. Para el caso i+ 1 suponemos construidos M! y f; con las propiedades
anteriormente mencionadas; sea M2, = M? M2 | < M, tal que af € M2 |,

sea M} := f~'(M?), cambiando nombres a M2, existe M2 | = M} isomorfo

a M7, como M; es p-modelo homogéneo existe g : M2, — M, tal que
g | M?, = idyz— definimos firy : M?, — M, definida como fiy; = go f,

donde f es el 1somorﬁsm0 entre M2, y MZ,,.

Analogamente al proceso anterior podemos construir fiiq : M} — M,
con las propiedades requeridas. Ahora, es claro que (J,_ i fi : My — M; es un
isomorfismo, entonces M; = M.
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Ahora si no existe submodelo comtn entre M; y Ms sean Ny y Ny sub-
modelos de cardinal < p de M; y M respectivamente, por JEP existe un
M > Nj tal que N, se puede sumergir en M de cardinal < y, por la modelo
homogeneidad M esta inmerso en M; y M,, esto nos permite suponer que
M es un modelo comtn a M; y M,. Con esto se completa la prueba. [

Hecho 2.7. Si K tiene la propiedad de amalgamacion y push = py, y ps >
oLS(E) entonces existe un modelo M de cardinal s el cual es p.-modelo ho-

mogéneo. (El modelo M se denomina el modelo monstruo)

Definicién 2.8. podemos definir ga — tp(a, M, N)(donde M < N, a C
N) como (a,M,N)/E donde E es la siguiente relacion de equivalencia:
(@', M*, NY)E(a?, M?,N?) si y solo si M* = M? y existe N € K tal que
M; = N y =<-inmersiones f' : N\ — N tal que f | M' = idyn y f1(a') =
f2(@). Se dice que py = (p2 | My) si My = My <= M,a C M yp =
ga — tp(a, My, M).

Lema 2.9. (a, M, Ny)E(b, M, N3) si y solamente si existe f : Ml =2 M tal que
fIM=idyyfla) =0

Demostracion. (<) Es obvio.

(=) Es suficiente probar que si f : M =2 N, M < M(||M| < [|[M]]) y
N =< M|, entonces f se extiende a un automorfismo de M. Para probar esto
necesitamos el siguiente:

Hecho 2.10. Si M es modelo homogéneo y f : N — M con [|[N|| < ||[M]|
entonces para todo N' = N con |N'| < ||M]|, ezxiste f : N — M tal que

fIN=F

Demostracion. si f : N — M es una inmersién entonces f : N = Nx < M.
Ahora sea N’ = N debe existir entonces N” € K tal que existe [/ : N' = N”
con f C f" entonces Nx < N” por la modelo homogeneidad de M existe
g: N" — M tal que g | N*x = idy,, entonces sea

f:N —M

x+— (go f')(x), esta funcion es la requerida. O

para probar el lema se usa el hecho ya probado y un ‘back and forth” [J

Podemos tomar la caracterizacién dada en lema anterior como una defini-
cion alterna de tipos de Galois.
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Definicion 2.11. K es estable en p si y solo si para cualquier M € K<,
ga — S(M) :={ga — tp(a, M,N)|M 2 N € Kjy,a € N},
tiene tamano < p.

Decimos que un tipo de Galois p = ga — tp(a, M, N) es realizado en
N', con M =< N’ ssi existe b € (N")9@ tal que (a, M, N)E(b, M, N"), con
N// _< N/

Definicién 2.12. Un modelo M es p-galois saturado si para cualquier N <
M con |N| < u y cualquier tipo de Galois p sobre N es realizado en M

Teorema 2.13. para A > LS(K), un modelo M es A-Galois saturado si y
solo si este es A\-modelo homogéneo

Demostracion. (<) Obvio. (= )Dado My < M y My < N con |[N|| = pu < A;
sea {a; : i < p} una enumeracién de |[N|\|My|, vamos a definir f; parai < u
una secuencia creciente y continua de funciones con dominio N; y rango M;
tal que: My < N; < M; My < M; < M y a; € N;;1. La restriccién de
U, < fi @ N es la funcién requerida. Sea Ny = My y fo la identidad de M.
Supongamos f; ya construida, si a; € N; M, 1 = M;, Njy1 = N; v fix1 = fi,
ahora si a; € |[N|\|V;| por el lema anterior como M;, N; X My f; : N; = M;,
se tiene que f; se extiende a un automorfismo f, de M. Como M es saturado
sea b; € M que realiza el tipo de Galois de f}(ai) sobre M; entonces existe
a € Aut(M) que fija M; y a(b;) = fl((zl) Sea M;, 1 = M de cardinal i que
contiene M; | J{b;}, ahora sea N;;1 = (fz-_l o«)(M;y1) y definimos f;11 como

la restriccién de o™t o f; a Njj1; fip1 tiene las propiedades requeridas O

Si deseamos de alguna manera tener un teorema tipo Morley (extensién
de categoricidad de un cardinal a ‘todos’)en algiin contexto no elemental,
es razonable pensar en primero poder extender estabilidad de un cardinal a
‘todos’. Buscando imitar el tratamiento que se da en el caso elemental. En el
caso de clases elementales abstractas la categoricidad en un cardinal implica
estabilidad ‘hacia abajo’ como la vamos a presentar en la siguiente seccion.

2.3. Estabilidad descendente

Trabajamos ahora con una nociéon de modelo homogeneidad relativa.

Definicién 2.14. N es p-universal sobre M si dado N' = M con |M'| < p
existe f : N' < N tal que f | M = idy
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Para esta parte vamos a trabajar con tres clases elementales abstrac-
tas: (LO,C) Mod(T")(teorema 2.1) con la nocién de submodelo como 7-
subconjuntos cerrados y (K, <)

Definicién 2.15. M es rebosado (brimful en [Bal]) si para cualquier p <
|M][, y cualquier My = M con ||M| = p, existe un My = M con cardinal
W que es p-universal sobre My en M

Como ya lo habiamos dicho consideramos la clase de los ordenes lineales
como una clase elemental abstracta, probaremos ahora que en esta clase
existe un modelo de cardinal y que es rebosado. La prueba de esto se puede
encontrar por ejemplo en [Bal]

Hecho 2.16. El orden lineal I = A\<¥ es rebosado

En lo que sigue [ serd un orden lineal.

No es dificil ver que que cualquier L'-subestructura N de EM(I,®)
estd contenida en una subestructura EM ([y, ) para algun subconjunto I
de I con |Iy| = |N|(basta con tomar Iy como el conjunto de generadores de
N), tenemos entonces el siguiente:

Hecho 2.17. Si I es rebosado como un orden lineal, EM (I, ®) es rebosado
como una T'-estructura.

Demostracion. Sea o < ||[EM(I,®)|| y N C EM(I,®), |N| = o entonces
existe Iy C I tal que |Iy| = |[N| y N € EM(Iy,®) como [ es brimful existe
I, C I tal que |I;| = o y es o-universal sobre I en [ aplicando el teorema
2.2 y que la nocién de universalidad se transmite bien usando el funtor EM
(Es solo una verificacién) se tiene el resultado. O

Lo que queremos estudiar es la relacién entre la clase (LO, C) y la clase
(K, =), este hecho es entonces insuficiente.

Teorema 2.18. Si [ es rebosado como orden lineal, EM, (I, ®) es rebosado
como un miembro de K.

Demostracion. Sea M = EM (I, ®); vamos a probar que M [ 7 es rebosado
como un miembro de K, suponga que M; < M | 7 con | M| = o < | M]].
Entonces existe Ny = EM(I',®) con ||[I'|| =0 , ' C I, M; C Ny < M.
Por el teorema 2.2 Ny [ 7 = M | 7. Ahora M; < N; [ 7 por el axioma
de coherencia. Sea M, de cardinal o y M; < My < M | 7. Elegimos una 7’
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subestructura Ny de M con cardinal o conteniendo Ny y M. Ahora Ny puede
ser inmerso por una funcién f en la 7/-estructura o-universal N3 que contiene
a Nj esto es garantizado por el hecho anterior. Pero f(Ns) [ 7 < N3 | 7, por
el axioma de coherencia pues f(Ny) | 7 < M entonces N3 es la extension
o-universal requerida de M;. O

Lema 2.19. Si K es A-categorica, el modelo M con || M| = X es estable para
cualquier o < X\ (Esto es: para cualquier My < M de cardinal o sélo o tipos
de Galois sobre My son realizados en M.)

Demostracion. Cualquier realizacion en M de un tipo de Galois sobre M es

representada por un M; con || M, || = ||Mp||, pues si a realiza el tipo p por LS
existe M tal que My C My, a € My y My < M por coherencia My =< M;.
Sea o < A, tenemos que |[M|| = ||[EM(A<¥,®)|| = A, entonces M es

rebosado (por categoricidad), ahora sea My =< M tal que |[M;|| = o y M,
es stgma-universal sobre M, en M, cada tipo de Galois sobre M, realizado
en M esta representado por un M’, pero por la universalidad de M; M’
debe estar inmerso en M; por medio de una funcién que fija puntualmente
M, entonces todo tipo sobre M, realizado en M es realizado en M; como el
tamano de M; es o, entonces M es o-estable. O

Teorema 2.20 (Lema de estabilidad descendente). Si K es categorica
en X, entonces K es o-Galois estable para todo o < X\ (¢ > LS(K))

Demostracion. Supongamos que K no es g-estable para algin ¢ < A. Por
LS existe un modelo N de cardinal ot que no es o-estable. (Para esto tome
{pi : i < 0"} un conjunto de tipos sobre un modelo M, de cardinal o
realizados en un modelo M, para cada p; tome una realizacién a;, ahora
por LS aplicado a ||Mp]|U{a; : i < ot} y a M, el modelo resultante tiene
cardinal ot y no es o-estable).

Sea M € K, ||[M|| = X entonces por JEP existe M’ tal que M y N estan
inmersos en M’ por LS podemos suponer ||[M’|| = X entonces M = M’ por
lo tanto N esta inmerso en M imposible pues N no es o-estable. O

2.4. Ruptura y Tipos minimales

En esta seccién introducimos la nocién de ruptura en clases elementales
abstractas, esta es una aproximacién a una nocién de independencia como
bifurcacion, para este proposito vamos a suponer que K tiene la propiedad
de almagamacién. Comenzamos probando un lema técnico.
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Lema 2.21. Si K es estable en p y k es el menor cardinal tal que 2% >
i, entonces no existe una cadena creciente y continua de modelos M; con
Ml < ppara i < k yp € ga — S(M,) tal que para cualquier i existe
pi € ga — S(M,) conp; [ My =p | My, perop; | M1 #p | Miys.

Demostracion. Sean a;, a que realizan p; y p respectivamente y g; € Aut(M)
que fija M; y envia a en a;. Vamos a construir por induccién en o < kK
familias crecientes de funciones h, con v € 2 modelos N, y elementos b,
de la siguiente manera:

Sea hy = go, Ny = My, by = a. Tomamos uniones en los casos limites.
hoy = e, hay =

Ahora si v € 2°%! definimos h,g = h O

Yo

Definicién 2.22. Sea M € K,,, o un ordinal limite con o < p*, se dice
que M" € K es (u,0)-modelo limite sobre M si y solo si existe existe una
cadena creciente y continua (M; € K,|i < o) tal que M = J,_, M; y M1
es universal sobre M;

<o

Siguiendo las ideas del lema 2.1 se puede probar lo siguiente:

Hecho 2.23. Sea p1 un cardinal y o un ordinal limite tal que p > LS(K)
yo < ut. St My M son (u,o)-modelos limite sobre My, entonces existe
f:M=M con f| My=idy,.

Vamos aprobar ahora la existencia de modelos limites bajo la propiedad
de amalgamacién y estabilidad.

Teorema 2.24. Siv K satisface la propiedad de amalgamacion y es Galois
estable en , entonces para cualquier M € K, eviste M* € K, tal que
M < M* y M* es universal sobre M. Esto implica que cualquier M € K,, y
o < ut existe N = el cual es (u,o)-limite.

Demostracion. Sea {M;|i < pu} C K, tal que My = M y cualquier tipo de
Galois sobre M; es realizado en M. Para esto sea {p;|i < u} los tipos sobre
M; realizados en algun modelo de cardinal p (son p gracias a estabilidad),
ahora sea M, ; un modelo que realiza cada uno de los tipos p; la construccion
de M, se puede hacer por induccién aplicando sucesivamente la propiedad
de amalgamacion.

Teniendo esto sea M* = |, . M; vamos a probar ahora, que este modelo
es universal sobre M.
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Lema 2.25. M* es universal sobre M

Demostracion. Sea N > M vamos a construir una inmersion f : N «— M*
tal que f [ M = idys fijamos {a;|i < u} una enumeracién de |N|\ |M]|, por
induccién en ¢ < p definimos cadenas crecientes y continuas {N/|i < p,l =
0,1} v {fili < pu} tales que:

1.

2.

3.

4.

N¢ < N}
N(?:M,N{):N
a; ENéJrlﬂNf

fi: Ng — M;

es claro que | J f; [ N es como se requiere.

Para la construccion en los casos limites se toma la unién. En los sucesores

consideramos dos casos:

1.

2.

Sia; € Ni. Sea N‘HV' =N/ (1=0,1)y fis1 = fi.

Si por el contrario a; ¢ Ng; sea M = fi(N§). Sea g una extensién de
fi tal que g : Ni = M en particular esto implica que M¢ < M;.

Por la propiedad de amalgamacién existe M; tal que M; < M| y ex-
iste g : M{ — M sobre M}, como a; € |Nj|\|N{| entonces g(a;) €
| MEN M. Sea p = ga—tp(g(g(a;)), M;), p es un tipo realizado en M,
(por la construccién de M), sea b que realiza p, b € M;,; se tiene
entonces que (M;, M, g(g(a;)))E(M;, M;11,b) por lo tanto cambiando
nombres podemos suponer que existe N** € K, y hy : M;;; — N*
tales que hy | M; = idy,, Mi < N* vy g(g(a;)) = hy(b). Ahora, como

Ni estd inmerso en N** por medio de g o g existe Nf“ = Ni tal que
existe h D gogy h: NJT' =2 N** Sea Nit! = h='(hy(M41)), como
9(g(a;)) = hy(b) se tiene que a; € NJt', ademas Njtt DO NJ porque si
a € N} entonces g(a) € M, por lo tanto g(g(a)) € g(M) = M C M;,
entonces tenemos que hi(g(g(a))) = g(g(a)) y entonces a = h=*(hy(b))
con b € M;, . Definimos fi,1 = h™ o (h | N;*'). Esta funcién es una
inmersion que extiende a f; que satisface las condiciones requeridas.

]
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Teniendo ya probado el lema solo basta por hacer una inducciéon para
probar la segunda parte del teorema. O

Ahora vamos a definir las clases sobre las cuales vamos a probar el teorema,
de categoricidad ascendente.

Definicién 2.26. Sea x un cardinal. Decimos que una clase elemental abstracta K
con la propiedad de amalgamacion es x-ddcil si para cualquier M € K,
p#q€ga—S(M) existe N <M tal quep | N #q | N.

K es (p, x)-docil si para cualquier M € K, y todo p,q € ga — S(M)
siempre que p # q existe N =< M de cardinal x tal quep | N #q [ N

Definicién 2.27. Sea M € K, yp € ga— S(M). Decimos que p es minimal
1y solo si p es no algebraico (no existe ¢ € M que realice p) y para cualquier
M'" e K, con M =< M’ existe exactamente una extension no algebraica de p
a M'.

Teorema 2.28 (Monotonia de tipos minimales). Supongamos que K es
(A, x)-docil para algin X > p > x. Sip € ga—S(M) es minimal con M € K,,,
entonces para todo N € K, extendiendo a M y cualquier ¢ € ga — S(N)
extendiendo p, si q es no algebraico entonces es minimal.

Demostracion. Supongamos que p y ¢ son como en el enunciado del teorema
pero que ¢ no es minimal, sean entonces ¢, ¢"” € ga — S(N’) para algin N’
en K, con N < N’. Por docilidad podemos encontrar M’ € K, tal que
MM <N yq | M #q | M notese que ¢ | M'y ¢" | M’ son ambos
extensiones no algebraicas de p. Esto es una contradicciéon con la minimalidad
de p. [

Hecho 2.29. Si K es galois estable en i, entonces para cualquier N € K, y
cualquier ¢ € ga— S(N), existe M € K,u yp € ga—S(M) tal que N < M,
p es extension de q y p es minimal.

Demostracion. [Sh394] O

Hecho 2.30 (Extensién de tipos minimales). Sea K categorica en algin
A > LS(K) y (A x)-ddcil para algin x < A. Sea p tal que LS(K) < u <
cf(N). Sip € ga— S(M) es minimal y M es (i, o)-limite par algin ordinal
limite LS(K < o < u*, entonces para cualquier M' € K<y extendiendo M,
existe un q € ga — S(M') tal que q extiende p.
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Vamos a definir una cierta clase de tipos que nos van apermitir transferir
pares de Vaught de un cardinal a otro, estos son tipos minimales que pueden
‘controlar’ su minimalidad.

Definicién 2.31. Sea M € K,,. Un tipo p € ga—S(M) es minimal enraizado
sty solamente si p es minimal y existe N < M de cardinal < p tal quep | N
es minimal. Decimos que N es una raiz de p.

Teorema 2.32 (Existencia de tipos minimales enraizados). Sea K
categorica en algin X > xt y (A, x)-ddcil con x > LS(K). Si cf(\) >
LS(K) entonces para cualquier M' € K, existe un tipo minimal enraizado
q € ga—S(M).

Teorema 2.33. Suponga que K es x-docil. Sea N € K~,. Sip € ga—S(M)
es minimal enraizado con N < M un submodelo tal que p | N es minimal,
entonces para cualquier N' con N < N’ < M tenemos que p [ N’ es minimal.

Demostracion. p | N’ es no algebraico, pues p no lo es y toda realizaciéon de
p es realizacién de p [ N’, ahora como p | N’ es no algebraico tenemos por
la monotonia de tipos minimales que p [ N’ es minimal ]

2.5. Pares de Vaught

Vamos ahora a definir la nocién de pares de Vaught que funciona en este
contexto; es la generalizacién de la definicién de primer orden pero con una
pequena variacion.

Definicién 2.34. Sea 1 > \. Fijamos M € K,, y p € ga — S(M) un tipo
minimal.

Un par de modelos (Ng, N1) se llaman un (p, \)-par de Vaught si Ny y Ny
son de cardinal \, M = Ny 2 Ny y no existe ¢ € Ny\ Ny realizando p

Hecho 2.35. Asumimos que K es categdrica en algin N\ > LS(K). En-
tonces para cualquier modelo M € K<y y cualquier tipo minimal p € ga —
S(M), no existe (p, \)-pares de Vaught.

Demostracion. Ver [Sh394] O

El siguiente teorema nos da una transferencia de pares de Vaught ‘hacia
abajo’.
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Teorema 2.36. Sea > LS(K). Sea p un tipo minimal enraizado sobre un
modelo M de cardinal p. Fijamos una raiz N < M de cardinal k, con p | N
minimal. Si K tiene un (p, p)-par de Vaught, entonces existe un (p | N, k)-
par de Vaught.

Demostracién. Supongamos que (NY N1) son un (p, u)-par de Vaught. Sea
C el conjunto de todas las realizaciones de p [ N en N'. Sea a € |[N*|\ |NY|.
Construimos ahora una cadena de pares de modelos {N?, N} € K,|i < w}
que satisface lo siguiente:

1. NO=N

2. N? <N}

3. N/ Z N'paral=0,1

4. Las sucesiones {N}|i < x*} son crecientes y continuas
5. ae NI\ N

6. C;=CN!C N,

K3
Para poder hacer esta construccion necesitamos un lema.

Lema 2.37. Sid € N' y realiza p | N entonces d € N°. Esto es C' C N°.

Demostracién. supongamos que d € N1\ N°. Entonces ga —tp(d/N?) es una
extensién no algebraica de p | NJ. Como p | N{ es minimal, tenemos que ga—
tp(d/M) = p (pues ambos son extensiones de p | N?). Pero como (N° N1)
forman un (p, u)-par de Vaught se debe tener que d € N°, contradiciendo
nuestra eleccion de d. O

Sea Nj un submodelo de N' de tamafio x que contenga a a y a N
(esto se logra gracias a LS). Supongamos ahora que tenemos construido
{N}li < a+1}. Sea N2, un submodelo de N° de tamafio x que contenga a
N? v aC Nl esto es posible gracias a el lema anterios pues C' [\ N. C N°.
Tomamos a N, .41 un submodelo de N' de tamano x que contenga a N,).

Veamos ahora que la construccién sirve para nuestro propésito, sea N! =

Ui<w Nzl
Lema 2.38. Para cualquier ¢ € N (N C, tenemos que ¢ € NO.
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Demostracién. Como {N}|i < w} es continua, existe i < w tal que ¢ € N}.
Entonces ¢ € C; (pues ¢ € (). Por la condicién 5 de la construccién ¢ €
N 2 NG O

omega*

Es claro que NP # N! pues a € N2\ N2. Ahora por el lema anterior toda
realizacién de p [ N en N} estd en N2, por lo tanto como N2 = N1, (N9, N})
son un (p [ N, k)-par de Vaught. ]

Corolario 2.39. Sea A > LS(K). Si K es categorica en A y A\t y p es un
tipo minimal enraizado sobre un modelo de cardinal \*, entonces no existen
(p, \T) pares de Vaught.

Demostracion. Supongamos (Ny, N1) un (p, A™)-par de Vaught. Entonces co-
mo p es un tipo enraizado existe una raiz N’ sea N = N’ de cardinal ),
entonces p [ N es minimal, por el teorema anterior existe un (p [ N, A)-par
de Vaught, esto contradice el hecho (2.35). O

Corolario 2.40. Sea A > LS(K). Si K es categorica en X y X\, entonces
cualquier tipo minimal enraizado sobre un modelo N de cardinal X es real-
izado AT -veces en cualquier modelo de cardinal \TF extendiendo a N.

Demostracion. Supongamos que M € Ky++ realiza p solamente o < A*F
veces. Sea A := {a;|i < a} una enumeracién de las realizaciones de p en M.
Podemos encontrar Ny € K+ tal que N|JA C N < M. Como M tiene
cardinal A**, podemos encontrar N; € K+ tal que Ny 2 N; < M. Entonces
(No, N1) es un (p, A™)-par de Vaught, esto contradice el corolario anterior [J

2.6. Categoricidad ascendente

En esta seccién vamos a probar un teorema de transferencia de categori-
cidad hacia arriba en clases elementales abstractas dociles, para ello vamos
a seguir el trabajo hecho por R. Grossberg y M. VanDieren en [GrVa|

Teorema 2.41. (test de saturacion) Supongamos que My € K, yr € ga —
S(My) un tipo minimal tal que K no tiene (r, \)-pares de Vaught.

Sea o un ordinal < AT tal que o = X\ - a. Supongamos M € K, tiene
una resolucion {M; € K,|i < a} tal que para cualquier i < «. Ezxiste ¢; €
M; 1\ M; realizando r. Entonces M es saturado sobre My. Mas ain si K es
estable en X\, entonces M es un (A, a) modelo limite.



2.6. CATEGORICIDAD ASCENDENTE 39

Demostracion. Sea {M;|i < a} y r como en el enunciado del teorema. Sin
pérdida de generalidad podemos suponer que la resolucion es continua, pues
si para algtn ordinal limite ¢ se tuviera que | J,_s M; # Ms de todas maneras
se tiene que (J,_; M; = M; y ademés debe existir ¢ € Mgelta \ |J, 5 M;, si
no fuera asi tendriamos que (M;,|J,_; M;) serfa un (r, A\)-par de Vaught, por
esto podemos suponer que la cadena es continua.

Sea q € ga — S(My). Vamos a probar que M realiza ¢ construyendo un
modelo M’ que realiza ¢ y una inmersién de M en M’ resultard que esta
inmersion es un isomorfismo.

Como a = A - a, podemos fijar una coleccién de conjuntos disyuntos
{Sili < a} tales que o = |J,_,, Si, cada S; es no acotado en a de tamano A y
Min(S;) > i, esto es posible gracias a que podemos tomar S; = {i+\-0|J < «
y ¢ es ordinal limite}.

Definimos por induccién en i < a dos secuencias de modelos {N/|i < a}
y {M]|i < a} y una secuencia de K-funciones {h;|i < a}. Adicionalmente,
para i < « fijamos una secuencia a,|y € S;}. Estas construcciones deben
satisfacer lo siguiente:

1. M| realizary q.
2. N!< M.

3. {N/li < a} y {M]]i < a} son secuencias crecientes y continuas de
modelos en K.

4. N, = M.

5. {a,|y € S;} es una enumeracion de {a € M/|a |= r}.
6. a; € N,

7. hi: M, =N

8. {hili < a} es creciente y continua con hg = idyy,.

9. Cuando K es estable en A, se requiere adicionalmente que M/, sea
universal sobre M.

Veamos que esta construccién es posible.
Para i = 0, tomamos N/ = M, y sea M/ una extensién de My de cardinal
A realizando 7 y ¢. Si es posible elegimos M como una extensién universal
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de M, de cardinal \. Sea hy = idy,. Sea {a,|y € Sy} alguna enumeracién
(posiblemente con repeticiones) de {a € Mjla = r}.

Supongamos ya definidos Ny, M}, hj, vy {a,|y € Si} para k < j. Sea a;
dado, notese que a; ya habia sido definido porque j € UiSj' Consideramos
dos casos:

1. a; € Nj. Como M; = N; podemos encontrar ﬁj’ = M; tal que M} =
M;(Donde este isomorfismo extiende el isomorfismo entre M; y N),
por la propiedad de amalgamacién existe M* = M} tal que existe
una inmersion f : M;., — M* tal que [ | M; = idy;, podemos
tomar entoces M™ un modelo isomorfo a M* tal que el isomorfismo g
entre los dos extiende al isomorfismo entre M} = M. Ahora tomamos
hjv1=gofy Njyy = hjp1(Mji1). Sea M;y; un modelo que contiene a
My a N, de cardinal A, si es posible elegimos M}, universal sobre
M. Fijamos {a,|y € Sji1} alguna enumeracién de {a € M} ,|a |=r}.

2. a; ¢ Nj.Sea h = go f como en el caso anterior. Como a; ¢ N; se tiene
que a; € M;\ N;. Tenemos entonces que ga—tp(a;, N;) es no algebraico.
Vamos a comparar esta realizacién con la realizacién ¢; de r en M; ;1\
Mj. No es diffcil ver que f(ga —tp(f(c;), M;) = ga —tp(f(c;), Ni) que
es no algebraico. Como hy = id — My, tenemos que ga — tp(f(c;, N})
es una extension de r. Por la minimalidad de r podemos concluir que
ga — tp(aj, Nj, Mj) = ga — tp(f(c;), N;). Debe existir entonces f' €
Aut(M) tal que f'(f(¢;)) = a; y f' | Nj = idny, sea M™ = f'(M”).
Sea hji1 = f'ofy Niyy = hjp1 = (Mjy. Sea M, una extensién
de M; de cardinal A conteniendo NI ;. Si es posible, elegimos M,
universal sobre M}. Fijamos {a,|y € Sj;1} alguna enumeracién de
{a € M}, |a = r}. Esto completa la construccion.

Sea N' = ;.o Vi, M' = ;oo Mi y h = U, hi- M’ realiza q porque Mg lo
realiza, ademés h : M = N’ con h | My = idyy,. Vamos a probar que N' = M’
para poder concluir que M realiza ¢. Supongamos que no. Entonces N’ 2 M’
y podemos elegir a € M’ \ N’. Como no existen (r, A\)-pares de Vaught,
podemos elegir a |= 7. Por definicién de M, existe un i < « tal que a € M.
Entonces a = a, para algin v € S;. Ademas tenemos a = a, € N/, C N".
Esto contradice nuestra eleccion de a. O]
Teorema 2.42. Supongamos que K tiene modelos arbitrariamente grandes,
es x-ddcil y tiene la propiedad de amalgamacion. Si A > x > LS(K) y K es
categdrica en X y A\t entonces K es categdrica en \TT.
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Demostracion. Vamos a probar que para cualquier N € K,++ y cualquier
M =< N de cardinal AT, N realiza cualquier tipo sobre M. Sea M < N
de cardinal AT, por el teorema de existencia de tipos minimales enraizados
podemos asegurar que existe un tipo minimal enraizado r € ga — S(M).
Sea a < AT tal que a = A" - . Por LS, podemos construir por LS una
cadena creciente y continua de modelos (M; < N|i < a) tal que M = M,
y para cualquier ¢ < « podemos fijar a; € M1 \ M; realizando r, esto es
posible porque por el corolario (2.40) el tipo r es realizado A*"-veces en N.
Por el teorema anterior tenemos que | J,_,, M; realiza cualquier tipo sobre M
lo cual implica directamente que K es categérica en A+, O

Ahora tenemos todas las herramientas necesarias para probar un teorema
de transferencia de categoricidad hacia arriba.

Teorema 2.43. (Transferencia de categoricidad) Suponga que K tiene mod-
elos arbitrariamente grandes, con la propiedad de amalgamacion y que es
x-docil con x > LS(K) = Rg. Si K es categorica en X y \T con X\ > ¥,
entonces K es categorica en cualquier p con A < .

Demostracion.

Definicién 2.44. Una CEA es k-local si y solo si para cualquier cadena
creciente y continua de tipos no algebraicos (p;|i < k), existe un tipo no
algebraico p tal que p extiende a p; para cualquier i < K.

Lema 2.45. Si K tiene la propiedad de amalgamacion, entonces K es Ng-
local.

Demostracion. Sea a; que realiza p; € ga—S(M;) por hipétesis, para cualquier
1 < w, debe existir f; que fija M;_; y envia a; a a;_1, definimos entonces g; co-
mo fpo...of; entonces g;(a;) = ag, g; debe fijar Moy g; | Mi—1 = gi—1 | M;_;1.
Sea M| := g;(M;) y M" = |J M]. Entonces g = |J,,(g: [ M;) es un isomor-
fismo entre M = (JM; y M’ por la modelo-homogeneidad de M existe un
automorfismo i de M con h | M = g. Sea a = h™(ag). Ahora g; * o h fija M;
y envia a en a; para cualquier 7. Con esto se completa la prueba. O]

Sea « tal que A = N,. Vamos a probar que K es categérica en Ng para
todo B > a + 2. El caso base es el teorema anterior. Para § = v + 2, el
teorema anterior y la hipétesis de induccion prueban que K es categorica en

N .
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Si # es un ordinal limite mayor que «, supongamos que K es categérica
en cualquier p con A < pu < Ng. Vamos a probar que K es categérica en Ny ;.
Sea N de cardinal Rgy4. Fijamos M < N de cardinal Ng.

Hecho 2.46. Ezxiste un tipo minimal enraizado r € ga — S(M)

Demostracion. Si cf(f) = w. Sea (M;|i < w) una resolucién de M tal que
My € Ksx y M; € Koy, Por el teorema de existencia de tipos minimales
podemos encontrar rg € ga — S(My) minimal. Por la propiedad de densidad
de tipos minimales podemos encontrar r; € ga — S(M;) minimal tal que
r;+1 extiende a r;. Por el lema anterior existe un tipo no algebraico r €
ga — S(M) tal que r extiende a cada r;. Como K es décil por la monotonia
tipos minimales r es minimal. ry testifica que r es enraizado. O]

Sea M’ € K, con A < k < Rg una raiz de r. Suponga que existe un
(r,Ng)-par de Vaught entonces por el teorema (2.36), existe un (r [ M’, k)-
par de Vaught, por la hipdtesis de induccion tenemos que K es categérica en
kT, entonces por el hecho (2.35) no existen (r [ M’ k)-pares de Vaught, lo
cual implica que no existen (r, Ng)-pares de Vaught.

Por el corolario (2.40) N realiza r Ng -veces, por lo tanto podemos en-
contrar una resolucion de N, (M;|i < v) donde cada M; tiene cardinal Nz tal
que para cualquier ¢ < 7 existe ¢; € M,y \ M; realizando r y -y es un ordinal
limite < Ng satisfaciendo 7 = Rg - v. Ahora por el teorema (2.41) N realiza
cualquier tipo sobre M.

Si 3 es un ordinal limite > «, supongamos que K es categérica en todo X,
para o < v < (3. Para este caso es suficiente probar que cualquier mnodelo
de cardinal N5 es Galois-saturado. Dado N € Ky, y M =< N un modelo
de cardinal X, para algin v > a. Sea p € ga — S(M), podemos encontrar
N' € Ky, ,, tal que M = N’ < N. Por la hipétesis de induccién N’ es
Galois-saturado y realiza p. Entonces N realiza p. O

Combinando resultados de [Sh394] con el teorema anterior se tiene:

Corolario 2.47. Suponga que K es x-docil con amalgamacion y JEP con
LS(K) = Ng. Sea pig = Han f(K). Si x < Jwoy+ y K es categorica en algin
At > Jiguoy+ entonces K es categdrica en pi para todo pr > ignoy+ .



Capitulo 3

Pares de Vaught en CATS

En este capitulo vamos a observar la nociéon de par de Vaught en un
contexto diferente a los dos anteriores esto es en CATS (Compact Abstract
Theories). Este es un contexto similar a primer orden solo que aqui no se
tiene negacién de féormulas y no se puede hablar estrictamente de la unién de
una cadena de modelos, esto hace que el trabajo modelo-tedrico deba hacerse
de una manera un poco diferente. Alin asi los pares de Vaught ‘sobreviven’,
y podrian ser importantes en el desarrollo de la teoria de modelos en CATS;
posiblemente para el tratamiento del problema del nimero de modelos (en
particular en transferir categoricidad) como lo ha sido en otros contextos.

3.1. CATS

Existen varias maneras de definir lo que son C'AT'S. Si el lector desea
conocerlas puede dirigirse a [Benl]. En este trabajo vamos solamente a tra-
bajar una de ellas, esta definicién estd formulada de manera similar a la de
clase elmental abstracta, lo que nos permite empalmar con nuestro trabajo
anterior.

Definicién 3.1. Sea M wuna categoria concreta. Llamamos a sus objetos
modelos, y a sus morfismos inmersiones elementales. Escribimos M =< N si
M C N y la inclusion es un morfismo. M es una categoria elemental con
amalgamacion si satisface lo siguiente:

s Inyectividad: Todos los morfismos son inyectivos.

43
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» Propiedad de Tarski- Vaught: Siempre que My C My, y My < N,
M; = N, entonces My = M.

» Propiedad de la cadena elemental: Si una <-cadena es acotada
por Ny y Ny, entonces existe p € M y f; € Homp (M, N;) que conici-
den en | J | M;].

» Amalgamacion: Siempre que f; € Hompap (M, N;) para i < 2, existe
P e My g € Homp(Ni, P) tal que go o fo = g1 0 fi.

Definicién 3.2. Sea M una categoria elemental (con amalgamacion). Para
M; € M con i < 2, y tuplas (posiblemente infinitas) a; € M;, escribi-
mos (a', A, NY)E(a*>, B,N?) si A = B y existe N € M, AC N y f; €
Homap (N N) tal que fi(@') = fo(@®) y fo | A = ida. De manera sim-
ilar a como se hace en CEAS se puede probar que esto es una relacion
de equivalencia. La clase So(A) = ((a,A,N)/E : N € M,a € N%) es
la clase de los a-tipos sobre A, y S(A) = |JSa(A). Tambien escribimos
tp(a, A, N) = (a, A, N)/E, llamado el tipo de a en N sobre A.

Definicién 3.3. Una categoria elemental M tiene JEP (acorde con la ter-
minologia de CEAS) o es conezxa, si cualesquiera dos modelos en M pueden
ser inmersos en un tercer modelo de M.

Definicién 3.4. Decimos que una categoria elemental es compacta si satis-
face:

» Acotacidon de tipos: Para todon < w. S, (M) es un conjunto.

tp(b) si y solo si para

» Localidad de tipos: se tiene que tp(a) =
= tp(b') donde V' es la cor-

cualquier subtupla finita o’ de a, tp(a)
respondiente subtupla de b.

» Compacidad débil: Asumimos que x; es una tupla infinita,Z C P(I)
yX(zr) = {ps(xs) : J €I} es un conjunto de tipos sobre () en subtuplas
de I, tal que para cualquier X9 C X existe M € M y a; € M que
realiza Yo. Entonces existe M € M y a; € M' que realiza X2.

Como se puede observar las categorias elementales son un contexto sim-
ilar a las clases elementales abstractas, aunque con diferencias importantes.
La primera pregunta que podemos hacernos es si el trabajo desarrollado para
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clases elementales abstractas tiene alguna traduccion a CATS; més concre-
tamente, ;todo el trabajo de transferencia de Pares de Vaught bajo hipétesis
de categoricidad y docilidad, tiene alguna manera de adaptarse a CATS?.

Definicién 3.5. Sean M una categoria elemental compacta Ny, Ny € M,
tal que A C Ny 2 Ny y p € S*(A) no realizado en A, tal que p es realizado
infinitas veces en Ny , si no existe ¢ € Ny \ Ny realizando p se dice que
(No, N1) es un (p)-par de Vaught

Ejemplo 3.6. Los espacios de Banach son CATS (con isometrias como mor-
fismos) (ver/Benl1]). Partiendo de este hecho podemos ver que no puede existir
un par de Vaught contenido (es decir que los dos modelos sean subestructura)
en R (con la norma usual), esto se tiene porque si existiera p € S(M) con
M C R y (No, Ni) un (p)-par de Vaught, deberian existir infinitas realiza-
ciones de p en Ny (esto es implicado por el requerimiento en la definicion
para el tipo p), en particular sean ag,ayi,as realizaciones distintas del tipo
p. Como los morfismos son las isometrias, se debe tener en particular que
llaol| = ||a1]] = [|az|| lo cual es imposible.

Esta definicién es una adaptacion de la dada para clases elementales ab-
stractas. Aunque en C'AT'S se pueden utilizar férmulas (para estudiar este
tratamiento puede consultarse [Benl]) hemos definido pares de Vaught uti-
lizando tipos y no férmulas. Se ha hecho asi creyendo que las ideas de ceas
pueden ser en CAT'S més fructiferas corto plazo (en este punto) que las de
Baldwin-Lachlan (Baldwin-Lachlan es la aplicacién mds importante de los
pares de Vaught en primer orden). Tenemos que aclarar que de todas man-
eras esta manera de definir no cambia mucho las cosas, pues existe un buen
puente entre los tipos ‘de Galois’ y las formulas en CAT'S (ver[Benl]).

Teniendo ya una definiciéon de par de Vaught en este contexto nuestro
objetivo debe ser ponerla a funcionar, tratar de atacar un problema usando
esta nocion. El problema que posiblemente nos dard mejores indicios de la
aplicabilidad de los pares de Vaught en CAT'S es el problema de categori-
cidad. Grossberg denomina el problema del espectro de categoricidad como
el problema ‘test’ sobre el progreso de la teoria de modelos en un contexto
determinado.

La manera en la que los pares de Vaught han aportado al problema de
categoricidad es que de alguna manera las clases de estructuras categoricas en
algin cardinal no tienen pares de Vaught en algun intervalo de cardinales (en
primer orden el intervalo son todos los cardinales y en ceas con amalgamacion
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son los cardinales por debajo del cardinal de categoricidad). En el caso de
primer orden la no existencia de pares de Vaught implica directamente la
categoricidad en cualquier cardinal.

La idea entonces deberia ser tratar de probar la no existencia de pares de
Vaught a partir de la categoricidad en algtin cardinal. Creemos que esta parte
del problema no deberia ser tan dificil de superar, pues si examinamos los
dos contextos la prueba no requiere herramientas de estabilidad, solamente
saturacién y usa fuertemente el axioma de uniones (recuerde que en CAT'S
este axioma no se tiene). Pensamos que se puede sustituir el tomar uniones
por tomar limites directos, aunque esto puede complicar las cosas pues no se
conoce como se comporta saturacién cuando se toman limites directos (no se
ha explorado si el limite directo de una cadena de saturados es saturado).

Una segunda etapa seria utilizar el hecho de que no existen pares de
Vaught para extender categoricidad (aunque sea parcialmente). Esta segura-
mente es una parte dificil debido a que no ahi un desarrollo de la teoria de
estabilidad de CAT'S (nociones de independencia, rangos, modelos de EM,
etc.). Desearfamos tener un desarrollo de estas herramientas, posiblemente
similar a [Sh394]; esto puede tardar, aunque ya se han dado los primeros
pasos ([Ben2|) pero no exactamente hacia la direccién que hemos analizado
aqui.
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