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Capitulo 1

. Por qué es interesante saber si
algo es absoluto ?

1.1 Introduccion

En este capitulo hablaremos de absolutez dando su respectiva definicién y
algunos resultados que nos llevan a estudiar si alguna teoria es absoluta en
Matematicas. Daremos una explicacién en la cual se mostrara lo importante
de averiguar si algo es absoluto en una rama de la Matematica; en par-
ticular mostraremos que algunas nociones basicas de teoria de modelos son
absolutas; ademas discutiremos sobre absolutez en teoria de conjuntos y su
importancia para conseguir algunos resultados de consistencia. Por tltimo
daremos a conocer una falla de absolutez en teoria de la medida.

1.1.1 Absolutez

Definicién 1.1. Sea ¢ una férmula. Decimos que ¢ es absoluta (para ZFC')
st M = ¢ «— N | ¢ para todo par de modelos transitivos M, N = ZFC.
Se dice que ¢ es absoluta hacia abajo entre N y M si NC M y M = ¢ —
N = ¢. Se dice que ¢ es absoluta hacia arriba entre N y M si N C M y

NEy—=o>MEgp

Es decir una férmula se dice que es absoluta si tiene el mismo valor de ver-
dad en cada unos de los modelos de ZF'C. Las cuestiones acerca de absolutez
son muy importantes en parte de la teoria de modelos y la teoria de conjun-
tos, campos en los que multiples estructuras se consideran simultaneamente.
En la teoria de modelos, algunos resultados basicos y definiciones estan moti-
vados por el caracter absoluto. En la teoria de conjuntos, la cuestién es con-
seguir propiedades absolutas de conjuntos que nos permitan obtener nuevos



resultados.

La importancia de saber si algo es absoluto corresponde a estudiar qué
tan dependiente del universo conjuntistico es la matematica, es decir o saber
que no se depende tanto del modelo de ZFC' en el cual se esta trabajando.
Por ejemplo la condiciéon de cadena contable c.c.c no es absoluta pues de-
pende donde se trabaja, ya que si tenemos un modelo M transitivo contable
y P € M es orden parcial entonces se tiene que bajo V| P es contable y de
ahi se sigue que es c.c.c , pero trabajando dentro de M uno puede construir
un orden parcial P en el cual falla c.c.c .

Daremos una discusion interesante dada por [7], en la que se mostrard lo
importante de saber que algo es absoluto, en este caso en teoria de modelos.
Supongamos que tenemos una teoria contable 7' de primer orden y ademas
supongamos que 1" es k-categorica para k un cardinal infinito. Es decir que
para cualquier par de modelos M, N |= T de cardinaidad  existe un isomor-
fismo f: M — N.

Ahora supongamos que esto ocurre dentro de ZFC. Si sucediera que
podemos cambiar el modelo base de ZFC', por ejemplo restringiendo a los
conjuntos construibles o si utilizamos forcing para generar nuevos conjuntos,
la pregunta seria: ; qué sucedera con la k categoricidad de T'.7
Bajo estas condiciones pueden suceder muchas cosas:

1. Se pueden perder los isomorfismos para un par de modelos de T de
cardinalidad &,

2. Algunos modelos que son de cardinalidad s ya no tienen biyecciones
con K,

3. Pueden aparecer nuevos cardinales por debajo de x o incluso desapare-
cer cardinales por la introduccion de nuevas biyecciones,

4. Algunos modelos digamos como M o N pueden desaparecer como con-
junto dando lugar a un nuevo conjunto ” M”.

El no conocer la k-categoricidad de T' es absoluta puede afectar dicha
definicién, por lo expuesto anteriormente, pero lo interesante es que la k-
categoricidad de T si es absoluta, por lo tanto no puede suceder lo afirmado
y perjudicar dicha definicién.



Daremos unas definiciones que nos serviran para probar que algunas no-
ciones de teoria de modelos son absolutas y nos permitiran concluir que la
teoria de modelos de primer orden es absoluta.

Definicién 1.2. (Jerarquia de Lévi) Una formula es X, (X) si es de la
forma

oy Vo, g Qe V(T4 ooy Ty Y1y oey Ym)

donde para todo i y; € X y todos los cuantificadores de 1 son acotados y ()
es d en caso de que n es impar y v si es par.

e Una formula es II,, (X) si es la negacion de una formula X, (X).

e Una propiedad es A, (X) si a la vez X, (X) y IT,, (X).

Definicién 1.3. Una férmula es X} (y1,..,yn) si es de la forma

legw\VIIQQWHngw...angww(ﬂil, ey Ty Y1y -4, ym)

donde para todo i y; C w y todos los cuantificadores de 1) son acotados y ()
es d en caso de que n es impar y v si es par.

o Una férmula X} es X1 (y, ..., yn) para algun yi, ..., y, C w.

o Una férmula es ITX(y1, ..., yn) o II} si es la negacion de X2 (yi, ..., yn) o IT}
respectivamente.

e Una férmula es aritmética (en a) si es X (Zd(a).

e Una férmula es proyectiva si es X o IT}.

e Una relacion en Wb x (W) es XL (y1, .o yn), 1L (y1,..,yn),58, IIY ar-

itmética o proyectiva si es expresable por alguna formula en las respectivas
formulas.

o Una relacién en w® x (w*)! es AL (y1,..,yn) 0 AL si es ambos XL (y1, .., yn)
y 1Ly (Y1, yn) 0 X y 1T



Teorema 1.4. (Shoenfield)Toda definicion ¥} es absoluta para todo modelo
M transitivo de ZF tal que ON C M.

Teorema 1.5. (Levi) Toda definicion 11} es absoluta para todo modelo M
transitivo de ZF'.

Lema 1.6. Sea T una teoria completa de primer orden.

1. Sea A un conjunto finito tal que A C M con M = T entonces el
predicado p € S(A) es una propiedad aritmética.

2. S(A) es contable es una I} -predicado de A.

Demostracion. En efecto, notemos que si p € S(A) sii para cada ¢ L(B)-
formula se tiene que ¢ € p 0 =¢ € p, pero esto Ultimo es un predicado ¥].
Para la prueba de 2, primero demos unas definiciones que nos ayudaran a
probar lo que queremos.

Definicién 1.7. x € w* es hipergeométrico si v € Al. = es hipergeométrico
en y denotado como x <p;, y si x € Al(y) Ademds tenemos el siguiente

hecho.
Hecho 1.8. (Lema de Harrington)
1. El predicado {(z,y) : © <pip y} es I}

2. Si K C w” es X entonces para cualquier y, K contiene un elemento el
cual no es hipergeométrico en y sit K contiene un subconjunto perfecto.

Para la segunda parte la idea es caracterizar ”S(A) contable ” de la
siguiente forma, como p € S(A) es ¥1 por lema de Harrigton cada p es hiper-
geométrico en A entonces:

Vp(p € S(A) = (p <nip A)) es 1l
0

Teorema 1.9. Sea T una teoria contable completa de primer orden. T es
w-estable es absoluta.

Demostracion. T es w-estable sii para cada conjunto finito, S(A) es con-
table pero esto ultimo es I1} ]

Teorema 1.10. Sea T' una teoria completa contable de primer orden con
infinitos modelos. Entonces T es Ny-categorica es absoluta.



Demostracion. Por teorema de Ryll-Nardzerwki, tenemos que T es Ng-
categorica sii hay un nimero finito de férmulas no equivalentes moédulo T sii
para cada n existe @1, @9, ..., ¢, tal que si i # j T no prueba que ¢; = @;
y dada v existe j tal que T prueba que 1) — ¢, y esto resulta ser predicado
aritmético. O

Lema 1.11. Sea T una teoria completa contable de primer orden con infini-
tos modelos. T tiene pares de Vaught es absoluto.

Demostraciéon. T tiene Pares de Vaught sii existen modelos M < N y
para cada ¢ L(M)-férmula se tiene que

L. M#N
2. (M) es infinito
3. (M) = p(N)
pero esto es equivalente a un predicado ¥3. O

Teorema 1.12. Sea k un cardinal no contable. La k-categoricidad de T es
absoluta.

Demostracion. Por el teorema de Baldwin-Lachlan tenemos que 1" es k-
categdrica sii T' es w-estable y no tiene pares de Vaught pero esto tltimo es
absoluto por tanto T es k-categdrica es absoluta. O

Corolario 1.13. Sea T una teoria contable completa de primer orden. T es
totalmente trascendente es absoluta.

Demostracion. Se sigue del hecho de que T' es w-estable sii T" es totalmente
trascendente. O

En la teoria de conjuntos el tener absolutez no solo nos permite tener
definiciones absolutas sino que nos ayuda al estudio de resultados de consis-
tencia (como lo habfamos mencionado) para ciertos forcing ver [4], sabemos
por teorema de Shoenfield que tenemos absolutez para ¥} o II, pero para
conjuntos de la forma 31 no es cierto pues si agregamos reales de Cohen L
entonces la sentencia afirma que no existe un real construible que sea ¥} y
que falla en L. Mejor dicho tenemos lo siguiente.

Teorema 1.14. Supongamos que w; = wi entonces la $k-absolutez falla para
algun forcing que preserve wy.



En cambio el tener ¥}-absolutez nos permite concluir que w; es inaccesi-

ble.

Corolario 1.15. Si tenemos Y.3-absolutez para forcing que preserve w; en-

. . . . L
tonces wy es real inaccesible, es decir, para cada a C w se tiene que wy > w; e

Los resultados previos se podran restringuir a clases de forcing o incluso
a semi-propio forcing el cual fue introducido por Shelah; al cambiar a clases
de absolutez también juega un rol importante ayudando a obtener buenos
resultados, por eso la importancia de tener absolutez.

Teorema 1.16. Supongamos que Eé—absolutez es cierto para forcing propios
0 wy es inaccesible en L o lo es wo.

Tenemos que Y3-absolutez falla para clases de forcing ya que tenemos el
siguiente resultado.

Teorema 1.17. Supongamos que M es un modelo de ZFC entonces existe
una clase genérica extension N de M y una o es ¥} sentencia con pardmetros
reales de M tal que ¢ es cierto en N y falso en M.

Como estamos viendo aplicaciones de absolutez en pruebas de consistencia
se tiene que es mejor Yj-absolutez que Yi-absolutez pues Y}-absolutez se
tiene para Cohen forcing.

Teorema 1.18. Supongamos que Li-absolutez para forcing o-centrado 1y wi
es un real inaccesible entonces wy es un cardinal Mahlo en L.

Por tltimo mostremos otra aplicacién de Yj-absolutez que mostrard la
exsitencia de un cardinal débilmente compacto.

Teorema 1.19. Lo siguiente es equivalente.

1. Yi-absolutez con respecto a extensiones de forcing que tiene la c.c.c

2. Emiste un cardinal débilmente compacto

Bueno como ya hemos visto el tener absolutez es muy importante pues
no solo se consigue mirar que tan absoluta es una definicién sino que ayuda
a probar resultados en el campo que se este trabajando caso particular en la
teoria de conjuntos como acabamos de ver, pero no solo la absolutez tiene
gran relevancia en teoria de modelos y conjuntos también hay resultados de
absolutez en teoria de medida como veremos ahora. Por ejemplo hasta el
momento sabemos que cada conjunto conjunto X} es Lebesgue Medible el
cual cumple la propiedad de Baire, mas aun si es infinito tenemos que no
tiene un subconjunto perfecto, pero tenemos lo siguiente:
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Corolario 1.20. Si V = L ewiste un conjunto ¥} el cual no es Lebesgue
Medible y no tiene la propiedad de Baire.

Demostracion. [1] O
Mas atn bajo V = L podemos obtener mucho mas.

Corolario 1.21. Si V = L existe un conjunto no contable 33 sin un subcon-
junto perfecto.

Demostracion. [1] O



Capitulo 2

Una dicotomia en Teoria de
Modelos

2.1 Introduccion

En este capitulo vamos a trabajar en el contexto de Clases Elementales Ab-
stractas (CEA), las cuales fueron introducidas por Shelah como una general-
izacion de la clase de modelos de una teoria de primer orden. Se ha podido
observar a través de los anos que las CEA poseen un equilibrio entre la
generalidad y manejabilidad; son lo suficientemente generales para capturar
ejemplos. Pero ademés tienen una teoria de modelos que permite generalizar
muchas de las herramientas utilizadas en primer orden; es por eso que las
CEA son un contexto bastante trabajado en la actualidad. En este orden de
ideas, usamos en este capitulo nociones de teoria combinatoriia de conjun-
tos (ejemplo como diamantes débiles, axioma de Martin), donde el uso de
diamantes débiles serd esencial para probar los teoremas estructurales que
expondremos, pero encontraste tenemos que que bajo el axioma de Martin
tenemos el opuesto del teorema.

2.1.1 Preliminares

Definicién 2.1. Sea L un lenguaje . Decimos que (K, <) es una clase el-
emental abstracta si IC es una clase de L-estruturas ordenadas parcialmente
por <y cumpliendo las siguientes condiciones

A0 (K, <x) es cerrado bajo isomorfismos

Al Para M,N € K st M <x N entonces M C N



A2 Sea M,N,M* € L(K).Si M C N ,M <x M* entones M C N

A3 (Lowenheim-Skolem) Existe un cardinal LS(KC) > g tal que para
todo M € K y A C |M|, existe N € K tal que N < M , A C |[N| y
NI} < [A] + LS(K).

A4 (Cadena de Tarski-Vaught)

(a)Para cada cardinal @y cada N € K si {M; < N :i < pu} C K es
<jic-creciente entones UKM M, e Cy UKM M; <x N

(b)Para cada cardinal reqular p {M; : i < u} C K es <-creciente entones
Ui<uMi e KC Y MO < Ui<uMi

Ejemplo 2.2. 1. Sea T una teoria y definamos que Kr := Mod(T) con
M < N sii M es submodulo elemental de N entones (I, C) es una CEA

2. 1 Kr := Mod(T) para una teoia de primer orden en el lenguaje L y
M < N sii M es subestructura elemental de N entonces (KC, <x)es una
CFA.

3. Modelos de 3V -teoria de primer orden con <x como subestructura es
una CEA.

4. La clase de todos los grupos solubles con <x la relacion de subgrupo es
una CEA

5. La clase de todos los grupos libres con <x la relacion de subgrupo es
una CFEA.

6. Si I = Mod(p) donde ¢ € Ly, y < como la relacion de submodelo
elemental con respecto al fragmento contable que contiene a p entonces

(K, <) es una CEA.

7. Si KK = Mod(p) donde ¢ € L+, donde < como la relacion de submod-

elo elemental con respecto al fragmento que contiene ¢ entonces (I, <)
es una CEA.

Definicién 2.3. Sea (K, <x). El nimero de Skolem de K es denotado por
L(K). Si existe un cardinal X tal que para cada M € K y cada A C |M|
existe un N € KC y cada A C |N| tal que M <x N y ||[N|| < A+ |A]

Definicién 2.4. Sea (K, <x) una clase elemental abstracta y A < L(K).
Decimos que IC es A-categorica sii todos los elementos de Ky son isomorfos.

Donde Iy, ={M € K : ||M|| = A}.
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Definicién 2.5. Sea K una clase elemental abstracta y A > Ry + LS(K).

Decimos que KC tiene la propiedad de A-amalgamacion si para cada M; € IC
de cardinalidad \(para | = 0,1,2) y cada f; : My — M, (1 = 1,2) K-
embebimientos entonces existe N € K de cardinalidad X\ y g, : M; — N
IC-embebimientos tal que el siguiente diagrama conmuta.

M, 25 N

flT ng

Mo T> MQ
Definicién 2.6. Para M, N € K un monomorfismo f: M — N es llamado
KC-embebimiento sii f[M] <x N. Denotaremos esto por f : M — N.

Definicion 2.7. Una estrutura M € K, es llamado un modelo universal sii
para cada N € IC, existe un IC-embebimiento de N en M.

Teorema 2.8. (Existencia de resolucion)Sea (KC, <) una clase elemen-
tal abstracta y A > L(K) + Yg. Para cada M € K de cardinal X\ eziste
{M; <x M :i <A} tal que:

1. i<j—>Mi-<jch,
2. Sii es limite — M, = Uj<l- M;y
3. M:UKAMi

Demostracion. [8] O

2.1.2 Principio Combinatorio

Daremos algunos definiciones y resultados que nos seran ttiles mas adelante
en la prueba de los teoremas centrales.

Definicién 2.9 (Devlin-Shelah diamantes débiles). Sea k < w y S C A\ un
conjunto estacionario.El principio @3, (S), es cierto sii para toda funcién

F <2 92X s & emiste una funcidn g : Xt — k tal que para toda f : A\t — 2
el conjunto {6 € C': F(f [ 0) = g(d)} es estacionario.

Definicién 2.10. ©,+ es cierto sii para todo {f, : \* — 2* 1 € 2" 2} y para
todo C' C AT estacionario, existen £ v e* 2 yé € C tal que lo=rf 19

y o] # vio].
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Hecho 2.11. Sea S C AT es un conjunto estacionario 1 < k < w y ademds
supongamos que D3, (S) es cierto entoneces.

Para todo entero positivo n

— k existe una funcién g : A\t — k y

+ +
y cada F @ =20 x oo x<A 20

v
n veces

para toda fi, ..., fn : AT — 2* el conjunto {§ € C : F(f1,....fn 1 0) = g(6)}

es estactonario.

Hecho 2.12. S: <I>?\+ es cierto entonces O+ también lo es.

Demostracion. Supongamos que tenemos los siguientes conjuntos {f, :
At = 22 i er 2} y € C AT estacionario.

Para cada o < A\;np €* 2, y h: @ — 2, definamos la siguiente funcién

0 Sidner>2,

1 en otros casos.

F(na h’) = {

Luego por hipétesis y por el hecho 2.11 existe g : AT — 2 tal que para
todon: AT =2y h: At — 2el conjunto {6 € S: F(n|do,h|d)=g(d)}es
estacionario.

Definamos n[d] := 1 — ¢g(0) para todo @ < AT. Y consideremos el caso
h = f,. Como el conjunto {§ € S : F(n [ 0,h | §) = g(d)} es estacionario
entonces tomemos 6 € C tal que F(n [ d,h [ §) = g(d) ().

Ahora consideremos dos posibles valores de g(d).

Caso 1: si g(0) = 0. Luego por (x) y la definicién de F' tenemos que
F(n1d,h[6) =0es decir existe v €*" 2tal que v >0 [ 6, f, [ 6 = f, | 6,
y v[0] = 0. Por otro tenemos que n[d] = 1 pues n[é] =1 —g(§) =1—-0=1,
por lo tanto 6, v, 7 son lo requeridos .

Caso 2: si g(d) = 1. Entonces n[d] = 0 (xx) esto por la definicién de n y
g(8) =1, evaluemos F'(n [ d,f, [ 0): comon >n[dy f, [ C f, vy ademés
n[d] = 0. Entonces por la definicién de F' tenemos que F(n [ 6, f, [ §) = 0.
Lo cual resulta que ¢g(§) = 0 Absurdo puesto que contradice lo que supusimos.

O

Hecho 2.13 (Devlin-Shelah). 2% < 22" « @2,
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Definicién 2.14. Sea N > v > Xy, P un conjuntos de cardinal A\, F =
{A; 1 i € I} una familia de subconjuntos de P. Decimos que F es (6,v)
estocasticamente independiente si y solo si para cada par disjunto Jy,Jo de
cardinalidad < v se tiene que :

| mieh AN ﬂjer Ajl = A

2.1.3 Teoremas estructurales en Clases Elementales Ab-
stractas

La demostraciéon del préximo teorema hace uso del principio combinatorio
del diamante débil el cual expusimos en la secién anterior(equivalente a la
hipétesis de GCH débil 28 < 2*). Los diamantes débiles nos permiten
construir para este caso arboles binarios de modelos que se pueden tomar
incompatibles pues en ellos se tiene que falla la propiedad de amalgamacion.

Teorema 2.15. Supongamos que 2* < 2" . Ademds supongamos que K es
una CEA en la cual falla la propiedad de A-amalgamacion . Si I(A\,K) =1
y A > LS(K) entonces I(A\*,K) = 22"

Demostracion. Primero notemos que y+ # () pues I(A\,K) =1y en K
falla La propiedad de A-amalgamacién.

La idea es construir un drbol binario de altura A™ de modelos M), para p ert>
2 esto es posible usando porA-categoricidad y la tripleta Ny, Ny y Ny € Ky que
se pueden amalgamar. Constrayamos dicha familia de la siguiente manera
para p €)"> 2 se define la familia M, € Ky tal que cumpla lo siguiente:

1. V<7]—>MV-<KM77,

2. Cuando I(p) es un ordinal limite , M, =,y Mpla;

a<l(

3. Dada una tripleta M, o, M,.1, M, no es amalgamable,

4. |M,| = Xy ademas domM, = A(1 + I(p))

Dividamos la prueba en dos casos en uno se presenta una falla GLOBAL
de amalgamacién y en el otro una falla DEBIL amalgamacion.

CASO 1 Para esto caso supongamos que existe N < M de modo que para
cualquier M* extendiendo M en K , existe un par M° y M! extendiendo M*
de modo que no puedan ser amalgamados sobre N.

A las condiciones 1—4 anadimos lo siguiente M, := N y modificamos la

13



condicién 4 por:
4*.M,oy M, no pueden ser amalgamados en N.
Para n €*" 2, definamos M, = Uycr+ Myja

HECHO 1.1 Paran # v € 2 probemos que (M,, a}aem % (M,, a>a€‘N|

Pero podria pasar que bajo el CASO A y para n € 2 se puede tener
M, =~ M, es decir el isomorfismo no fija la prolongacién N.

En efecto supongamos que 1 # v y que existe f : (M,, a>a€‘N| = (M,, a)aew‘
Seaav < Aptalquen a=vana =0yva =1

Denotemos por p :=1n [ a, luego ya que f[M, o] := M* < M,, M* = M,y
f I N = N se tiene entonces que el modelo M* es un amalgaman de M, y
M., sobre N, pero esto es una contradiccion de la condicién 4.

Lo anterior probado sera esencial para lo que sigue.

Supongamos que p := (AT, K) < 2" Tomemos una familia {M; i< p}
completa de isomorfismo representativa de KCy+.

Notemos ademds que [{(My, @),y / =7 S [{{Mi, a) ey 1 <
po|Mi] = AP < plMiN = p(AY = AT = p2d < 2V, esta iltima
desigualdad es cierta por la hipétesis de 2* < 22", Pero esto contradice el
hecho 1.1 .

CASO 2. Para este caso negemos el CASO 1, es decir para todo M, N
con N < M € K, existe un M! extendiendo M de modo que para cualquier
extension My y M; de M, My y M; no pueden ser amalgamados sobre N.
Modifiquemos 4, y reemplacemos por:

(4)*. Si M° y M' son extensiones de M,.o y My1, My, M® y M!
pueden ser amalgamados.

Llevando a cabo la contrucciéon en sucesores podemos definir a M, y
M,y de M,.
Luego aplicamos A-categoricidad para fijar un isomorfismo f : M, = Ny(no
amalgamables de la tripleta que se eligié al principio).

Usando N, N, podemos armar ciertas estructuras M* y M** extensiones
M, las cuales no pueden ser amalgamables sobre M,,.

14



Por la hipétesis del CASO 2, podemos tomar M,y como una extensién
de M™ asi para cualquier extesion de M, puede ser amalgamados sobre M,,.
Tomamos M, similarmente para M**.

Ahora definamos C':= {6 < AT : § = A(1 + )} el cual es un club.
Por Ulam existe {S, € C : v < A*} un conjunto estacionario tal que
Y # Y2 = Sy, ()55, ¥ para todo 7 < AT tenemos que ®y+(S,) es cierto.
Para todo § < A* tal que d = A(1+ ), h: 6 — § y para n,v €’ 2
Definamos la siguiente funcién:

(1 sih:M,— M,
M, oy Mo se pueden amalgamar sobre M,
fn,v,h) =

0 otros casos.

Por ®,+(S,) podemos escoger una g, : AT — 2 tal que para todo n,v €
AT2 y cada b : AT — ATtenemos ahora que

S={6€S,: F(nldv]dhld)=g,(0)} es estacionario.

Luego para cada X C A" y cada 6 < A" definamos una funcién nx :
AT — 2 de la siguiente manera

0] = g-(0) si beS,N0eX
fx10] - 0 otros casos

HECHO 2.1. Probemos ahora que para X # Y C AT se tiene que
My = My,

En efecto supongamos que X # Y C AT, ademds que h : M, — M,,.
Luego para cada v < AT podemos aplicar ®+(S,) a nx,vy y h : AT —
A*(pues dom(M, ) = dom(M,, ) = \*) y obtenemos g, : A\* =2y S/ C S,
estacionario donde S! :={d € S, : F(nx [ d,vy [ 6,h [ §) = g,(0)}.

Definamos ahora D := {6 < AT : (h [ 0): 0 — d} el cual es club.
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Ahora para v < A" definamos ST =S/ N D, sin perdida de generalidad
existe v € X — Y. Tomemos entonces ¢ € S7.
Para facilitar el trabajo denotemos n :=nx [ §d y v :=ny [ . Luego como
v ¢ Y por la definicion de la secuencia ny tenemos que 1y [6] = 0, ademas
v <0 <vy.

Ahora consideremos el valor de nx[d], pero para este solo existen dos posi-
bilidades:

1. Sinx[d] = 1, entoces por definicion de nx[d] tenemos que nx [0] = g,(6),
luego como ¢ € S, tenemos que F(n,v,h) = 1. Pero por la definicion de F’
conseguimos que M, y M, pueden ser amalgamados sobre M,,. Entonces
podemos fijar M! un amalgama , f y ¢ funciones tales que el siguiente
diagrama conmuta

M, —2— M!
idT Tf
]\477 T) My,\o

Luego como 11 < nx,0 < ny y por la hipotesis de h : M, — M,
tenemos que el siguiente diagrama conmuta.

hIM, -
My —= M

ny

] T

]\477 T) MVD

Como |M,, | = A* entonces por Lowenheim-Skolem existe M? <y M,
de cardinal X tal que h(M,1) y Mo <xc M2

Por tanto se tiene que el siguiente diagrama conmuta.

h
M,y —2s M2

J T

.Z\477 T> Ml;()

Ademads tenemos que
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Ml

|
MV,\O T> M?
Luego por la condicién (4)* existe M? € K, y K-embebimientos ¢; : M —

M3(para [ = 1,2) tal que el siguiente diagrama

MY Ly M3

7T

M, —— M?
id
es conmutativo.

Si combinamos ()1, (*)2 y (*)3 obtenemos el siguiente diagrama

n
id f e
My ——= My, —— M
id
Y
M,

De ahi tenemos que el siguiente diagrama

hoes
M,y 220

id goeq

es conmutativo, lo cual es una contradiccién pues contradice (4)*.

17



2. Si nx[0] = 0 debemos tener que n ~ 0 <ny. Ademas como h : M, —
M, conseguimos que M, es un amalgama de M,,o y M,y sobre M, y por
definicionde F' tenemos que F(n,v,h [ §) = 1. Como ¢ € S se tiene que
g-(0) =1 lo cual por la definicién de nx da que nx[d] =1 y esto contradice
que lo asumimos.

]

Teorema 2.16. Supongamos que 2* < 22" Ademds supongamos que K es
una CEA en la cual falla la propiedad de A-amalgamacion . Si [(A\,K) =1
y A = LS(K) entonces Ky+ no tiene la propiedad universal.

Demostracion. Supongamos que K es una CEA en la cual falla la propiedad
de A-amalgamacién entonces podemos tomar Ny, N1, Ny € K, que no son
amalgamados . El objetivo es contruir un arbol binario de altura A* de
modelos M, p "> 2 esto es posible por M-categoricidad y Ny, N1, Ny € Ky,
contruyamos la familia de la ICy la siguiente manera.

Para p €)"> 2 definamos una familia M, € K\ asi tenemos que :
lL.v<n—M, —<KM77,

2. cuando [(p) es un ordinal limite , M, = | Mo ,

a<l(p)

3. Dada una tripleta Mo, M,~1, M, no es amalgamable,
4. |M,| = X y ademés domM, = A(1 + l(p)).

Ahora supongamos por reduccién al absurdo que M € K+ es un modelo
universal , podemos suponer que |M| = A. Luego para cada n er 2 y como
M es universal entonces existe un K-embebimiento f, : M, — M.

Por otro lado consideremos el siguiente conjunto C' := {§ < AT : 4§ =
A(1+0)} el cual es un club.

Tenemos que ©,+ es cierto por teorema 5 y corolario 4.

Por ©,+ existe n # v €*” 2y § € C como en la definicion O+ .
Denotemos por p el mayor segmento inicial comin de n y v el cual es 5 [ 9.
Se tiene que 1 # v €*" 2 entonces 1[d] # v[d] por lo tanto podemos asumir
que n[d] = 0 y v[d] = 1, sabemos existen funciones f, : M, — My
fv: M, — M y como n[é] = 0y v[d] = 1 podemos considerar f, : M, — M
y fu: M,1 — M los cuales son embebimientos , luego podemos encontrar
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M* <x M de cardinal A conteniendo f,[p ~ 0] U f,[p ~ 1] esto es por
Lowenheim-Skolem .

Luego consideremos el siguiente diagrama

M, —Is M

idT Tfu

M, — My
K2

el cual es conmutativo y lo cual contradice la condicién 4.

2.1.4 Nociones de Forcing

Daremos unas definiciones béasicas que son utilizadas cuando se comienza el
estudio de Forcing, mas ain veremos una primera nocion de Forcing cuando
trabajamos el axioma de Martin.

Definicién 2.17. D C P es denso en P sii para todo p € P existe d € D tal
que d <p

Definicién 2.18. Sea (P, <) un orden parcial. Una cadena en P es subcon-
gunto en C C P tal que Vp,q € C(p < qV q<p)

e p y q son compatibles sii Ir € P(r < pAr <gq)
e Decimos que p y q son imcompatibles p L q sit =3r € P(r < pAr < gq)

e Una anticadena en P es subconjunto A C P tal que Vp,q € A(p # q —
pLaq

Definicién 2.19. Un orden parcial en P tiene la condicion de cadena con-
table sii toda anticadena en P es contable.

Definicién 2.20. G es un filtro si:
e Para todo a,b € G exister € G tal que r < a, b

e Paratodoqe GypeP,sip<q—>qeCG
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Definicién 2.21. (Axzioma de Martin)AM (k) dice que dado un orden
parcial P no vacio que satisface la c.c.c y D familia de subconjuntos densos
de P < Kk existe un filtro en G en P tal que VD € D(D NG #0).

Definicion 2.22. G C P es un P-génerico si G es un filtro y para todo
DcCcP, DeM—-DNG#¢

Lema 2.23. Si I,,J € M, I es infinito, J # O y G es un P := Fn(l,J)-
génerico sobre M entonces | JG es una funcion de I en J

Definicién 2.24. Una familia a; es llamado un A-sistema sit existe un
conjunto r, llamado raiz del A-sistema tal que a N'b = r para cualquier
elementos a y b de a¢

Teorema 2.25. (Lema de A-sistema) Dados conjuntos finitos ac para
¢ < wy existe un conjunto S C wy no contable tal que {a¢ : ( € S} forma un
A-sistema.

2.1.5 Grafo Aleatorio ;4

El grafo Aleatorio IC;,42 més conocio como la grafica bi-partita es una clase
elemental abstracta axiomatizada en L(Q), la cual cumple las siguientes
propiedades:

1. Es categorica en N
2. LS(’Clndg) = NO
3. Falla la propiedad de amalgamacién para K;pq40

Y por tanto si en V vale MAy, se tiene entonces que M Ay, + 2% > N;
= I(Ny, Kina2) = 1. Esto sucede pues el célculo del nimero de espectros no
es absoluto, depende del modelo de ZFC' donde calcule.

Demos una descripcién del grafo Aleatorio Kinge, primero L(KCina) =
{P,Q, E} donde Py @ son predicados y E es un predicado binario. Entonces
M € Kipap si M = (|M|, P, QM EM) y ademés

1. PM tiene cardinalidad \
2. M =PMuQQM  EMC PMx QM y PM QM = ¢.

3. Ademés sea A) = {z € PY : zEMy} C PM ; mas la siguiente
condicién : que la familia F := {AM : b € Q} es estocasticamente
independiente.
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4. Dados A, B C PM conjuntos disjuntos vamos a denotar a

Y = {y, € Q" : aEMy¥Ya € A, bEMyVb € B}

Maés la siguiente condicién que para cualquier A, B subconjuntos de
PM de cardinalidad < y se tiene que [T} 5| = || M|

Luego para modelos M, N € Kj,4. Definamos M < N sii PM = PV,
QY Cc QY y EMC EN,

En K definimos una segunda relacion <* como sigue M <* N sii M < N y
Ty =T} 5| > X para todo conjuntos dijuntos A, B C P tal que |A|+|B| <
u

Nota 2.26. Para cualquier M € K;nqo satisface el axioma de extencionali-
dad: pues dados by # by € QM por ser estocasticamente independiente pode-
mos encontrar Aé‘f npe-— Aé‘;j tiene cardinalidad X asi en particular existe
a € PM tal que M |= aEMby A =[aEMby|. Ademds si M € Kingo entonces
A<M <2

Lema 2.27. IC;,q42 es categorica en Ny

Demostracion. Supongamos M, N € Ky,, luego fijemos |[N| = {¢; : i < w}
vy {d; : i <w} = |M|. laidea es definir {f; : i < w} isomorfismos parciales
de M en N tal que |f;] < w y para cada ¢ < w existe j(i) < w tal que
c; € domfiu y d; € ranfjg).

Continuemos la prueba por inducién sobre ¢: para ¢ = 0 definamos f := ¢
Para i > 0 existen dos posibilidades:

i es par. Sea fi_1:={J;_; f; y definamos a := min{a < A:c, ¢ domfi_1}.
Caso A ¢, € PM. Definamos

{by:y<B<Ay=domfi QY ymn <3

tal que

M = co Ebe para todo ¢ < vy M = —[c, EC] para todo ¢ > 7

Como f;_1 es inyectiva se tiene que (; # (o = fi_1(¢1) # fi—1((). Por la
hipétesis de la independencia podemos conseguir que

Neey A}\Ll(bd NNy cep (PY = A%q(bg)) (%) es un subconjunto de PM de
cardinalidad Ng.

Ya que el rango de f;_; tiene cardinalidad < X existe un elemento de (x) tal
que a ¢ range f; 1

Sea f; := fi-1 U {{ca, )}

Caso B ¢, € QM. Definamos

{ay:y<B <Ay =domfi NPY ymn <pB
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tal que

M = acEc para todo ¢ < vy M = —[c,E,] para todo ¢ > v

Y como f;_; es inyectiva se tiene que los conjuntos

A={fi1(Q): (<my B:={fi_1(¢) : ¢ > 7 son disjuntos.

Como [T} 5| = Ry existe b ¢ 'Y 5 — ranf;_1. Por tanto definamos f; :=
Jier U {{ca, @)}

Si i es impar. Sea f;_1 := Uj<¢ fiy a:=min{d, ¢ domf;_1}. Y repetimos
el armumento previo para f~! y encontramos f; una extensién de f;_; tal
que d, € ranf;. Esto verifica que |J,_, fi: M = N m

Lema 2.28. Falla la propiedad de amalgamacion para KCi,qao

Demostracion. Sea My <* M € Ky,, luego fijemos b € QM1 — QMo
Definamos M, de la siguiente manera, su universo sera el de |M;|, ademé&s
PMz — pMo v QM2 = QM1 Y definamos su relacién EM2 de la siguiente

maneras:

M .
My, ] aEMc sib#c
b0 {ﬂ[aEMl b] otros casos

Continuando supongamos por contradicion que M es una amalgama de
M; y My sobre My, luego existe un embebimiento f : M; — M, ademas
podemos asumir que My < M. Supongamos ahora que a € Aéw ! entonces
M, = [aEb] y por f resulta que M |= [f(a)Ef(b)]. Luego como f | P = Idp
se tiene entonces que M = [aEf(b)], por como esta definida E*2 resulta
que a ¢ A{)V[ . Como ;42 satiface el axioma de extencionalidad entonces
f(b) # b. Acd el punto clave es como {AM : ¢ € QM} es estocasticamente
independiente entonces AM N A%b) tienen cardinal w pero esto contradice la
forma de como se establecié la disjuncién entre ellos. O

Ahora ya estamos listos para probar M Ay, +2% > R = Iy, Kingo) = 1.

Demostracion. Supongamos que M, N € Ky,.Renombremos los elemen-
tos del universo N tal que |[M|N|N| = ¢. Luego fijemos {M; : i < w}y
{N; i < w} ambas <*-crecientes y resoluciones continuas de M y N tal que
PMo = pM vy pNo — pN_ Esto es posible pues (K, <*) satiface el axioma de
LS y el primer axioma de unién de cadenas de longitud < A™.
Consideremos P := {f un isomosfismo parcial finito de M en N : Va € MVi < w €
domfla € M; <+ f(a) € N;]}.

El objetivo ahora es probar que P es conjunto parcialmente ordenado, con la
relacién C.

Tal que para conjuntos densos

D,:={feP:aecdonf}, paraaec M
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D :={feP:a€ranf}, paraaec N enP
Si tenemos que G C P es un P-génerico para {D, :a € M} U{D* :a € N}
entonces UG : M = N.(esto ultimo lo podemos concluir el Axioma de Martin)

Hecho 2.29. D, es un subconjunto denso de P para todo a € M

Demostraciéon. Supongamos que f € Py a € M. ahora consideremos
a = min{a < w; : a € M,}, luego por la continuidad de la cadena tenemos
que a = 0 de a = B 4 1 para cualquier ordinal .
Sea By C' subconjuntos finitos del dom f tal que
BUC =domfyBCPM CcCQV.
Si a € PM. Definamos
po:={xEc:ce€ CANM = [aEc]} U{xEc:ce CANM = —[aEc|}.
Como {Aj) : ¢ € C} es estocasticamente independiente existe a € PV
satisfaciendo f(p,) y @ ¢ ranf. Tomando h := fU/{(a,a’) se tiene que h € PP,
Por otro lado supongamos que a € Q™. Consideremos
¢o :={bFx:be€ BAM = [bEa]} U{bEx : b€ BA M |=—[bEal}.
Sea Ay :={f(b): M =bFa}y Ay :={f(b) : M |= —[bEa]}. Donde A; y A
son subconjuntos finitos disjuntos de PN,
Luego para estos conjuntos disjuntos tenemos que ]th 4,] = ¥ entonces
existe un a € ng 4, satisfaciendo f(q,) tal que a € ranf. Y tomando
h:= fU/{a,a’) se tiene que h € P.

0

Hecho 2.30. P satisface la condicion de cadena contable.

Demostracion. Sea {f, :a <w } CP.

Denotemos por A, := domf, Uranf,. Consideremos F := {4, : o < wy}.
Aplicando el lema de A-sistema existe una familia no contable S C wy y un
conjunto finito K tal que a # g € S = A, N Az = K.

Sea X y Y subconjuntos de K tal que X UY = K, X C |[M|y Y C |N|.
Para este K puede suceder dos casos:

Si K = ¢ entonces fz U f, € P para cualquier o # 8 € S.

Para K # ¢ es encantrar ae # 3 € S tal que fgU f, € P.

Sin perdida de generalidad supongamos que X # ¢.

Lema 2.31. El conjunto S, :={a € S: fo(x) ¢ Y} es a lo sumo contable
para cada x € X.

Demostracion. Supongamos que existe x € X tal que S, es no contable.
Sea i, := min{i € wy : * € M;}. Como i, es el minimo entonces pertenece
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al conjunto por tanto se tiene que f,(x) € N; para cada a € S. Luego
aplicando el principio de Palomar existe un conjunto no contable S* C S, y
y € N;, — Y tal que o € S* = f,(z) = y. Ademas podemos conseguir que
a € S*=ranf O KUy, por ser M y N disjuntos se tiene que a # =
An N Ag 2 K lo cual contradice la eleccién de K. O

El objetivo ahora es aplicar el lema anterior al | X| para encontrar S’ C S
no contable tal que « € S = f, | X : X — Y. Como el nimero de funciones
X en Y es finito existe aw # f € S tal que fo | X = fo | Y. Pero como
domf, Nranf, = X se tiene que fgU f, € P .

2.1.6 Conclusiones

El objetivo de este trabajo fue mostrar la importancia del estudio de abso-
lutez y sus consecuencias en diferentes ramas de la Mateméatica. Ademas se
probo que la k-categoricidad de una teoria T' es absoluta, para ello tuvimos
que ver que ciertas definiciones basicas de teoria de modelos son absolutas,
por tanto podemos concluir que la teoria de modelos no tiene problemas en
primer orden. Pero cuando salimos de primer orden y trabajamos en clases
elementales abstractas encontramos que una falla de absolutez, es decir que
cuando no trabajamos en primer orden se puede depender mucho del modelo
de ZFC donde se trabaje.

2.1.7 Nuevas direcciones

Como vimos en este trabajo la condicion esencial para obtener el teorema

Teorema 2.32. Supongamos que 2* < 2*° . Ademds supongamos que K es
una CEA en la cual falla la propiedad de \-amalgamacion . Si [(N\,K) =1
y A > LS(K) entonces I(\T,K) = 2*"

Era la hipéStesis de diamantes débiles la cual era implicada por 2% < 2*"
la pregunta que surge ;serd qué esta hipdtesis puede ser removida por una
hipétesis de un cardinal fuertemente compacto (o débilmente compacto).?

Por otro lado mostramos que M Ay, + 2% > Ny = I(Ry, Kjnao) = 1. La

pregunta que surge después de haber estudiado este fendémeno es, que pasa
para grafo aleatorio C;,42 si tenemos que :
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1. Es categorica en Ny
2. LS(IClndQ) — Nl
3. Falla la propiedad de amalgamacion para K42 en Ny

4. Ky, # ¢

. Qué pasard con I(Rg, KCing2) =7 serd que podemos definir un axioma de
Martin que permita que I(Rg, Kinge) = 17 ya que el falla en este caso.
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