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Resumen

En este trabajo se estudian algunas propiedades de diferentes sistemas
l6gicos. En particular, se estudia la propiedad de compacidad y algunas de
sus consecuencias. En la primera parte, se presenta el Teorema de Lindstrom.
En la segunda parte, se presentan tres consecuencias importantes de compa-
cidad en la légica de primer orden: Interpolacién de Craig, Consisitencia de
Robinson y Definibilidad de Beth. En la tercera parte, se estudia la falla de
la propiedad de compacidad en légicas infinitarias y se exploran, segin sea
el caso, sustitutos naturales para obtener resultados analogos a los obtenidos
en logica de primer orden a partir de la compacidad.

Palabras clave: Logicas, Compacidad, Interpolacion, Consistencia, De-
finibilidad.
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Capitulo 1

Compacidad: el corazon de la
légica de primer orden

Una de las propiedades fundamentales de la logica primer orden es la
compacidad. Segun esta propiedad un conjunto de sentencias es satisfactible
si y solo si cada uno de sus subconjuntos finitos lo es. La compacidad enlaza
lo finito con lo infinito y con ella se pueden probar resultados positivos y
negativos. De un lado, la compacidad puede asegurar la existencia de mode-
los para teorias a partir de la verificacién de la existencia de modelos para
sus partes finitas (tarea que generalmente puede resultar mas sencilla). De
otro lado, la compacidad muestra los limites expresivos de la logica de primer
orden. Nos muestra qué conceptos no se pueden definir (buen orden, finitud,
etc.), que estructuras no se pueden capturar mediante el lenguaje (aritmética
estandar, reales estandar, grupos libres de torsion, cuerpos de caracteristica
cero, etc.). Ademds de estos resultados, la compacidad también se usa pa-
ra probar otros teoremas importantes de la logica de primer orden. En el
capitulo dos exploraremos tres casos (Craig, Robinson, Beth).

Parece, pues, que la compacidad es una propiedad esencial de la 16gi-
ca de primer orden. El Teorema de Lindstrom establece precisamente eso,
que la compacidad es una propiedad en el corazon de la logica de primer
orden. De forma mas precisa, el Teorema de Lindstrom asegura que la 16gi-
ca de primer orden es la légica mas expresiva que cumple compacidad y
Lowenheim-Skolem descendente.



1.1. ;Qué es una légica?

Definicién 1.1.1. Una légica £ es una pareja (L, =) en la que L es una
funcién que asocia a todo conjunto de simbolos S el conjunto L(\S) (que serdn
las S-sentencias de la légica L) y =, es una relacion binaria entre la clase
de todas las estructuras y la clase de todas las sentencias. La funciéon L y la
relaciéon =, cumplen las siguientes porpiedades:

1. Si Sy C Sy, entonces L(Sp) € L(Sy).

2. Si A =, ¢ (esto es, si A estd en la relacién =, con ¢), entonces existe
un conjunto S tal que 2 es una S-estructuray ¢ € S.

3. (Propiedad de isomorfismo). Si A = ¢ y A =B, entonces B =, ¢.

4. (Propiedad de reducto). Si Sy C S1, ¢ € L(Sp) y 2 es una Sj-estructura,
entonces

AErp siysolosi Alg, Fc o

1.2. Ejemplos

Los siguientes son ejemplos de logicas:

» Légica de primer orden (£,,). La légica de primer orden, tam-
bién llamada L, por razones que quedaran claras mas adelante, es el
ejemplo mas conocido de una légica. Las definiciones de la funcién Ly
la relacién =, son las usuales. La funcién L viene dada por las reglas
inductivas de formacién de formulas de la logica de primer orden y la
relacion =, esta dada por la definicién de la verdad de Tarski.

= Légica de segundo orden (£;;). La légica de segundo orden es una
extension de la lgica de primer orden. A la sintaxis usual de la la légica
de primer orden se agregan nuevas variables. Por cada nimero natural
n se agregan al lenguaje las variables

1 2 3 n
X X2 X3, X7
1 2 3 n
X1, X2, X3, .. X2, .

1 2 3 n
X! X2 X3, .. X",
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El objetivo de esta adicién consiste en poder "hablar’ no solo acerca de
objetos, como sucede en la légica de primer orden, sino de relaciones
entre objetos. La funcién L serd la misma que en la légica de primer
orden con dos reglas adicionales:

1. Sity,tg, ..., t, son términos, entonces Xtits...,t, es una férmula.

2. Si ¢ es una férmula de la logica de segundo orden, entonces 3.X ¢
también lo sera.

La relacién f=,,, coincidira con la relacién de satisfaccion de la légica
de primer orden. Para las formulas que incluyan los nuevos simbolos de
variables se define la relacion como:

1. M =r,, Xtity...,t, siy solo si y(X) vale para tM#).. M (y(X)
es la interpretacion de la variable X dada por una funcién de
asignacion 7).

2. M =z, IX ¢ siy solo si existe C C M™ tal que M =¢,, ¢ (£).

Légicas infinitarias (£,,). Las légicas infinitarias forman otra exten-
sion de la logica de primer orden. Si la logica de segundo orden suprime
la limitacion de la logica de primer orden de cuantificar sobre un solo
tipo de objetos, agregando variables para cuantificar sobre relaciones
de cualquier aridad, las légicas infinitarias eliminan las limitaciones re-
lacionadas con la longitud de las férmulas. En légica de primer orden,
las férmulas son, por definicién, cadenas finitas de simbolos. No se pue-
de hacer conjunciones o disyunciones infinitas y tampoco se admiten
como férmulas expresiones con una cantidad infinita de cuantificadores
anidados. La légica L.y, donde £ y A son cardinales infinitos, permi-
te hacer conjunciones de cualquier cantidad menor que x de férmulas
y permite formar expresiones con cualquier cantidad menor que A\ de
cuantificadores anidados. La légica infinitaria L., permite conjun-
ciones y cuantificadores anidados de cualquier extensién. Ahora ya se
puede ver por qué la légica de primer orden también se denomina L.
Trivialmente se puede verificar que todas las férmulas de la 16gica de
primer orden son férmulas de la logica infinitaria L£,y. Pero en L, valen
adicionalmente la siguientes reglas de formacion de formulas:

1. Si I es un conjunto de férmulas con |I| < k, entonces /\ ¢ también
pel
es féormula.



2. Si ¢ es férmula, entonces dz1x,...x,¢p también es férmula, donde
a < A

La relacién de satisfaccién f=,,, se define como en la légica de primer
orden agregando lo siguiente:

1. ME=,,, N\ psiysolosi M=, ¢ para todo p € 1

pel
2. M =, Friza..2,¢p si y solo si existen ¢, ¢o, ..., ¢, elementos de

M tales que M = (———)
Légicas con cuantificadores generalizados (L(). Los cuantificado-
res generalizados fueron introducidos por Mostowski y posteriormente
por Lindstrom en el marco de sus estudios acerca de la teoria de mo-
delos abstracta. El cuantificador existencial de la la logica de primer
orden se interpreta como “existe al menos un elemento tal que...”. Pe-
ro no hay informacién precisa acerca de la cardinalidad del conjunto
de elementos que cumplen la propiedad. Con sencillas manipulaciones,
anidando cuantificadores existenciales, en légica de primer orden se
puede expresar que existen al menos dos elementos que cumplen deter-
minada propiedad. Lo mismo se puede hacer para tres, cuatro, cinco,
.... Sin embargo, no hay ningin cuantificador en la légica de primer
orden que no permita decir, por ejemplo, que existen al menos N ele-
mentos que cumplen determinada propiedad. Y esto tampoco se puede
obtener con ninguna combinacién permitida de los cuantificadores de
la 1égica de primer orden. Las logicas con cuatificadores generalizados
extienden la légica primer orden al agregar a la sintaxis de esta nuevos
cuantificadores (Q,, que seran interpretados como “existen al menos RN,
elementos tales que...”. En la logica Ly, , se agrega a las reglas usuales
de formacién de férmulas de la 16gica de primer orden la siguiente regla:

1. Si ¢ es una férmula, entonces @,z también es férmula.

La relacién =, coincide con la relacion de satisfaccion de la logica
de primer orden extendiendo la definiciéon para las nuevas formulas del
siguiente modo:

L M=, Qurpsiysolosi [{ce MM, ¢(5)}H =N,



1.3. ;Cbémo comparar léogicas?

Las légicas se compararan de acuerdo a su expresividad. Una légica £,
sera mas expresiva que otra Lo si con las formulas de £, se puede caracterizar
mas estructuras que las que se pueden caracterizar con las férmulas de L.
Antes de dar una definicién mas precisa, consideremos una légica £ = (L, =,
), un conjunto de simbolos S y una ¢ € L(S), y definamos el siguiente
conjunto de estructuras:

Mod,(p) = {9 es una S-estructura | M =, v}

Mod, () es la clase de todas las estructuras en las que vale la sentencia
. En este sentido, podemos decir que ¢ describe esa clase de estructuras.

Definicién 1.3.1. Sean L; y £, dos logicas. Decimos que L es al menos tan
expresiva como Ly, y lo notamos £ < L, si para todo S y toda ¢ € Li(5)
existe una ¥ € Ly(9) tal que Mod, (¢) = Mod,,(v). Si L1 = Loy Lo = L
diremos que L£q y L9 son igualmente expresivas, y lo notamos L1 ~ L.

En otras palabras, £, es al menos tan expresiva L5 cuando, dada cual-
quier ¢ € L1(9), existe ¥ € Ly(S) que captura exactamente las mismas
estructuras.

1.3.1. Resultados
A partir de esta definicién se pueden verificar los siguientes resultados:
» Low = Lrg
» Loyw = Lax
= Low = Lg,

» Lo, 2L

Wn+41Wn+1

1.4. Propiedades de los sistemas légicos

En la légica de primer orden se puede demostrar, entre otras cosas, el
Teorema de Compacidad y el Teorema de Lowenheim-Skolem descendente.
Estos resultados pueden valer o no en otras logicas.
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» Propiedad de Compacidad (Comp). Diremos que en una légica
L = (L,=,) vale la propiedad de Compacidad si para todo S y todo
® C L(S), se cumple lo sugiente: ® es satisfactible si y solo si todo
subconjunto finito de ® es satisfactible.

» Propiedad de Lowenheim-Skolem descendente (LSY). Diremos
que en una légica £ = (L, =) vale la propiedad de Lowenheim-Skolem
descendente si para todo Sy todo ¢ € L(S), se cumple lo sugiente: Si
@ es satisfactible, entonces existe un modelos de ¢ cuyo dominio es, a
lo més, contable.

1.4.1. Resultados
Se tienen los siguientes resultados:
= L;; no cumple Comp ni LS\

e Un conjunto M es finito si toda funcién inyectiva de M en M
es también sobreyectiva. Esta propiedad de puede expresar en la
légica de segundo orden mediante la siguiente férmula:

VX (V23 yXay — (Voyz(Xoz A Xyz — 2 = y) — VyIozXay)

Llamemos ¢y, a esta sentencia y consideremos ahora las sen-
tencias ¢, que expresan “existen al menos n elementos”. Estas
sentencias se pueden escribir en la légica de primer orden y, por
tanto, forman parte también de las sentencias de segundo orden.
El conjunto {¢fin} U {@>n | n > 1} es un conjunto de sentencias
de L;;. El lector puede verificar que se trata de un conjunto fini-
tamente satisfactible pero no satisfactible. Esto muestra que L;;
no cumple la propiedad de Compacidad.

e Un conjunto M es contable si y solo si existe un orden lineal
definido en M tal que para todo m € M se cumple que m tiene un
nimero finito de predecesores. Se deja como ejercicio mostrar que
esta propiedad de los conjuntos contables se puede expresar como
una sentencia de la légica de segundo orden. Llamemos @< contabie
a esta sentencia. Supongamos que existe un modelo 9 tal que
M =r,, " P<contable- EN €ste caso “@<contape tendria un modelo
infinito pero no un modelo contable. Con ello se muestre que en
L no se cumple la propiedad de Lowenheim-Skolem descendente.
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» L,,» no cumple Comp pero si LS\

Consideremos nuevamente las sentencias de la légica de primer
orden ¢, que expresan “existen al menos n elementos”. Tales ex-
presiones también on sentencias de L,,,,,. Formemos la disyuncién
infinita \/{—p>, | n > 1}. Esta disyuncién es una sentencia de
mLy,w ¥ caracteriza a las estructuras finitas. Llamémosla ¢ g,.
Consideremos el conjunto de férmulas {@fin} N {p>n | n > 1}
El lector puede verificar que este es un conjunto de sentencias de
la logica L,,,,, finitamente satisfactible pero no satisfactible. Esto
muestra que L,,,,, no cumple la propiedad de compacidad. El mis-
mo argumento sirve para probar que, en general, las logicas L},
con k diferente de w, no cumplen la propiedad de Compacidad.

La prueba de Lowenheim-Skolem descendente para la logica L.,
puede encontrarde en Ebbinghaus, Flum y Thomas [1994].

» Lo, no cumple LS pero si Comp.

La sentencia Q1zx = x de la légica Lg, vale en todos los mo-
delos cuyo dominio tiene, al menos, N; elementos. Es decir, si
m ):LQI @1xx = x, el dominio de M es un conjunto no contable.
La sentencia (Q1x x = = tendria por tanto modelos infinitos pero
no modelos contables. Esto muestra que en la légica Lo, no vale
la propiedad de Lowenheim-Skolem descendente. El mismo argu-
mento sirve para mostrar que, en general, en las légicas L, no se
cumple la propiedad de Lowenheim-Skolem descendente.

La prueba de compacidad para L, puede encontrarse en Barwise
y Fefermann [1985].

La siguiente tabla resume los resultados obtenidos:

Logica | Comp. || LS\
Lo Vv Vv
Ly X X
£w1w X \/
‘CQl \/ X




1.5. El teorema de Lindstrom

En la seccién anterior se mostraron algunos resultados relacionados con
extensiones de la légica de primer orden. Las logicas L1, L0 y Lo, tienen
mas poder expresivo que la logica de primer orden. Sin embargo, en ellas
deja de cumplirse la propiedad de compacidad o la propiedad de Lowenheim-
Skolem descendente. Esto no es casualidad. En el fondo esta el teorema de
Lindstrom, que asegura que la logica de primer orden es la légica mas ex-
presiva que cumple Compacidad y Lowenheim-Skolem descendente. En otras
palabras, si hay una logica mas expresiva que la logica de primer orden, esa
l6gica no cumple Compacidad o Lowenheim-Skolem descendente. Una mane-
ra mas interesante de interpretar el teorema de Lindstrom esta relacionada
con la incapacidad de la légica de primer orden para detectar diferencias
entre los infinitos. Por los teoremas de Lowenheim-Skolem ascendente y des-
cendente, validos en logica de primer orden, se tiene que cualquier teoria que
tenga un modelo infinito, tiene modelos infinitos de cualquier cardinalidad.
En ese sentido, se puede decir que la légica de primer orden es ciega a la
diferencia entre los infinitos. En esta interpretacion el teorema de Lindstrom
asegura que en cualquier légica que detecte diferencias entre los infinitos debe
fallar la compacidad o Lowenhem-Skolem descendente.

Antes de presentar el enunciado preciso del Teorema de Lindstrom defi-
niremos el concepto de légica regular.

Definicién 1.5.1. Una logica regular es una logica que satisface las tres
siguiente propiedades:

1. Propiedad de conectivos booleanos. Una logica L satisface la pro-
piedad de conectivos booleanos si:

» Dado S un conjunto de simbolos y ¢ € L(S), existe un y € L(S)
tal que para toda S-estructura 2A:

AE,x siysolosino A,

» Dado S un conjunto de simbolos y ¢, 1 € L(S), existe un x € L(S)
tal que para toda S-estructura 2A:

AE,x siysolosino ApEpoAEL Y

2. Propiedad de relativizacion. Una logica £ admite relativizacién si
para todo conjunto de simbolos S, toda ¢ € L(.S) y todo simbolo unario
U existe una ¢ € L(SU{U}) tal que:
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(A, UA) s siysolosino [UA]* =, .

para todas las S-estructuras 2 y todos los S-conjuntos cerrados U# de
A, donde [U4]* es la subestructura de 2l con dominio U4

3. Propiedad de reemplazo. Una légica £ admite reemplazo de simbo-
los de funcién y simbolos de constante por simbolos de relacion si para
todo conjunto de simbolos Sy se toma S” como el conjunto de simbolos
en el que los simbolos de funcién y de contante son reemplazados por
simbolos de relacién para sus graficos, entonces para toda ¢ € L(S)
existe una ¢ € L(S") tal que para toda S-estructura 2:

A= siysolosi A" L 1.
La definicién de A" es la natural.

Las légicas regulares son, en una palabra, logicas que tienen las mismas
herramientas expresivas que la légica de primer orden. El enunciado preciso
del Teorema se muestra a continuacion:

Teorema 1.5.1 (Lindstrém). Dada L una légica reqular tal que L, < L.
Si en L se cumple Comp y LS\, entonces L, ~ L.

Antes de probar el teorema de Lindstrom, vamos a hacer algunas definicio-
nes y observaciones. En primer lugar, definiremos qué es un m-isomorfismo,
un isomorfismo parcial y un p-isomorfismo.

Definicién 1.5.2.

1. Un isomorfismo parcial entre S-estructuras 24 y B es un isomorfismo
entre subconjutos de A y B que respeta las constantes, las relaciones y
las funciones funciones. En un isomorfismo parcial p llamamos dom(p)
al dominio de p y rang(p) al rango de p.

2. Un m-isomorfismo es una sucesiéon I, I, ...1,, de isomorfismos parciales
tal que:

a) (Propiedad forth) Para todo p € I,,41 v a € A existe un ¢ € I,
con g 2O pyac€dom(q).
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b) (Propiedad back) Para todo p € I,11 y b € B existe un ¢ € I,
con ¢ 2 pybé€ rang(q). Si hay un m-isomorfismo entre 2 y 8B
decimos que 2 y*B son m-isomorfas y lo notamos 2 =,, 5. Nota:
Sim = w decimos que A y *B son finitamente isomorfas.

3. Un p-isomorfismo es un conjunto I de isomorfismos parciales tal que:

a) (Propiedad forth) Para todo p € [ y a € A existe un ¢ € [ con
q2py a€ dom(q).

b) (Propiedad back) Para todo p € [ y b € B existe un ¢ € I con
g 2 pyb € rang(q). Si hay un p-isomorfismo entre 2 y 8 decimos
que 20 y B son parcialmente isomorfas y lo notamos A =, B.

Algunos resultados importantes relacionados con los conceptos anteriores
son los teoremas de Fraissé y de Cantor. El teorema de Fraissé ofrece una
caracterizacion puramente algebraica del concepto de equivalencia elemen-
tal. El teorema de Cantor establece el isomorfismo de estructuras contables
parcialmente isomorfas. La prueba de estos resultados puede encontrarse en
Ebbinghaus, H.-D., Flum, J., Thomas, Wolfgang [1995]. En el caso del teo-
rema de Cantor se trata de una aplicacién del método de back and forth.

Teorema 1.5.2 (Fraissé). A =, B si y solo si A y B son elemtalmente
equivalentes.

Teorema 1.5.3 (Cantor). Si2A=,B y A y B son contables, A = B.

Los conceptos anteriores desempenaran un papel fundamental en la prue-
ba del Teorema de Lindstrom, en la medida que un m-isomorfismo puede
expresarse como una sentencia de primer orden. Para ver esto, consideremos
S un conjunto se simbolos que contenga tnicamente simbolos de relacién.
Sea L,.(S) el conjunto de las sentencias de primer orden que contengan a lo
mas las variables xg, x1, ...x,,_1. Definamos el conjunto de sentencias

¢, = { ¢ | ¢ es atémica o la negacién de una atémica }

Se tiene que @, es finito. Por otro lado, como S es un lenguaje puramente
relacional, para cualquier S-subestructura B y cualesquiera by, by, ..., b, 1
se tiene que {bg,b1,...,b,_1} es una subestructura. Ahora vamos a construir
en una sentencia de la légica de primer orden que capture la nociéon de m-
isomorfismo en el sentido de que cualquier estructura 2 que satisfaga esa sen-
tencia sea m-isomorfa a B. De manera mas precisa, para Ay ag, a1, ..., 0,1
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definiremos inductivamente formulas que definan un isomorfismo parcial en-
tre Ay B de {agp, a1,...,an_1} en {bg, b1, ...,b,—1} dado por a; — b; que sea
n veces extendible. Las formulas son las siguientes:

‘Po%,bo,bl,...,bn,l ={e|B k= ebobi,....,bn1)}

SD%J,%{),bl,...,bn,l =V, \/{ OB bo by, | 0 E D }/\/\{ 3T 0% b by ey | D E DB}

Las féormulas asi definidas son los andlogos en légica de primer orden de
la féormula de Scott en 16gica infinitaria. En particular, og 4 es una sentencia
y A E P9 implica que existe un n-isomorfismo 24 — 5. La sentencia
o9 dice: “Esta estructura es m-isomorfa a B7. Con estos preliminares ya
podemos entrar en la prueba del Teorema de Lindstom.

Demostracion. La prueba procede por contradiccién. Se supone que existe
un conjunto S y una sentencia ¢y € L(S) que no es equivalente a ninguna
sentencia de la 16gica de primer orden. A continuacion se siguen los siguientes
pasos:

1. Se muestra que para todo m € N existen S-estructuras 2l y 8 con

A=, A=y A=, B

2. Los m-isomorfismos de expresan como sentencias de primer orden y
usando Compacidad se consiguen modelos 2 y B p-isomorfos (parcial-
mente isomorfos) con A =, ¢y A =, .

3. Por Lowenheim-Skolem descendente se puede asumir que los modelos
20 v B son contables. Como A =, B y A y B son contables, se tiene
que 24 = 9B. De otro lado, tenfamos que 2 =, —). Pero esto contradice
la invarianza bajo isomorfismos presente en la definicion de las logicas.

Primer paso: Sea £ una logica regular que satisface Comp y LS\..
Asumamos que L,, < L. Existirfa entonces una sentencia ¢y € L(S) no
equivalente a ninguna sentencia de primer orden. Por Reemplazo, podemos
asumir que S contiene unicamente simbolos de relacion. Ahora probaremos
que para todo m € N y todo Sy C S finito existen S-estructuras A y B
con A =L ¥, B EL Wy As, =m Bls,- Sea Sy C S finito y m € N.
Definamos ¢ = \/{ P, 0 | 2 | ¢ }. La sentencia ¢ es una sentencia de
primer orden que dice algo como “este estructura es m-isomorfa a U|s, para
alguna estructura A tal que A = " . En primer lugar, debemos notar que hay
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una estructura 2 tal que 20 = ). En caso contrario ¢ seria una una sentencia
logicamente equivalente a una contradiccién, y por tanto, seria equivalente a
una sentencia de la logica de primer orden. En segundo lugar, podemos ver,
a partir de la definicién que gpgf‘som es una disyuncién finita, de modo que ¢
es una sentencia de la logica de primer orden. Por otro lado, notemos que
si una S-estructura 2 satisface 20 = ¢ se cumple que su reduccién a una
Sp-estructura es m-isomorfa a si misma. De ahi concluimos que ¢ — ¢ es
una férmula véalida. De otro lado, también tenemos que ¢ — 1 no puede ser
una férmula vélida, pues en caso contrario ¢ seria equivalente a una férmula
de primer orden (a ). Por lo tanto la sentencia ¢ A =) es satisfactible, esto
es, existe una S-estructura B tal que B = ¢ y B = —). Con ello hemos
encontrado S-estructuras Ay B con A =1 ¥, B =L 0y Alsy Zn Bls,-
Segundo paso: Buscamos pasar de los m-isomorfismos a un p-isomorfismo
usando el teorema de compacidad. Para poder aplicar compacidad debemos
poder expresar el enunciado del primer paso en una sentencia de primer or-
den. Es decir, debemos encontrar una sentencia de nuestra logica abstracta
que exprese que para todo m € N existen S-estructuras 2y B con A =, v,
A= -y A=, B. Para conseguir este fin construiremos un nuevo voca-
bulario de la siguiente manera: Definimos St := SU{U,V,W, P, <,I,G, f,c}
donde U, V, W, P sin simbolos de relacion unarios, <, I son simbolos de rela-
cién binarios, G es un simbolo de relacién ternario, f un simbolo de funcién
unario y ¢ una constante. Formemos el conjunto K, := AUBU{1,...,m}UP
donde A y B son los dominios de las estructuras 2 y B respectivamente,
P = \J" I, donde I, es el conjunto de isomorfismos parciales n veces
extendibles entre 2 y *B. Interpretaremos los simbolos del siguiente modo:

= El simbolo U como el subconjunto A.

= El simbolo V' como el subconjunto B.

» El simbolo W como el subconjunto {1, ...,m}.

= El simbolo P como el subconjunto P especificado anteriormente.
» El simbolo < como la relacién de orden en W = {1,...,m}.

» El simbolo I como I C W x P dado por la realcién I(n,p) siy solo si
p eI,

» El simbolo G como el subconjunto G C P x A x B donde G(p, a, b) si
y solo si a € dom(p) y p(a) = 0.
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» El simbolo f como la funcién predecesor sobre W.
= El simbolo ¢ como el elemento maximal m de W.

La St-estructuda K,, formada por el conjunto K, y los simbolos inter-
pretados del modo mencionado satisface las siguientes sentencias de primer
orden:

» (W, <, f,¢) es un conjunto totalmente ordenado con elemento maximal
¢ y funcién predecesor f.

= Si p € P, entonces p es un isomorfismo parcial entre 2 y 3.

= Sin > 0ype€ I, entonces, para cualquier elecciéon a € U o b € B,
existe ¢ € Iy, extendiendo a p y con a € dom(q) o b € im(q) segin
sea el caso.

» PV, (=1))V se cumplen. jAqui utilizamos la propiedad de Relativizacién
de la légica abstractal

Las anteriores son un conjunto finito de sentencias. Podemos, por tanto,
formar su conjuncién. Este paso lo podemos hacer dado que nuestra 16gi-
ca abstracta cumple la porpiedad de conectivos booleanos. Llamemos v a
esta sentencia jEsta es la sentencia que estabamos buscando! Ahora mos-
traremos que para cualquier Sy C S finito existen S-estructuras 2 y 8B
con A =, Y, A Er ¢y A =, B. Para ello consideremos I' = {7} U
{ “W tiene al menos m elementos” | m € N}. Todo subconjunto finito de
I' es satisfactible por alguna estructura IC,,. Por Compacidad concluimos
que T es satisfactible, es decir, existe una S*-estructura M tal que M =T
Esta estructura M tiene un subconjunto W € M totalmente ordenado con
elemento maximal y tiene subestructuras A y 8B con A = ¢ y B = ).
Definamos I := {p € P | p € I}, para alginn € N }. Todo p € I es infini-
tamente extendible pues W es infinito, de manera que I es un p-isomorfismo
y se tiene que A =, B.

Tercer paso: Ya tenemos todas las herramientas para probar el Teorema
de Lindstrom. Hemos construido un modelo 99t con submodelos 2 y B par-
cialmente isomorfos con A y B con 2 =1 y B = —). Ahora bien, sabemos
que nuestra logica £ cumple la propiedad de Lowenheim-Skolem descendente.
Si aplicamos esta propiedad a la estructura 9t obtendremos una estructura
M’ contable con subestructuras A" y B’ tales que A’ = ¢ y B’ = —p. Como
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M’ es contable, también los son A" y B’. Tendriamos entonces dos estructuras
parcialmente isomorfas que no satisfacen las mismas sentencias de la légica
de primer orden. jPero esto es imposible! El teorema de Cantor asegura que
dos estructuras contables parcialmente isomorfas son isomorfas y, por tanto,
satisfacen las mismas sentencias de primer orden. O
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Capitulo 2

Un mundo con Compacidad:
Craig, Beth y Robinson

Este capitulo esta dedicado a mostrar una triada de teoremas de la logica
de primer orden: Craig, Robinson, Beth. Se presentardn las pruebas de cada
uno y se mostrarén las conexiones entre ellos (implicaciones, equivalencias).
Se hard especial énfasis en el papel que desempena la compacidad en cada
una de las pruebas.

2.1. Craig

En primer lugar probaremos el el teorema de interpolacion de Craig. Dada
una implicacion entre dos sentencias de la logica de primer orden, sentencias
que pueden tener simbolos del lenguaje diferentes (jeste es el caso interesan-
tej), el teorema de interpolacién de Craig asegura la existencia de una tercera
sentencia que hace las veces de puente en la implicacién -la tercera sentencia
es implicada por la primera e implica a la segunda-; pero esta nueva sentencia
tiene la particularidad de formar parte del lenguaje comtn de las otras dos.
El teorema de interpolacién refleja la idea de que la implicacién entre dos
sentencias surge de algo que es comun a ellas. En este punto seguimos de
cerca a Chang y Kiesler [2012]. La prueba recordard mucho a la prueba de
completitud de Henkin.

Teorema 2.1.1 (Teorema de interpolaciéon de Craig). Sea ¢, senten-
cias tales que @ |= 1. Entonces existe una sentencia 0 tal que
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o0y,

» Todo simbolo de relacion, funcidn o de constante (excluyendo la iden-
tidad) que aperezca en 0 también aparece en ¢ y ).

La sentencia 6 se conoce como un interpolante de ¢ y ¥. Antes de pre-
sentar la prueba veremos algunos ejemplos.

1. p:=3Jx(P(x)AN—P(z)) ¢ :=3xQ(x). En este caso se cumple trivial-
mente la implicacién ¢ = 1, toda vez que ¢ no tiene modelos. De otro,
como las férmulas no tienen ningtin simbolo del lenguaje en comun, el
interpolante deberia contener tinicamente la igualdad. Efectivamente,
puede verificarse que 6 := Jx(x # x) es un interpolante de ¢ y 1.

2. ¢ = JzQ(x), ¢ = Jz(P(xz) V =P(z)): En este caso se cumple
trivialmente la implicacién ¢ = v, toda vez que ¥ es una férmula
valida. De nuevo, las sentencias no tienen ningin simbolo del lenguaje
en comun, y el interpolante deberia contener inicamente la igualdad.
Efectivamente, puede verificarse que 6 := Jz(x = x) es un interpolante

de ¢ y 1.

3. p:=Vaylr =vy) ¢ :=Voy(P(x) <= P(y)). Se deja como ejercicio
al letcor encontrar el interpolante de ¢ y 9.

Demostracion. La prueba del teorema de interpolacion de Craig procede por
contradiccion. Suponemos que no hay un interpolante 6 de ¢ y v, y pro-
bamos que, bajo este supuesto, no se tendria que ¢ = 1. Para hacer esto,
construiremos un modelo de ¢ A —1).En realidad, formaremos dos teorias 73
y Ty, con ¢ € T} v ¢ € T, y mostraremos que existe un modelo que las
satisface a ambas. Sin pérdida de generalidad podemos asumir que L es el
lenguaje de todos los simbolos que ocurren en ¢ o ¥ (0 en ambos). Sea £ el
lenguaje de todos los simbolos de ¢, L, el lenguaje de todos los simbolos de
U,y Ly el lenguaje de todos los simbolos en , ¢ y 9.

Elmﬁgzﬁo, £1U£2:£1

Formaremos una expansién £’ de £ adicionando un conjunto contable C'
de nuevos simbolos de constantes a cada uno de los lenguajes. Sean

Lh=LoUC, L)=LUC, Ly=LyUC

Antes de proceder, debemos presentar la nocién de teorias inseparables.
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Definicién 2.1.1. Considere un par de teorias T en L] y U en L. Una

sentencia 0 de L separa Ty U si y solo si

TEO y UE-0.

T y U se dicen inseparables si y solo si ninguna sentencia § de L las
separa. Para empezar veamos que

En primer lugar, observe que

{¢} vy {—%} son inseparables. Pues si §(c;...c,) separa {¢} y {-¢} y uy..., up,
son variables que no ocurren en (c; ..., ¢, ), entonces tendriamos que (Vu...uy,)

es un interpolante de ¢ y 1. jPero esto contradice la suposicion inicial de que
© v % no tienen interpolante!.

La idea serad construir dos “torres” de teorias inseparables a partir de
{¢} v {—9} expandiéndolas convenientemente. La expansion se hard de la
siguiente manera:

En primer luagar considere

©o, P1, P2, ""7w07w17w27

enumeraciones de las sentencias de £ y de £, respectivamente. Queremos
construir dos sucesiones crecientes de teorias de modo que

{(p} =Ty CcTiCTy, C ...,

{¢} =U,cU, CcU,C...,
en L] y L), respectivamente. Lo haremos siguiendo las siguientes reglas:
L {p} =To y {¢} = Us.
2. T,, v U,, son conjuntos inseparables finitos de sentencias.

3. Si T, U{pm} y U, son inseparables, entonces ¢, € Tp,11. En caso
contrario Ty, 11 = Ty. Si Trns1 y U U {2, } son inseparables, entonces
Um € Upyq. En caso contrario U, = U,

4. Si o, = (3x)o(z) y @m € Tmi1, entonces o(c) € T,,.1 para alin
ce C. Sy, = (32)0(z) y Ym € Unir, entonces 6(d) € Upyyq para
algin d € C.
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Dados T}, y Uy, las teorias 1,11 vy luego U,,.1 son construidas en la forma
obvia, agregando sentencias a las teorias anteriores si se preserva la insepa-
rabilidad o manteniendo las teorias obtenidas en los pasos inmediatamente
anteriores si al agregar una nueva sentencia las teorias resultan separables.
Para (4), usamos constantes ¢ y d que no ocurran en T, U, ©m 0 ¥p,. Ahora
formamos las siguientes uniones:

T.=Tn Us= ] Un

m<w m<w

T, y U, son inseparables. Esto es una consecuencia de compacidad. En
efecto, si las teorias T, y U, fueran separables, tendriamos, por compacidad,
que existirian subconjuntos finitos de T, y U, separables. Por tanto T}, y
U, serian separables para algin n. Sin embargo, por la manera como se
definieron T}, y U, esto es imposible. A partir de la inseparabilidad de T, y
U, concluimos que T, y U, son satisfactibles. Si alguna de ellas no lo fuera,
T, v U, serian separables trivialmente, toda vez que una teoria insatisfactible
implica légicamente cualquier sentencias. Ahora queremos mostrar que 77, U
U,, es satisfactible. Con ellos mostrariamos, en particular, que hay un modelo
de o A—1. Para llegar a ese resultado nos apoyaremos en los siguientes hechos:

1. T, es una teorfa maximal satisfactible en £}, y U, es una teoria maximal
satisfactible en L£f. Para ver esto, suponga que ¢,, ¢ T, v (—¢m) ¢ T..
Como T, U {p.,} es separable de U,,, existe 6 € L, tal que

Tw):@m_)‘ga Uw):_'e-

Vemos por el mismo argumento que existe un ¢ € £, tal que

T, ): “POm — (9/, U, IZ -0’

De los pasos anteriores tenemos que

T,.=EO0VE, U,E-(0VE),

contradiciendo la inseparabilidad de T, y U,,. Esto muestra que T, es
maximal satisfactible en £|. La maximalidad de U, es similar.
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2. T,,UU, es una teorfa maximal satisfactible in £j,. Sea o una sentencia
de L{. Por el punto anterior, o o0 € T, o (—o) € T,,. También se tiene
que o 0 € U, o (—o) € U,. Por inseparabilidad no podemos tener
que 0 € T, y (—o) € Uy, o viceversa. Por lo tanto o T, NU,, E o o
T, N U, | —o. Esto prueba la maximalidad.

Con los anteriores resultados podemos emprender la tarea de construir
el modelo de T,, U U,. Sea B] = (B,1, by, b1, ...) un modelo de T,,. Usando
los hechos 1 y 2 probados anteriormente, podemos concluir que el submodelo

' = (A1,bo,b1,...) con universo A; = {bg, b, ...} es también un modelo de
T,,. De forma similar, U, tiene un modelo ), = (A,, dy, dy,...) con universo
Ay = {dy,dy, ...}. Por 2, los Lj-reductos de ), 2L, son isomorfos con la asig-
nacién b, — d,. Podemos por tanto identificarlos. Otra forma de proceder
para conseguir esta identificacion es apelando al que la teorias T, y U, son,
por la manera como fueron construidas, teorias de Henkin y, por tanto, se
puede usar directamente las constantes del lenguaje para construir un mode-
lo. Tomando b, = d,, para cada n, concluimos que 2[; y 2y tienen el mismo
reducto L£f. Sea 2l un modelo de £ con £, reducto de 2y y L5 reducto de 2
. Como ¢ € T, y (—) € U,, A es un modelo de ¢ A —¢p. Hemos mostrado
entonces que ¢ A = tiene un modelo, lo cual contradice la hipdtesis inicial

¢ = .
0

2.2. Beth

Una consecuencia sencilla pero muy importante del Teorema de interpola-
cion de Craig es el Teorema de definibilidad de Beth. En pocas palabras, este
restultado establece que un concepto se puede definir sintacticamente si y
solo si se puede definir seméanticamente. Para cada concepto semanticamente
caracterizado podemos encontrar una expresion del lenguaje que lo captura.
Para presentar el teorema de Beth de forma mas precisa, son necesarias las
siguientes definiciones:

Definicién 2.2.1.

» Definicion implicita: Dado X(P) un conjunto de sentencias del len-
guaje LU {P}, y X(P’) el conjunto correspondiente de sentencias de
LU{P'} formado al reemplazar P en todas partes por P’. Decimos que
Y(P) define implicitamente a P si 'y solo si
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S(PY)UX(P) E (Var...x)[P(x1...20) <> P'(21...2,)].

De modo equivalente, ¥(P) define implicitamente a P si y solo si para
cualesquiera (U, R) y (U, R') modelos de X(P), se tiene que R = R’

» Definicién explicita: Se dice que X(P) define explicitamente a P si
y solo si existe una férmula p(x;...z,) de L tal que

Y(P) E (Vay...wn) [P(21..20) < ©(x1...20)].

Teorema 2.2.1 (Teorema de Beth). X(P) define implicitamente a P si y
solo si ¥(P) define explicitamente a P.

Demostracion. < Esta direccion es muy sencilla. Basta hacer una pequeno
andlisis de las definiciones.

= Supongamos que X(P) define implicitamente a P. Agreguemos nuevas
constantes ¢;..c, a L. Directamente de la definicién tenemos que

Y(P)UX(P') E P(cy...ch) = P'(cy...c).
Por compacidad, sabemos que existen subconjuntos finitos A C ¥(P),
A" C X(P') tales que
AUA" E P(ey...cp,) = Plley...cp).

Formemos ahora la conjuncién ¢ (P) de todos los o(P) € ¥(P) tales que
oo(P)e€ Aooc(P)e A Tenemos entonces que

V(P)V (P | Pcr...cn) = P'(c1...c).

La idea sera usar el Teorema de interpolacion de Craig para encontrar una
sentencia que defina explicitamente a R, pero para poder aplicarlo debemos
manipular la implicacién anterior para que resulte la implicaciéon entre una
sentencia de un lenguaje, por un lado, y otra sentencia en otro lenguaje, por
otro lado. Reordenamos, pues, la implicacién para obtener todos los simbolos
de P en un lado y todos los simbolos de P’ en el otro lado:

(P V Ple...cn) = (P) — P'(cr...cn). (2.1)
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Por el teorema de interpolacién de Craig, existe una sentencia 6(c;...c,,)
de LU {¢y...c,,} tal que

W(P) A P(cy...cp,) = 0(cy...cp), (2.2)

O(P) E ¢¥(P) = P(c1...cp) (2.3)
Por otro lado, sabemos que cualquier modelo (A, R') para LU{P’, c1,....,cn}

también es un modelo de LU {P, ¢y, ....,c,} cuando interpretamos P por P’.
Luego (2-2) implica
Y(P) | P(cy...cp) <> 0(cy...cn). (2.4)

Como ¢;...c, no ocurren en (P) (pues ¥(P) es construido a partir de
Y(P) y en X(P) no aparecen c;...c,), tenemos que

Y(P) EVry...x,[P(xy...x) <> 0(x1...2,)]. (2.5)

donde z, ..., x, son variables que no ocurren en 6(c;...c,). Por lo tanto

YX(P) EVry...xy|P(xy...y) > O(z1...2)). (2.6)

La férmula 6(z...x,) define explicitamente a P y con eso termina la
prueba.
O

2.3. Robinson

Ahora probaremos el Teorema de Consistencia adjunta de Robinson, que
establece las condiciones bajo las cuales la unién de dos teorias satistacti-
bles es también satisfactible. La prueba del teorema de Robinson sera una
aplicacion del método de los diagramas. Para esta secciéon nos basaremos en
Goldstern y Judah [1998].

Definicién 2.3.1. Sea M un modelo del lenguaje £, y sea A C M. El
lenguaje L£(A) se define de la siguiente manera:

= L(A) tiene los mismos simbolos de relacién y de funcién que L.
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» L(A) tiene todos los simbolos de constante de £, pero ademés por cada
elemento a de A agregamos un simbolo de constante a. (Suponemos
aqui que el A y £ son disyuntos. Algunas veces no distinguiremos entre

aya. ).

Hay una manera natural de convertir M una L-estructura en una L(M)-
estructura interpretando cada m como m. Cuando consideremos a M como
una L(M)-estructura lo notaremos M ;. Esto nos permite hacer la siguiente
definicion:

Definicién 2.3.2. El diagrama completo de M es el conjunto
Diag(M) := {6 | 6 es una L(M) sentenciay My =6}

Podemos dar una definicién de la nocién de submodelo elemental usando
la nociéon de diagrama completo.

Definicién 2.3.3. Sea M C N. Decimos que M es un modelo elemental de
N, obreviado M < N si

Diag(M) C Diag(N)

Se puede verificar facilmente que este definicién coincide con la definicion
usual: para toda n-férmula ¢ en £ y para todos los aq, ..., a, en M

M E ¢(ay,..,a,) Siysolosi N [ p(ay,..,an)

Se puede verificar facilmente que este definicién coincide con la definicion
usual: para toda n-férmula ¢ en £ y para todos los aq, ..., a, en M se cumple

M= play,..,a,) Siysolosi N Eo(ay,.. a,)

Con estos preliminares ya podemos enunciar y probar el resultado prin-
cipal de esta seccién.

Teorema 2.3.1 (Teorema de Robinson). Suponga que L1 y Lo son dos
lenguajes de logica de primer orden, y Lo = L1 N Ly. Si 'y y 'y son teorias
satisfactibles y que 'y = I'y N Ty es satisfactible y completa en el lenguaje Ly.
Entonces I'y Uy es consistente. Sea I'y una teori es satisfactible.

Para probar el teorema usaremos dos lemas.
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Lemma 2.3.2. Sean I'y,I'1,I's como en el enunciado del Teorema de Robin-
son. Y sea M un modelo de I';. Entonces existe un modelo My para I'y tal

que M1|£0 =< MQ‘EO

Demostracion. Consideremos I' = T'y U Diag(./\/ll‘ﬁo). Mostraremos que I’
es satisfactible y para ellos usaremos compacidad. Si I' fuera insatisfactible,
por compacidad existirfan subconjuntos finitos de I'y y de Diag(./\/l1|£0)
tales que su union seria un conjunto insatisfactible. Por lo tanto existiria
una férmula 6, € Diag(/\/ll‘ﬁo) tal que {9, 0} serfa insatisfactible, donde
w9 es la conjuncion del subconjunto finito de I's. Ahora bien, 6, es de la
forma ¢1(ay, ..., a,) (donde 1 € L), que es una férmula en Lo({ay, ..., a,)}),
donde a; son elementos de M;. Asi @5 = —p1(ay, ..., a,)). Como los simbolos
de constante no aparecen en s, podemos aplicar el teorema de generalizacion
sobre constantes y obtener ¢ = Vry...Vo,—p;. Asi ['y = —3zy.....32,p;. Por
tanto es imposible que 3x;.....3z,p; € [y, entonces, por la completitud de
Lo
—dzy..... 3]%(,01 ely.

Pero como /\/l1|£0 = 61, se tiene que M1|£0 E pi(ay, ..., an). Asi/\/ll‘ﬁo =
Jxy.... 3z,
Y debemos tener, gracias a la completez de I'y, que

El.fEl ..... E|$nQ01 S FO

iPero esto es una contradiccién!, pues I'y es, por hipdtesis, satisfactible.
Ahora bien, como I' es, tambipen por hipdtesis, satisfactible podemos encon-
trar un modelo M5 de T /\/l1|£0 puede ser elementalmente sumergido en

M’Q{Eo. Asi podemos encontrar My, como se buscaba.
O

Lemma 2.3.3. Suponga que M; es un modelo de I'y, M5 es un modelo de
I's y suponga que /\/ll‘ﬁo =< Mg‘ﬁo. Entonces existe un modelo M3 de I'y
tal que M; < M3y /\/l2|£2 < M3‘£2

Demostracion. La prueba sigue la isma estrategia que la prueba del lema
anterior. Consideremos I' := Diag(M;) U Diag(Mz|Lo). T' es una teorfa en
el lenguaje £1(M,) que contiene I';. Mostraremos que I' es satisfactible. Por
compacidad y por la definicién del diagrama completo, basta probar que
para todas férmula ¢, € Diag(M;) y para toda 6, € Diag(M2|£0) tenemos
que 01 A 6y es satisfactible.
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Procedamos por contradiccién. Supongamos que 6, A6y no es satisfactible.
Notemos primero que 6y es de la forma g (by, ..b,) donde by, ..., b, € My — M,
y o esté en Lo(M;). Como 0 = =0y, también tenmos que {01} | =)y por
el teorema de generalizacién sobre constantes. De este modo obtenemos que
{61} + Va;..Va,1b. A partir de ahi podemos concluir que

Vay....Ve, )y € Diag(M,).

Pero también tenemos que My |= ¢g(by, .., by,), y por lo tanto 3z, ..., Jz,1y €
Diag(Mz|Lo). De ello concluimos que

Jzq..... 32,7 € Diag(/\/ll‘ﬁo) C Diag(M;)

iPero esto es una contradiccion! Como I' es satisfactible, podemos ahora en-
contrar un modelo Mj de I'. Si hacemos M/ = {a™5 : a € My}, obtenemos
los submodelos M} y M), que son copias isomorfas de M; y Msy. Mas
anin, M’l}/lo < M’2|£0. Asf hemos encontrado el modelo M3 como desedba-
mos. ]

La prueba del teorema de consistencia adjunta de Robinson consistira en
una aplicacién iterada de los dos lemas anteriores.

Demostracion. (Demostracién del teorema de consistencia adjunta de Robin-
son) Sea M un modelo de I';. Gracias al primer lema, podemos encontrar
un modelo My de I'y tal que Ml‘ﬁo < ./\/12|£0. Y por el segundo lema,
podemos encontrar un modelo M3 de I'y con las propiedades M; < M3,
MQ{CO < M3|£0. Si aplicamos nuevamente el primer lema, encontramos
un modelo My = Ty, My < My, Mg‘ﬁo < M4|£0. Repetimos el proceso
indefinidamente. Finalmente, hacemos N := |, M, y definimos un mode-
lo NV con universo N tal que para todo n Mn‘ﬁo < N‘EO, y para todo k,
Moy, < N|£2, y para todo k Mo 1 < ./\/|£1. Claramente N' = T'; UTy.

]

2.4. Conexiones

El teorema de compacidad fue indispensable en la prueba de los teoremas
de Craig, Beth y Robinson. Oportunamente se senalé el papel que desem-
penaba la compacidad en cada una de las pruebas. Ahora buscamos establecer
las conexiones entre los tres teoremas. Un resultado que ya tenemos es que,
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asumiento compacidad, el teorema de interpolacién implica el teorema de
Beth.

Teorema 2.4.1 (Craig = Beth).

Demostracion. La prueba se presentd en la seccion dedicada el teorema de
Beth. O

A continuacién veremos que asumiendo la compacidad también se puede
establecer la equivalentencia entre el teorema de interpolacion de Craig y el
teorema de consistencia adjunta de Robinson.

Teorema 2.4.2 (Craig = Robinson). .

Demostracion. Suponga T y To como en las hipdtesis del teorema de con-
sistencia de Robinson. Y suponga que 77 U 75 no es satisfactible. Por com-
pacidad, existen subconjuntos finitos 3 C T, Yo C T5 tal que X U X5 es
insatisfactible. Sea oy la conjuncion de ¥, y sea o, la conjuncién de Y. Se
sigue que 01 |= —0y. Por el teorema de interpolacién de Craig, existe
una sentencia 6 tal que o7 = 0, 6 = —09, v tod simbolo de relacién, de
funcién o de constante que aparece en # ocurre en o y 0y. Por lo tanto, 6 es
una sentencia de £, N Ly = L. Volviendo a T} y T5 en la prueba del teorema
de interpolacién de Craig, tenemos que 77 = 6. Como T es satisfactible,
Ty £ =0 , de modo que T (£~ —60 (pues T' C Ty). ademds, Ty = —0, y, por la
satisfactibilidad de Ty, Ty [~ 6. Asi T' [~ 6. Pero esto contradice la hipdtesis de
que T es una teoria completa en L. Por lo tanto, T} UT5 es satistactible. [

Teorema 2.4.3 (Robinson = Craig).

Demostracion. Suponga ¢ y 1 como en las hipdtesis del teorema de Craig.
Queremos prbar que existe 0 tal que ¢ =0, 0 =1 y 6 es una sentencia en L
el lenguaje comun de ¢ y 1. Para encontrar tal # primero probaremos que el
conjunto I'y := {0 € Ly | ¢ =0 0 7 |= 0 } es insatisfactible. Supongamos
que 'y es satisfactible y sea I'{; una extensién completa y satisfactible de I'y en
el lenguaje L. Consideremos ahora I'y :=T'yU{p} y I'y := T{U{—¢}. Como
¢ = 1, entonces I'y UT'; es insatisfactible. De ahi concluimos que 'y o T’y son
insatisfactibles. Pues, en caso contrario, si I'; y I's fueran satisfactibles, por el
teorema de Robinson tendriamos que concluir que I'; UT'; es satisfactible.
Tenemos entonces dos casos:
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1. T'; es insatisfactible. En esta caso, por compacidad y por la comple-
titud de I}, existirfa un ¢ € I tal que {p, ¢} es insatisfactible. Por
lo tanto ¢ = —¢ y, por tanto, por la definicién de I'y, tendriamos que
—¢ € Iy C I'). De modo que ¢ € I'j y =¢ € I'(;, y por tanto, I serfa
inatisfactible, lo que contradice la definicién de I7,.

2. I's es insatisfactible. Se procede del mismo modo que en el caso anterior.

Concluimos entonces que I'y es insatisfactible. Y por compacidad, existe
un subconjunto finito de T'y insatisfactible {v1,72, ..., Y, 01,02, ..., Om, } con
@ =7y % = d; para todo i y todo j. Tomemos v := 91 Ay A ... Ay ¥
d := 01 Ada A ... A 0. De lo anterior, tenemos que ¢ = v, = =y {v,d}
es insatisfactible. Por lo tanto, ¢ =7, =0 =¥ y v | —d. De ahi concluimos
que 7 o J sirven como interpolante para ¢ y 9 . 0
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Capitulo 3

Un mundo sin Compacidad:
l6gicas infinitarias

En el primer capitulo se introdujo la nocién de légica abstracta y se dieron
varios ejemplos. Entre ellos, se mencionaron las légicas infinitarias, 16gicas
que permiten conjunciones o cadenas de cuantificadores de longitud no finita.
Y se mostré que las ninguna de las logicas L, cumple la propiedad de com-
pacidad. En el capitulo dos, por otro lado, nos ocupamos tres teoremas de la
l6gica de primer orden: Craig, Beth y Robinson. Pusimos énfasis en el hecho
de que dichos resultados y las conexiones entre ellos dependian fuertemen-
te de la compacidad. Surge entonces una pregunta natural: ;Si se prescinde
de la compacidad, como sucede en las légicas infinitarias, se debe renunciar
también a todas sus consecuencias, entre ellas los teoremas de Craig, Beth y
Robinson? ;O es posible recuperar esos resultados por otros caminos? ;Hay
en las l6gicas infinitarias algin sustituto que nos permita llegar a resultados
que en légica de primer orden se obtenian por medio de la compacidad? En
este capitulo responderemos a estas pregunta, restringiéndonos la posibilidad
de obtener analogos al teorema de interpolacién de Craig en las logicas in-
finitarias. Veremos que en la légica L£,,,,, podemos efectivamente encontrar
un sustituto a la compacidad para probar el teorema de interpolacion. Sin
embargo, en las logicas L, no tendremos tanta suerte.
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3.1. Lo

En la légica L,,, el teorema de la existencia de modelos sirve como
sustituto a la compacidad para probar resultados analogos a teoremas validos
en la logica de primer orden. Con el teorema de la existencia del modelo se
puede probar la indefinibilidad del buen orden, el teorema de omisién de
tipos y el teorema de interpolacion en L, .

El teorema de la existencia del modelo esta ligado a la propiedad de
consistencia. Para las siguientes secciones seguiremos de cerca Marker [2016].

3.1.1. Propiedad de Consistencia

Definicién 3.1.1. Dado 7 un lenguaje y C un conjunto infinito de constante
en 7, una propiedad de consistencia Y es una coleccion de conjuntos contables
o de L, .-sentencias con las siguientes propiedades. Para cada o € X

1. Si o C o, entonces p € 2.
2. Si ¢ € 0, entonces ¢ & o.
3. Si m¢ € 0, existe un u € ¥ tal que o U {~ ¢} C p.

4. Si /\¢6X € o, entonces para todo ¢ € X existe un pu € o tal que
pU{o} C p

5. 51 Vyex ¢ € 0, entonces existe un mu € ¥y ¢ € X tal que cU{¢} C y;

6. Si Yugp(v) € o, entonces para todo ¢ € C existe p € ¥ tal que o U
{ o(c)} S .

7. Si Jve(v) € o, entonces existe p € 3 tal que o U { ¢(c)} C p.
8. Sea t un término sin variables y sea ¢,d € C,

» Sic=d € o, entonces existe un p € ¥ tal que c U{d = ¢} C p.
» Sic=t, ¢(t) € 0, luego existe un p € ¥ tal que o U{o(c)} C p.
» Existe pe X yeeCtalqueocU{e=t}Cpu.
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3.1.2. Teorema de existencia del modelo

Teorema 3.1.1 (Teorema de existencia del modelo). Si ¥ es una pro-
piedad de consistencia y o € %, entonces existe un modelo contable M tal

que M = o.

Demostracion. Sea A es el conjunto mas pequeno de L., sentencias tales
que

= 0 CA;

Si ¢ es una subsentencia de una sentencia de A, entonces ¢ € A;

Si ¢(v) es una subférmula de un sentencia en A y ¢ € C, entonces
¢(c) € A;

Sic,d e C, entonces (c =d) € A.

Consideremos ¢, ¢1, ...., una enumeracion de todas las sentencias en A.
Supongamos que cada sentencia esta listada un ntimero infinito de veces. Sea
to,t1, ..., la lista de todos los 7-términos sin variables.

La idea sera construir una cadena de conjuntos de sentencias tal que

con g; € Y. Para este fin usaremos el hecho de que ¥ es una propiedad de
consistencia. Procedemos bajo las siguientes dos condiciones:

1. Sio,U{¢,} € X, entonces {¢,} € 0,.1. Pueden suceder dos casos:

a) Si¢n es \/ cx ¢, entonces ¢ € 0,11 para algin ¢ € X.
b) Si ¢y es Fp(v), luego ¢(c) € 0,41 para algun ¢ € C'.

2. (c=t,) € 0, para algin c € C.
Consideremos ahora I' = |7, 0,,. Construiremos a continuacién un mo-
delo de I'. Para ello definimos la siguiente relacion sobre los elementos de C"

sean ¢,d € C decimos que c~dsiysolosic=deT.

Probaremos que ~ es una relacién de equivalencia.
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» (Reflexividad) Sea ¢ € C'. La sentencia ¢ = ¢ es ¢,, para algin n. Por
la condicién 1, (¢ = ¢) € 0,41 C I'. Por lo tanto ¢ ~ c.

» (Simetria) Si (¢ = d) € I, entonces podemos encontrar n tal que (¢ =
d) € 0,y (d = ¢) estd en ,. Por el primer item de la definicién de
propiedad de consistencia y por la condicién 1, tendriamos que (d =
c)el.

» (Transitividad) Si ¢ = d y d = e, encontremos un n tal que (¢ = d),
(d=-e) € 0,y c(=e) es ¢,. Por la condicién 1 tendriamos que ¢ = e €
I.

Construccién del modelo

Es hora de construir el modelo. La construccién se parecera mucho a la
contruccién de Henkin. Notaremos por [¢] la clase de equivalencia de c. Sea
M = {[c] : ¢ € C. Sid es un simbolo de constante de 7 (probablemente no en
("), entonces por la condicion 2 existe ¢ € C' tal que ¢ = d € T'. Interpretare-
mos d™ como [c]. Sea f sfmbolo de funcién n-aria de 7 y sea cy, ..., ¢, € C.
Por 2 existe d € C tal que d = f(¢q,...,¢,) € T. Suponga d; € C y sea
dy = f(c1,..,¢n) € T'. Suponga que dy € C'y dy = f(cq, ..., ¢p,) estd también
en I', usando la caracteristica 8 de la definicién de propiedad de consisten-
cia y la condicién 1 vemos que (d = dy) € I' y d ~ d;. También note que
co = f(ci, ..., cy) € I'. Luego podemos definir fM : M™ —s M por

f(al, s len]) = ld] <= fle,.cn) =d €T

Dado t(vy, ...,v,) un término, cy,...c,,d € C. Ahora probaremos que
sid=t(cy,..,c,) €', entonces t*([c1],...[c,]) = [d]. Lo haremos por induc-
cién sobre la complejidad de los términos. Supongamos que t = f(t1,..t,).
Para i < m existe d; € C' tal que d; = t;(¢) € I'. Por induccién [d;] = tZM([ED.
Luego por la definicién de propiedad de consistencia y por la condiciéon 1
tendriamos d = f(dy, 4, ) € I'. Asi

tM([d) = F(di), ... [d]) = [d]

como deseabamos.
Para ¢y, ..,¢, y R una relaciéon n-aria el simbolo 7 lo definimos como

RM([c1], ..., [en]) <= R(cy,..,cn) €T.
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Como arriba, podemos mostrar que esto no depende de la eleccion del
representante [¢;].

Ahora probaremos que si ¢ € I', entonces M = ¢. Lo probaremos por
induccién sobre la complejidad de las férmulas.

= Si¢est; =ty Hay ¢q,co € C tales que ¢ = ty,co =ty € I'. Entonces
¢y = co € I' y por uno de los resultados previos de esta demostracion,

tM =1, asi M = ¢.
» Siges R(ty,....tn).

Se puede probar que M | R(tM, ..., tM). Los otrs pasos de la induccién
se muestran a continuacion:

» ¢ es Ay VU, por la definicién 2.0.3 y por (1), existe ¥ € I' para cada
U € X. Por induccién M = ¥ para todo ¥ € X. Luego M = ¢.

» Si¢es\/y V¥, por la definicién 2.0.3 y por (1), existe ¥ € I tal que
U e T'. Por induccién M | U.Asi M |= ¢.

» Si ¢ es VU(v), por la definicién 2.0.3 y por (1), ¥U(c) € I' para todo
¢ € C. Por induccién M = ¥(c) para todo ¢ € C. Como todo elemento
de M es llamado por una constante de C, M |= ¢

» Si ¢ es IU(v),por (1), existe ¢ € C tal que ¥(c) € I'. Por induccién
ME¥(c). Asi M E ¢.

» Si ¢ es =¥ (v),por la definicién de propiedad de consistencia y por (1),
tenemos que ~ ¥(c) € I'. Esto se divide en casos dependiendo de 1:

e Si ¢ es t; =ty. Hay 2 constantes ¢q,cy € C tales que ¢; =t; € T
Como ~ W es t; # to, por la definicién 2.0.3 y por (1), ¢; # ¢y € T.
Suponga por contradiccién, que M = W. Por la segunda parte de
la demostracién [c;] = tM. Asif M = ¢; = ¢y. Por lo tanto ¢; ~ ¢y
y ¢4 = ¢ € I'. Esto contradice la definicién de propiedad de
consistencia.

e Si ¢ es R(ty,..,t,). Entonces ~R(t4,..,t,) € I'. Hay constantes
Cly ey Oy € C tales que ¢; = t; € I'. Luego = R(ty,..,t,) € I'. Por
la definicién 2.0.3 R(t1, .., t,,) ¢ I'. De este modo
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M ): ﬁR(Cl, ..,Cm)

Y por la segunda parte de la demostracion

M & =R(t1, . tn)

Asi M = ¢.
e ¢ es =0. Luego 0 € T'. Por inducciéon M =0y M = ¢.

o pes N\pex 0. Luego \/yey ~0 €'y ~ 0 €T para alguna 0 € X.
Por inducciéon M = —f. Asi M = ¢.

o pes \pey . Luego \yey ~0 €'y ~ 0 € T para toda 6 € X.
Por induccién M = =6 para toda 6 € X. Asi M = ¢.

e ¢ es Juh(v). Luego V ~ vh(v) € I'y ~ 0(c) € I para toda ¢ € C.
Por induccién M = 0(c) para toda ¢ € C. Asi M = ¢.

e ¢ es Yvb(v). Luego 3 ~ vf(v) € T''y ~ 6(c) € T para algin
c € C.Pero luegoM = —0(c) y M [= ¢.

]

Con esto terminamos la prueba. Contruimos un modelo M tal que M =
I'. Una consecuencia sencilla del teorema de existencia de modelos es el teo-
rema de existencia de modelos extendido. La prueba de este teorema se hace
modificando ligeramente el argumento de Henkin utilizado en la prueba an-
terior

Teorema 3.1.2 (Teorema de existencia de modelos extendido). . Sea
T como en el teorema anterior. Sea T una conjunto contable de L, .,(T) —

sentencias. Suponga que Y es una propiedad de consistencia tal que para
todooeXypeT, oU{p} € X. Entonces existe M |=T.

Demostracion. Sea 0,0, ... una enumeracién de T'. Modifique la construc-
cién de o9 C 01 C .... de modo que 6, € 0,41 para todo n. Luego T' C I" y
M = T. Lo cual completa la demostracion. O
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3.1.3. Craig... Otra vez

Una de las consecuencias importantes del teorema de la existencia de mo-
delos es el teorema de interpolacién. Este resultado fue originalmente probado
por Lopez-Escobar usando una versién del calculo de secuentes.

Teorema 3.1.3 (Teorema de interpolacién de Craig). Suponga que ¢,
Y o son L, . sentencias con ¢y |= ¢o. Existe una sentencia Ly, ., 0 tal que
o1 E 0, 0 = ¢ y todo simbolo de relacion, de funcion y de constante que
ocurre en 6 ocurre en ¢1 Y ¢o.

Demostracion. Sea C' una coleccién contable infinita de nuevos simbolos de
constante. Sea 7; el vocabulario mas pequeno que contiene C' y todos los
simbolos en ¢; y sea 7 = 71 N 7.

Sea Y una coleccién infinita de ¢ = 07 U 09 donde o; es un conjunto de
T;-sentencias y si ¥, ¥y son T-sentencias tales que o1 = 11 y 09 = 1, enton-
ces i1 A 1y es satisfacible.

o es una propiedad de consistencia.
A continuacién probaremos dos de las propiedades de la definicion:

» Suponga que A Y € o € ¥, donde o = 07 Uoy como arriba. Supona que
/\¢6X Y € 01. Sea oy = o1 U{1}. Veamos que o1 Uos € 3. Suponga que
o1 | 01y 09 = 05. Luego o1 |= 6. Por hipdtesis 6; A 05 es satisfacible
luego o} U oy € X. Se procede del mismo modo si /\weX Y € 09.

= Suponga \/,.x ¥ € 01. Sea 014 = o1 U {¢}. Mostraremos que o1,y U
oy € . Suponga que no es asi. Entonces para cada ¢ existen L, ., (7)-
sentencias 0y y, 02, tales que 01y = 614, 0oy = 0oy y 01y A B2y es
insatisfactible. Luego 6, 4 = —65,. Como

01):\/¢7

peX

g1 ): \/ (917111.

YpeX

Pero
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09 ): \/ (927¢

YpeX

N b=\ beu

peX PeX

Esto contradice que o € Y.

Las otras propiedades son mas sencillas de probar. Ahora usaremos el
teorema de la existencia de modelos para culminar la prueba del teorema
de interpolacién. Como ¢; = ¢9, por el teorema de existencia del modelo,
{¢1,~¢2} ¢ X. Por tanto, hay L, . (7)-sentencias, 6, y 6, tales que ¢; = 0,
—py = 05 y 01 A O es insatisfactible.

Asi

¢1 ):91791 ):_'927 y _'02 ):¢2
De lo que se sigue que

¢1):91 y th ):¢2

¢, puede contener constantes de C. Sea ¢, = 1(¢), donde ¥ (v) es una
T-férmula sin constantes de C'. De esto obtenemos que

¢1 VoY) vy YD) = ¢

Y como
Yoy (v) = Fuy(v)
podemos tomar
WOy (7)

como la sentencia interpolante. Con esto terminamos la demostracién. [
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3.2. L

La légica L, fue un caso esperanzador. No cumple compacidad, pero
hay un resultado alternativo (el teorema de la existencia del modelo) que nos
sirve como sustituto para probar resultados andlogos a los que valen en la
l6gica de primer orden. En particular, el teorema de existencia de modelos sir-
ve para probar el teorema de interpolacién. ;Podemos encontrar un resultado
similar en las otras logicas infinitarias? Desaroftunadamente, la respuesta es
no. El teorema de interpolacion no vale en ninguna de las 16gicas L,,,. En
los dos siguientes resultados construimos el contraejemplo.

Lemma 3.2.1. Sea o una sentencia de L) que tenga la igualdad pero ningin
otro simbolo no légico. Entonces o es verdad en todas las estructuras de
tamano mayor o igual que A o en ninguna de ellas.

Demostracidn. Sea ¢(Z) una formula en L£,,(0), esto es, ¢ es una formula
de L\ que no usa simbolos logicos diferentes de la igualdad. Y sean Ay B
conjuntos tales que A C B con |A| > ). Sea @ € Al"'®! donde vl significa
las variables libres de la férmula ¢(@). El resultado que queremos probar se
sigue directamente del siguiente resultado:

AE p(@ siysolosi B ¢(a)
Para probar este resultado hacemos induccién sobre la complejidad de . El
unico caso que supone dificultades es cuando ¢ = Iy con ¥ de longitud
estrictamente menor que A. La implicacién de izquierda a derecha es directa.
En la otra direccién, supongamos que B |= ¢(d), entonces existe un b tal que
B |= ¢(@,b). Por la hipétesis de induccién tenemos que C' = ¢(@b) donde
C' = AURang(g). Como ¢ es una férmula de L, tenemos que la cantidad de
variables libres de 1) es estrictamente menos que A y, por tanto, |Rang(a) U

-,

Rang(b)| < A. Dado que |A] < X existe K C A tal que K N Rang(a) =0y
|K| = |M| donde M = Rang(b) — Rang(@). Sea h una biyeccién entre K y
M. Ahora bien, h puede ser extendido de forma natural a un isomorfismo h
entre las estructuras (C,c, k) y (A, ¢, h(k)) con ¢ € Rang(d) y k € M.De ahi
tenemos que A = (@, h(b)). Pero h(b) € AP Por lo tanto A = (@), que

era lo que queriamos probar. O

Teorema 3.2.2. El teorema de interpolacion falla en todas las logicas L,
con k > wy. De hecho, dados dos cardinales infinitos k y v con kK > v+
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entonces existen sentencias oy y 0y de Ly, con o1 = o9, pero dichas formulas
no tienen interpolante en ninguna de las logicas Lo, .

Demostracion. Construiremos directamente el contraejemplo que hace fallar
la interpolacion. Sea S el lenguaje que tiene una constante ¢, por cada a <

vt. Sean
o1 :=Yv \/(v =Cq)
a<v
02 := \/ (cs = ¢y)
v<f<y<vt

La sentencia oy |= 0y es una sentencas vélida. De hecho, si 2 |= o entonces
|A] < vy por cada ordinal a podriamos formar los siguientes conjuntos:

Xo={Blv<B<viAnd=c}}

Tenemos que |J X, = [v,v"). Por lo tanto, por el principio del palomar,
acv
sabemos que existe un « ordinal con « € v tal que | X,| > v. Naturalmente,

de aqui se sigue que 2 = 09. Si existiera un sigma interpolante para oy y o9
en la légica L., dicha sentencia ¢ no tendria simbolos légicos adicionales
diferentes de la igualdad, pues o1 y 03 no tienen simbolos no logicos en comun.
Tendriamos entonces que o1 |= 0 y o seria verdadera en alguna estructura de
cardinalidad v (cualquier conjunto de cardinalidad v serviria como modelo
para o). Pero por el lema anterior, o deberfa ser verdadera en todas las
estructuras de cardinalidad mayor o igual que v. Como o = 03, entonces oy
también seria verdadera en todas las estructuras de tamano mayor o igual
que v. jPero esto es falso!, pues oy puede ser falsa en alguna estructura de
cardinalidad v*. Puede considerarse, por ejemplo, la estructura cuyo dominio
es el conjunto A de todos los ordinales menores que v y las contantes son

precisamente todo los a € A, en la que cada constante ¢, se interpreta como
. O
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Conclusiones

1. El teorema de Lindstrom muestra que la compacidad es una propiedad
‘esencial’ de la logica de primer orden. Es una propiedad que caracteriza
la l6gica de primer orden.

2. En légica de primer orden, la compacidad implica varios resultados,
tanto limitativos (indefinibilidad de algunos conceptos o clases de es-
tructuras) como constructivos (existencia de clases de modelos para
ciertas teorias). En particular, la compacidad se usa en la prueba de
Interpolacién de Craig, Consistencia de Robinson, y Definibilidad de
Beth. Ademas, en logica de primer orden, gracias a la compacidad,
los teoremas de Interpolacién de Craig y de Consistencia de Robinson
resultan equivalentes.

3. Por otro lado, la busqueda de un sustituto para la compacidad en di-
ferentes sistemas 16gicos nos condujo por dos caminos diferentes. En
légicas infinitarias como L, se puede encontrar un resultado sustitu-
to adecuado para ciertos fines. A saber: El teorema de la existencia de
modelo. Con este teorema se pueden probar teoremas en L,,,,, anélogos
a resultados en L,,,,. En particular se puede probar un teorema de omi-
sién de tipos, indefinibilidad del buen orden, e interpolacién de Craig
(que a su vez implica Definibilidad de Beth). Sin embargo, en Ly,
no hay un sustitutos de la compacidad para probar resultados como
la consistencia adjunta de Robinson o la equivalencia (que si ocurre
en L,,) entre el Teorema de interpolacién de Craig y el Teorema de
consisitencia adjunta de Robinson.

4. Los contraejemplos de Malitz conducen a afirmar que en las légicas infi-
nitarias L., no se puede encontrar un sustituto adecuado para compa-
cidad y que resultados como interpolaciéon de Craig resultan, de hecho,
falsos.
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